L2-,Li- és P-norma szerinti statisztikai eljarasok
aszimptotikus hatasfokainak 6sszehasonlitasal

STEINER FERENC2

Az

A statisztikai elvek és normakfogalmat, valamint kdlcsonds kapcsolatukat réviden dsszefoglalé 1. pont utan a
2. pont a hagyomanyos, L2-normara épulé statisztikatjellemzi kvantitativan az Lr normat alapul valasztéval dssze-
hasonlitva, mégpedig az e(L2L}) relativ statisztikai hatasfokoknak az ,,altalanositott Gauss-szupermodell’ hibati-
pusaira torténd megadasaval. Ha nincsenek kiugrék (outlierek, durva hibaju adatok), akkor e szupermodelljelen-
t6s tipustartomanyan az L2-norma alkalmazésa kedvez6bb, mint az Lr normaé. A 3. pont a P-norman alapulé sta-
tisztikat hasonlitja 0ssze az Lj-norma szerintivel, megadva az e(P/Lj) relativ hatasfok értékeit és gérbéjét a harang
alaku hibaeloszlas-tipusok f o(x)-szel jel6lt ,,teljes szupermodelljére™; az e(P/Lj) értékek szignifikansan nagyobbak
100%-nal az egészfo(x) szupermodélire. Ennek gazdasagossagi kdvetkezménye az, hogy a P-norméra alapul6 elja-
rasok az eredmények azonos pontossagat kisebb mérési adatszammal érik el, mint az Lr modszerek.

F. Steiner: Comparison of the L2-, Lx and P-norm based statistical procedures in respect of their asymp-
totic efficiencies

After the Introduction in Section 2 the conventional (L2-based) statistics is compared with the Lj-based one,
giving the values of the relative efficiencies (i.e., e(L2Lj)) for the “generalised Gaussian supermodéi” oferrors. If
no outliers exist, L2works better than L} does in a great type-domain of this supermodel. In Section 3 the P-based
statistics is compared with the Lr based one, showing the curve of the relative efficiencies e(P/Lj) beingfor all er-
ror types of the “complete supermodel”fdx) significantly greater than 100%. As economical consequence thefol-
lowing can be formulated: to achieve the same accuracy, P-based procedures need less data than Lj-based ones

for all bell-shapedf dx) error distributions.

1. Bevezetés: statisztikai elvek és normak

Ezt az Osszedllitast a legszivesebben azzal kezdeném,
hogy ,,kezdetben vala a legkisebb négyzetek elve ” — de ezt
aligha tehetem, ha arra gondolunk, hogy ezt az elvet alig
tobb, mint 200 évvel ezel6tt mondtak ki. Masrészt azonban
amiota mérést valaha is végeztek, ezt legalabb haromszor
megismételte a mérést végz6 mérnok vagy tudods, akar
kimondta (vagy nem is ismerte) azt a frappansan tomor
megallapitast, hogy ,,egy mérés nem m éré s helyes érték-
ként azutdn az n darab xt mérési adathdl azok szdmtani

atlagat, azaz az x :i/n xt mennyiséget fogadta el. Ez az
1=1

utébbi (szinte mechanikusan, emberemlékezet 6ta) végzett
m(ivelet azonban éppen a legkisebb négyzetek elvének
kdvetelményét kielégitd értékre vezet, azaz a mért jc-k x
szamtani atlagat mint jo értéket elfogadni ekvivalens a
legkisebb négyzetek elvének 6sztonds gyakorlati alkalma-
zdsadval, — marpedig ez valéban ugyanolyan réginek te-
kinthet§, mint amikor egyaltalan a mérések elkezdddtek.
llyen szempontbdl ezt az elvet valdban a kezdetektél alkal-
maztak.

Mit is mond ki ez az elv?

Akér széban, akar formuldval akarjuk akarmelyik sta-
tisztikai alapelvet, igy a legkisebb négyzeteset is megadni,
az ,.eltérésnek” nevezett és Xr vel jel6lt mennyiségek bizto-
sitjdk a legéattekinthet6bb felirast, ill. megfogalmazast. Az
Xi eltérés egyszerlien az xt mért és a neki megfelels, -vei

jelolt szamitott értéknek nevezett mennyiség eltérése:
1Beérkezett: 2000. februar 29-én
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Ez a pl. ageofizikai inverzid esetében a sz6 igazi ér-
telmében szamitott érték: valamely adekvat geometriai
modellnek a hatasat adja ugyanarra az y- koordinata-
vektorral megadott pontra, amelyben a mérés az xt értéket
eredményezte. Az yt vektor terepmérés esetén kétkompo-
nens(, térbeli méréskor hdromkomponensi, — a legegy-
szer(ibb esetben, a szelvénymérés esetében viszont egy-
komponens(, amikor persze elegendd a mérési pont egyet-
len koordinatajat vektorjel nélkil, csupan yt -vei jeldlni.

Szelvényméréssei persze csak kétdimenzids, azaz a
szelvényiranyra mer6leges iranyban elnyult szerkezetek
(vagy ha tetszik, hatok) paramétereit tudjuk meghatérozni.
Az elképzelhet legegyszer(ibb 2-D modell gravitacios
hatok esetében a vizszintes henger, M tengelymélységgel,
R sugéarral, és a szelvénymérés kezd@pontjat valasztva a
vizszintes y-tengely orig6janak, a henger tengelyének ettél
val6 Y-nal jeldlt vizszintes tavolsadgaval jellemezve. Ha
felhagyott, talajvizszint feletti, ismert a sir(iségl kdzet-
ben kihajtott egyetlen vagat jellemz8 adatait kell meghatéa-
roznunk, a * szamitott értéket jol ismerten a

@

formulabdl nyerjuk (fi Gal-ban, ha <7 ismert értékét t/m3-
ben, a hossz dimenzidji mennyiségeket pedig m-ben he-
lyettesitjiik). Ha az eddig altalanosan xt-vei jeldlt mennyi-
séget, mikrograviméteres mérés eredményérél lévén szo,
gj -vei jeldljuk, akkor az Xi eltérés kifejezése jelen eset-
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lesz (a gravimétermérés bazisallomasat vizszintesen kell§-
en nagy tavolsagban felvéve, a mért xf =g{ értékek, treg-

hatasrol 1évén sz6, persze ugyanugy negativ el6jelliek lesz-
nek, mint a szamitott értékek).

Valamely statisztikai alapelv kdvetelményét teljesitve
kapjuk meg az ismeretlen pl,p2,..%i,...9J modellpara-
méterek (jelen esetben az M, R és Y) valddi értékeit. (Két
parhuzamos vagat esetén természetesen hat ,valodi” para-
méterértéket kell meghataroznunk, Id. a 10.22 &brat a
Steiner (ed.) [1997] 254. oldalan.) Ha adekvat modellt
vettiink fel, ekkor a » szamitott értékek helyes értékeknek

tekinthet6k, amikor is az Xt eltérések (amelyeket ilyenkor
megkilonboztetésil reziduéloknak neveziink) a mérések
hibait szolgaltatjak.

Nyilvéanval6, hogy ha a modellparamétereknek (jelen
esetben az M,RésY) nem a valodi értékeit szerepeltetjik a
szamitott  -ben, az Xt eltérések abszoldt értéke az esetek
tobbségében (a rezidualokhoz viszonyitva) ndvekedni fog,
azaz ezek az |X,| abszolut értékek dsszességiikben lesznek
nagyobbak. A statisztikai alapelvek éppen abban kilénboz-
nek egymastol, hogy méas és mas kifejezést adnak meg az
|Xf| eltérésdsszesség nagysaganak a mérésére, és ezek
minimalis értékére vezetd modellparamétereket fogadjak el

a legvaldsziniibb (,,val6di”) értékeknek. Ezen kifejezések,
ill. minimum-kovetelmények kozil két példa:

egyenletet teljesit6, ,dihézié”-nak nevezett mennyiség
kétszeresét alkalmazzuk 0O-ként, azaz ekkor a legkisebb
szorzatok elvének kdvetelménye

alakban irhato fel.

Ha Xf rezidual értelmii (azaz a " -t helyes modellpa-
raméter-értékekkel szamitottuk), jogosan meril fel az az
igény, hogy a statisztikai elvekben szerepl§ kifejezéseknek
a minimumbhelyét véltozatlanul hagyé modositasaival hiba-
jellemz6ket adjunk meg. Ezek a médositasok akkor is cél-
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szernek, ha az X,-knek altalanos eltérés értelmik van,

hiszen az egyes elvek szerinti eltérésjellemzének nyilvan
n-t6i fuggetlennek és xt-dimenzidjunak kell lennie. Ezeket

az eltérésjellemzdéket normaknak nevezik és egy csoportju-
kat a kdvetkezd kifejezés definialja:

Azonnal észrevesszik, hogy /?=2-re

adodik, ami a (4) bal oldalan all6 kifejezésbdl n-nel vald
0sztds és négyzetgyokvonas, azaz a minimumhelyét valto-
zatlanul hagyd (és végul n-fliggetlen és xt-dimenzi6ju
eltérésjellemz6t eredményezd) miveletek utdn adddik. A
legkisebb négyzetek elvének kdvetelményét tehat

alakban is felirhatjuk.
A (8) kifejezés legegyszer(ibb alakjat nyilvan a p=1

vélasztéssal kapjuk:

kdvetelményt teljesitve hatdrozzuk meg az ismeretlen pj

paramétereket (modellparamétereket inverzié esetén, vagy
pl. polinom egyitthatokat regressziés feladatoknal), de jol
lathatan a kiugrék (az outlierek, azaz a durva hibaju xt-k,

amelyek extrém nagy |Xr-kre vezethetnek,) az  -norma

(11) kifejezését kevésbé torzitjdk, mint a
szerepld Osszeget, igy kiugrok esetén a (10) kovetelmény
teljesitése esetleg megtévesztd pj -két eredményezhet

akkor is, amikor ez a hatas a (12) kdvetelmény esetén elha-
nyagolhatd.

Ami a minimumhely meghatarozast illeti, a szamitas-
technika &ltal nyujtott, rohamosan ndvekv6 lehetGségek
egyre inkdbb a ,,globalis optimalizaci6”-nak nevezett, ab-
szolit minimumhely meghatarozé algoritmusok valame-
lyikének, példaul az SA (simulated annealing) modszernek
az alkalmazasat teszik célszer(ivé (magyar nyelvil leirdsa
pl. Kis [1996]), akarmelyik norma minimumhelyét akaijuk
is meghatarozni. Az idézett cikk az  -re és az Ll -re

egyarant mutat be példakat, — de a feladat jellegébdl, a
hiba tipusétol, valamint esetleg egyéb kdvetelményeinktél
fuggben a Steiner (ed.) [1997] 20. oldalan talalhat6 tabla-
zat tiz norméja kozil barmelyiket valaszthatjuk; a robusz-
tussag és rezisztencia szempontjabdl pl. egyarant elényds
(kulondsen foldtudomanyi feladatoknal) az eltérések

-normaban
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normajanak az alapul valasztasa (£ a (6)-ot kielégitd,
dihéziénak nevezett mennyiség). A globalis optimalizécié
egyrészt nem igényel a valdsaghoz kozel allé startmodellt
(ezt a sajatsagat Sz(lics [1997a] az Ab.4 és A5.5 abrakon
nagyon meggy6z6en mutatja be), az ismeretlen paraméte-
rek nagy szama sem jelent problémat (Szlcs [1997b]-ben,
mélyfurasi geofizikai példa keretében, 18 paraméter meg-
hatarozasa torténik SA madszerrel,) és végll: a meghatéro-
zandd paramétereknek, a szamitott ~ értékben valo sze-

replésiiket illetéen, semmiféle analitikus kikotést nem kell
teljesiteniik. Ez utdbbival kapcsolatban feltétlenil meg
kell egy specidlis esetet emliteni, mégpedig azt, hogy az
ismeretlen paraméterekt6l val6 linedris fliggés esetén az
L2-norma minimumhelyének meghatarozasa egyetlen
linearis algebrai egyenletrendszer megoldasat igényli, de
ilyen esetekben még a legkisebb szorzatok elvének megfe-
lel6 R-norma alapul véalasztasanal is csak linearis algebrai
egyenletrendszerek megoldéasa sziikséges, iteracids lépé-
senként azonban valtozo sulyt alkalmazva (pl. Steiner
[1990] 313. oldal). Regresszios feladatokndl ez a feltétel
gyakran teljesil (hogy az inverzidnal szinte sohasem, azt a
legegyszer(ibb gravitaciés modell (2) formulajabol is lat-
juk), igy az L. alapul valasztadsa szamitastechnikai kény-
szer(iség volt az elmult évtizedekig, akkor is, ha méas norma
alkalmazasa sokkal megbizhatobb eredményekre vezetett
volna, hiszen még akér csak néhany évtizeddel ezel6tt is a
fentiekben emlitett iteracids eljarasok sem voltak rutinsze-
ren alkalmazhaték, a globalis optimalizacié &ltaldnosan
hasznalhatd (tehat linearis fliggést nem feltételezd) maéd-
szereir6l nem is beszélve. A klasszikus statisztika a fentiek
miatt tdmaszkodott sziikségképpen az -normara, vagy

méasképpen fogalmazva: a legkisebb négyzetek elvére.
Térjink vissza a (8)-ban definialt Lp-normacsaladhoz.

Kimutathatd, hogy a (8) szerinti altaldnos Lp-norma mi-

nimumbhelyét keresni akkor a legelénydsebb, ha a mérése-
ket terhel6 hibak ,Altalanositott  Gauss-tipustak”
(Tarantola [1987] 26. oldal), azaz standard s(ir(iségfiigg-
vényiket az

(14)

kifejezés adja meg (persze a p indexnek az Lp indexével
kell megegyeznie a legkedvezdbb esetben). Azonnal latjuk
(F(1/2) azonos lévén Jn -vei), hogy p =2 esetén Gauss-
tipusu sdrlségfliggvény adodik:

Ez utdbbinak a slrlségfliiggvénye mar nem differencial-
haté a szimmetriapontban (az origéban), de tovabb csok-
kentve p-1 pl. Vi érték(re, a sGr(ségfiiggvény mar tlszerd-

én hegyes lesz az origéban (Id. Steiner (ed.) [1997] 9.14.
abrajan az fne(x) = gorbét, vagy az fG, és fre

dsszehasonlitasat a Steiner, Hajagos [2000a] els§ abra-
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jan), igy ennek el6fordulasa hibaeloszlasként a féldtudo-
manyban mar eléggé valosziniitlen. Hasonlé6 mondhat6 az
egyenletes eloszlasra is, amely (14)-b6l a p ->°0 hatar-
esetben adddik. Az aldbbi, az L, - és L2-normét dsszeha-
sonlitd vizsgalatainkat mégis a (14) ,altalanositott Gauss-
tipuscsalad” 1U2<p < tipusparaméter-tartomanyara
végezzik el, tehat valamivel altalanosabban, mint az fold-
tudomanyi szempontho6l szilkséges lenne. Az 6sszehason-
litashoz az fp(x) szupermodell alapul vélasztdsa azért

kézenfekvd, mert ez a tipuscsalad egyarant tartalmazza az
L -re optimalis Gauss-tipust (Id. (15)), valamint az L| -re
optimalis Laplace-tipust (Id. (16)).

2. Az L-norma és L2-norma 6sszehasonlitasa

relativ hatasfokok segitségével az altalanositott
Gauss-tipuscsaladra

Az 6sszehasonlitas akkor lesz a legattekinthet6bb, ha a
legegyszer(ibb esetet vessziik alapul: az n darab fiiggetlentl
nyert x{ adat egyetlen (I-vel jeldlt és helyparamétemek
nevezett) ismeretlenre vonatkozd kbézvetlen mérés eredmé-
nye. Ekkor (Xt=xt-T lévén) L és alakja

17
ill.
(18)

Ha nem lenne kozismert, akkor is kdnnyen levezethet-
nénk, hogy az LU -re vonatkozé (12) minimumkdvetel-
ményt a med-del jel6lt mintamedian, az L2-re vonatkoz6
(10)-et pedig az x -sél jeldlt szamtani atlag teljesiti.

Két becslést (jelen esetben a T-re vonatkozd becsléseket)
relativ hatasfokukkal a legcélszer(ibb dsszehasonlitani, ezt
pedig (Id. pl. Steiner [1990] (5-103) formulajat) a két
becslésre vonatkoz6 aszimptotikus szorasnégyzetek hanya-
dosaként célszer(i szdmitanunk. (Az abszolit hatasfokok
aranya ugyanazt a relativ hatasfok értéket szolgaltatja, —
amit felidézni talan nem is felesleges, — de a szdmitasokat
az abszolut hatdsfokokkal végezve felesleges tobbletmun-
kat vallalunk, amennyiben csak dsszehasonlitds a célunk,
mint jelen esetben is.)

Az Lj norma minimumat kielégit§ med aszimptotikus

szordsa unimodalis, szimmetrikus f(x) s(rdségfliggvény
esetén

(19)
Itt az/ argumentumaban a mintamedianok &ltal becsult,

med

az f(x)ax =0,5 altal definidlt ,,valodi értéket” kell érte-

nink, — de ez szimmetrikus esetben gyis ismert: egybeesik
a szimmetriaponttal, azaz standard (T = 0 és S = 1) esetben
az origéval egyezik meg:
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(20)

A (19) formulat pl. Steiner [1990] 5.6 tablazatabdl ol-
vashatjuk ki, s ugyanott (a masodik sorban) latjuk, hogy az
X széamtani atlagok aszimptotikus szdrasa (amelyet most

Aj -sél jeldliink), megegyezik az anyaeloszlas széraséval.
Az A| aszimptotikus szérasnégyzet tehat a (14)-ben defi-
nialt fp(x) Aaltalanositott Gauss-tipusu eloszlasra
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[Steiner, Hajagos 2000a (4) formula], mig (20)-bol és
(14)-b8l azonnal belathatjuk, hogy ugyanerre az eloszlés-
csaladra

(22)

a mintamedianok aszimptotikus varianciagja. Ha tehat
eiL™l LL) -gyei jel6ljik a hagyomanyosan alkalmazott 22 -

norma hatasfokat az Z*-norma hatasfokahoz viszonyitva az
egyes, p tipusparaméterekkel jellemzett hibaeloszlasokra, a
relativ hatasfok kifejezése A”ed és A| hanyadosa lesz:

(23)

(Trivialis ugyan, de megemlithet§, hogy az Z*-norma
Z™-hoz viszonyitott relativ hatasfokat, e~/Z"j-t a (23)

kifejezés reciproka szolgaltatja.) Az abszolut statisztikai
hatadsfokokhoz hasonléan a relativ hatasfokokat is szazalé-
kokban szokas megadni.

A p —»oo -hez tartoz6 egyenletes eloszlasra vonatkozo-

an T: -bazisi hagyomanyos statisztika haromszor akkora
hatasfokd, mint az L -et alapul valaszto eljarasok, azaz
e(L2/L[) =300 %. Az 7. tdbladzat a 100>p >0,5 tarto-
ményban 18-féle hibaeloszlas-tipusra adja meg az
NL2/Z1) és ~N(Lj/z™) relativ hatdsfokok szdmértékeit.

A relativ hat&sfokok valtozésait azonban szemléleteseb-
ben mutatjdk ezen relativ hatésfokok gorbéi, amikor is
célszerl abszcisszaként az fp eloszlastipusnak az (fu-val

jelolt) egyenletes eloszlastol mért D(Fu,Fp) tipustavolsa-

ganak valasztani. A tipustavolsdg altalanos definiciéjat
Steiner (ed.) [1997] 43. oldalan levd formuldk adjak meg,
amely jelen esethen a

egyszer( alakban irhatd (Id. még Steiner, Hajagos
[2000a] formulajat). A felvett p tipusparaméterekhez tarto-
z6 D(Fu,Fp) értékeket az 1 tablazat a negyedik oszlopban
adja meg.

Az ~NZMLj) és relativ hatasfokgorbéket te-
hat az 7. &dbra az egyenletes eloszlastol a tli-eloszlasig
(/7=0,5) az egyenletes eloszlastél mért D{Fu,Fp) tipus-
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tavolsagok fliggvényében mutatja be. A két gdrbe metszés-
pontja a /7= 1,407 tipusparamétemél van (1. tablazat),
azaz az egyenletes eloszlastol eddig a hibatipusig a hagyo-
manyos statisztika alkalmazasa elénydsebb kiugromentes
esetekben, mint az Z*-bazisu statisztikai eljarasoke.

VY. tablazat Az an. ,Altalanositott Gauss-szupermodell” (Id. a
s(irliségfliggvények (14) formulajat) 18 hibaeloszlas-tipusara a
tablazat megadja az egyenletes eloszlastol mért D(Fwp) tipus-
tavolsagokat és az efZ"/Ti) és e(L\/L2) relativ hatdsfokokat. Ez
utobbi értékeket (a D(FuFp) fuggvényében) az 1. bra gorbék-

ként mutatja be

Table 1 For 18 distribution types of the so-called “generalised
Gaussian supermodel” (see Eq. 14) there are given the D(FuFp)

type-distances from the uniform distribution and the relative
efficiencies e(L2L\) and e(L\/Lz2). These latter values are shown

vs D(FwFp) as curves in Fig. 1

A geofizikai gyakorlatban (és az ahhoz csatlakozé sta-
tisztikai elméleti vizsgalatokban) azonban az fp hibatipus-

sal dsszehasonlitva szdmos elénnyel bir az

fax) («<D  (25)

i rLte-1)/2]
szupermodell tipusainak hibamodellként val6 alkalmazésa,
kézenfekv6 tehat felvetni azt a kérdést, hogy melyik fa-
tipus vehet6 a p = 1,407 -hez tartoz6 fp tipussal gyakorla-
tilag azonosnak? Nyilvan a D(Fa,FpH>07) tipustavolsag

minimumat szolgaltaté a tipusparamétert keressiik, amely
a = 5,56 -nak adodik (maga a minimalis tipustavolsag értek
0,003666). Erdekességgel birhat az az dsszehasonlitas is,
hogy mennyire kozeli értékek az egyenletes eloszlastol
mért tipustavolsagok: D(Fa=556,Fu) = 0,0595504 és

D(Fp=1401,Fu) = 0,0595264. Kimondhatjuk tehat, hogy a

konvencionalis statisztika nagyobb hatasfoki az Z -re
alapuléndl az a>5,56 tipusparaméterekkel jellemzett
fa(x) -eloszlasokra; ez a tipustartomany a teljes Jeffreys-
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1 abra. Az

Lr bazisu statisztikahoz viszonyitva, azaz az eiZ”/Ti) gorbe, reciprokanak, az
relativ hatasfoknak a gdrbéjével egyitt. Az abszcissza az Un. ,,altalanositott Gauss-
szupermodell” tipusainak a tdvolsaga az egyenletes eloszlastol (1. tablazat)

Fig. 1. Relative efficiencies of the

uniform distribution (Table 1)

intervallumot (10 >a > 6) tartalmazza és kozel van a =5 -
hoz, amely fa(x) hibatipus Dutter [1986/87] szerint igen

gyakran fordul el6 a geostatisztikdban. A szerzék egyéb
irdny( vizsgalatai szerint (pl. geodézia, csillagaszat) ez a
hibatipus egyéb diszciplindk esetén is gyakori, és ezért az
a - 5-hoz tartozé fa(x) -et Gjabban inkédbb nevezziik ,,sta-

tisztikai”, mint ,geostatisztikai” eloszlasnak, és ennek
megfelel6en fst(x) -szel jeldljik, amelynek standard alakja

(az altalanos (25)-bél kdvetkezden)

s végll a —»<» esetén a (15)-beli, fG(x) -szel jeldlt tipus-
hoz jutunk, azaz az fa(x) szupermodell hatéresetként a
Gauss-tipust is tartalmazza.

3. Az e(PILj) relativ aszimptotikus hatasfokok a
hibak teljes fc(x) szupermodelljére

A gyakorlatban sima, harang alakl siriségfliggvénnyel
jellemezhet6 hibaeloszlast varunk a féldtudomanyokban
(de feltehet6en nagyon sok egyéb tudoményégban is). A 2.
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-eltérésnorméan alapulé hagyomanyos statisztika relativ hatasfokai az

-based (conventional) statistics compared with

the Lr based one, i.e. the e(LJL{) -curve; the also shown efL/Z”j-curve corresponds
to the reciprocal values. On the abscissa there are given the type-distances of the
error-distribution types of the so-called “generalised Gaussian supermodel” from the

ponthoz hasonléan valamivel nagyobb
altalanossagra toreksziink, mint ame-
lyet a foldtudomanyi praxis okvetlendil
megkivanna, igy vizsgalatainkat a
harang alakd hibaeloszlasok teljes
fc(x) szupermodelljére végezziik el

(itt c a ,,complete” kezd6betlje), ame-
lyet Steiner, Hajagos [1998] definial:

(Id. a (14) és (25) definiciokat). Talan
szokatlan két kilénb6z6 formulaval de-
finidlni egyetlen szupermodellt, de gon-
doljunk a 2. pont utols6 mondatara
(hogy ti. a-"00 esetén Gauss-tipushoz
jutunk), ugyanakkor p =2-nél fp(x)
is ugyanaz a Gauss-tipus, igy az fc(x)
két kilénboz6 formulaja folyamatosan
valtozé tulajdonsagl tipus-sorozatot
definidl (Id. Steiner, Hajagos [1998]-
nak a szamysulyokat valészinlségekkel
mérd tablazatat, — vagy akar a 2. abra
gorbéit).

A nagy p-knél Kicsiny a szarny-
tartomany és lapos a maximumzéna,
mig a tipustartomany masik végén a
szarnyak sulyait (az a =1-hez koze-
ledve) méar nagy val6szinliségértékek jellemzik. A szuper-
modell nagyobb részén azonban valéban a sz6 kdznapi
értelmében is harang alaktak az fc(x) gorbék.

A Klasszikus statisztikaban a ,haranggdrbe” alatt tul-
nyomoan (vagy kizarolag) az fG(x) s(rlségfiiggvény
gorbéit értik, holott a ,Gauss-féle haranggorbe” csak
egyetlen lehetdség a végtelen sok haranggdrbe kdzil. Bi-
zonyos értelemben mi is megtartjuk a Gauss-féle harang-
gorbe Kkitiintetett szerepét, ezlttal azonban inkdbb csak
azért, mert ennél a hibatipusnal csatlakoznak egyméashoz az
fc(x) szupermodell killénb6z8 formulaval definilt tipusai
(Id. a (29) definiciét). A kovetkezd két tipustavolség-
jelolést fogjuk alkalmazni:

Az utobbi esetben a kitev6é helyén levé minusz jel arra
utal, hogy a Gauss-tipustol tadvolodva egyre kisebbek a
szarnyak sulyai; a (30) szerinti D tipustavolsag viszont
csOkkend a tipusparaméter-értékeknél, azaz a szarnyak
stlyainak novekedésekor lesz egyre nagyobb és nagyobb
értékl. Ami a D~ és D tipustavolsdgok szamszer(i értékeit
illeti (a tipusparaméter-értékek fliggvényében), arra nézve a
2. tablazat méasodik oszlopa nyujt felvilagositast.

Ennyi el6készités utdn mar ideje ratérni a P-norma mi-
nimumhelyének meghatarozasara épil6 statisztikai eljara-
sok relativ hatdsfokanak a meghatarozasara, mégpedig a

Magyar Geofizika 41. évf. 1 szdm



modem statisztika gyakorlatdban mind ez ideig leginkabb
alkalmazott, Ly-bazisi proceddrakhoz viszonyitva. Aho-

gyan a 2. pontban is, itt is célszerl feltételezniink, hogy
n db X adatunk egyetlen ismeretlen értékre vonatkozé koz-
vetlen mérés eredménye. Ebben az esetben a

P =min. (32)
altalanos kovetelményt teljesitd értéket leggyakoribb érték-
nek nevezzik és M-mel jel6ljik (most frequent value).
Mivel a (32) kovetelményben szerepl6 P-norma (13)-beli
alakja a minimumbhelyét valtozatlanul hagyé atalakitasok-
kal egyszer(isodik a (7) bal oldalan &ll6 szorzat-kifejezésre,
a jelenleg (x(-M) alakd X,-vei a kovetkez6 kovetel-

ményt kell teljesiteniink:

2. dbra. Az e(P/L) és e(LVP) relativ hatasfok gorbéi a harang
alaku hibaeloszlas-tipusok teljesfox) szupermodelljére, a Gauss-
eloszlastél mért tipustavolsagok fliggvényében. A D és D~ tipus-
tavolsagokat a (30) és (31) formula definialja, szamszer( értékeit

a 2. tablazat masodik oszlopa tartalmazza

Fig. 2. Curves of the relative efficiencies e(P/Ll) and e(LL/P) for
the complete supermodel f o(x) of the bell-shaped error distribu-
tions, vs the type-distances from the Gaussian type. The type-
distances D and D~ are defined in Egs 30 and 31, their numerical
values are given in the second column of the Table 2

A bal oldal logaritmuséat véve tovabbra is valtozatlan
marad a minimumhely, igy M-re vonatkozd kdvetelésiink a
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(33)

egyenletet kielégit6 M-mel teljesil. Derivalas és atrendezés
utan (iterativ utasitasként is felfoghat6) egyenletet kapunk
az M-mel jel6lt leggyakoribb értékre:

2. tablazat. A harang alakl hibaeloszlas-tipusok (29)-ben definialt

teljesfc(x) szupermodelljének 30-féle eloszlasara vonatkozdan az

e(P/Li) és e(L{P) relativ hatasfok-értékek mellett a tablazat meg-
adja a D~ és D tipustavolsagokat (Id. a (30) és (31) definiciot),
valamint a (42)-et kielégit6, £ -nal jeldlt dihézio-értékeket is

Table 2. In this table are given for 30 different bell-shaped error
distribution types from the complete supermodel f o(x) (defined in
Eq. 29) not only the relative efficiencies e(P/LX and e(LXP) but
also the type-distances (D~and D, see Egs. 30 and 31) and the
values of the dihesion (denoted by £ ) fulfilling Eq. 42

Az £ dihéziora vonatkoz6 altalanos (6) formulat is cél-
szerl most az Xt—xt-M figyelembevételével atirni:
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Az xt (i=1 ) minta azt az M leggyakoribb értéket
és £ dihéziot definidlja, amely értékpar egyidejlileg telje-
siti (35)-6t és (36)-ot. Ha ismert az f(x) sCrliségflggvény,
azaz nem minta alapjan torténik az (M,s) értékpar meg-
hatérozésa, akkor a fenti dsszeg-formuldk helyébe integrél-
formulék lépnek:

(39)

nagysagu, ahol AM-et a leggyakoribb érték aszimptotikus

szorasanak nevezzilk és a kovetkezd formula szerint sza-
mitjuk origéra szimmetrikus / ( jo -ek esetén:

(40)

(Id. pl. Steiner [1990] (5-90) formulajat). A (29) egyen-
letben definialt fc(x) szupermodell mindegyik tipusa
szimmetrikus az origéra (hiszen standard alakban definial-
tuk azokat), igy (40)-ben f(x) helyébe fc(x)-et irva,
kezlinkben van az az aszimptotikus variancia, amellyel

az
e{PILi)="f- (41)

AM

relativ hatasfokokat barmelyik fc(x) harang alakd hiba-
tipusra szamitani tudjuk. (A (40)-ben szerepld £ -t (38)
szerint hatarozzuk meg, mivel azonban fc(x) az origéra
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szimmetrikus, a médian és az M leggyakoribb érték
egyarant zérussal egyenld, igy most az

egyenletet kielégité e -t kell csak meghataroznunk, pl.
magat (42)-t iteraciés utasitasként alkalmazva. Az igy
adddd £ -ok szamszer(i értékeit a 2. tablazat utolsé oszlopa
tartalmazza.)

Ami az A”ed-et illeti, a médian elméleti értéke zérus 1é-

vén minden (29) szerinti /c(jc)-re, a (20) valtozatlanul
fennall, azaz Anmed = 1/[2-/¢(0)]. Az fa(x) szupermodellre
(amely (29) szerint része a teljes fc(x) tipuscsaladnak,) a
(25) egyenlet szerint

(43)

az | (jo-re pedig mar (22)-ben megismertik az Aned
kifejezését (a (29) szerint a <>p >2 tipusparaméter-
tartomanyra az fp(x)-tk adjak az fc(x) szupermodell

tipusainak masik részét). Semmi akadalya nincs tehat an-
nak, hogy az e(PILy) relativ hatdsfokot (vagy annak
reciprokat, e(LL/ P) -t) a (41) szerint meghatarozhassuk. A
relativ statisztikai hatdsfokok szamértékeit (szazalékokban)
a 2. tablazat harmadik és negyedik oszlopa tartalmazza;
szemléltetésil az e(P/Z és eilL"IP) goOrbéit a Gauss-

félétdl mért tipustdvolsag (D~ és D) fuggvényében (Id. a
2. tablazat masodik oszlopat és a (30) és (31) definiciokat)
a 2. dbra mutatja be. Az e(P/L) relativ hatasfokok min-
denditt (a teljes fx) szupermodellre) hatarozottan nagyob-
bak 100%-néal: a P-norma alkalmazasa barmely fc(x)
hibatipus esetén el6nydsebb az [ -norma alapul vételénél.
Mivel a relativ hatdsfokok azonosak az azonos pontossagot
szolgaltatd mérési adatszamok aranyaval (Id. pl. Steiner
[1990] 191. oldalan az (5-103) definiciét kdveté szoveges
részt), ez nem jelent kevesebbet, mint pl. azt, hogy a
Dutter [1986/87] szerint a féldtudomanyokban leginkabb
varhat6, a - 5-hoz tartozo fst(x) hibaeloszlas esetén (stan-
dard esetre vonatkozd képletére vonatkozoéan Id. (26)-ot,)
az Lj -norma 27%-kal tobb adatot igényel azonos pontos-
sadghoz, mint a P-norma alapulvétele. Ugyanez az igényelt
adatszam-tébblet Gauss-tipust hibanal mar 43,4%, és a
hibaeloszlas szarnyainak tovabbi csokkenésével (azaz D~
novekedésével) egyre nagyobb lesz (a hataresethez kozelit-
ve a 100%-ot is meghaladja). Hasonl6 a helyzet az extrém
nagy sulyd szarnyak (nagy D értékek) esetén, ez azonban

nem meglepd, mert alkalmazésakor az abszoldt

hatasfok is zérushoz tart, ha D —»0,25, azaz a—1 (ld.
Steiner (ed.) [1997] 128. oldalan a (6-24) formulat), mig
ugyanebben az esetben az ep abszolut hatasfok hatarértéke
még mindig 48% (Id. az imént idézett oldalon a (6-23)-at
kdvet6 sorokat).
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A fenti, Iényegében a P-norman alapulé eljarasoknak az
L, -bazisiaknal gazdaséagosabb voltat igazol6 vizsgélataink
sordn nem voltunk tekintettel a kiugrokkal (outlierekkel)
szembeni viselkedés esetleges eltéréseire, azaz a reziszten-
ciara. A kiugrék el6fordulasa azonban végtelenil sokféle
lehet, igy kvantitativ 6sszehasonlitas csak konkrét szituaci-
Okra végezhet6 el. Egy példa: Tarantola [1987] egy
megjegyzése nyoman (Id. az idézett konyv 613. oldalat) a
Steiner (ed.) [1997] 175. oldali abrajan kiilénb6z6 helypa-
raméter-meghatarozasi eljarasok P-vel jeldlt torzuldsainak
gorbéi lathatok p fliggvényében arra az esetre, ha a kiugrék
aszimmetrikusan, egyetlen p/{\-p) sulyG Cauchy-
szdmyat képezve jelentkeznek. Az ,,M k=27 jelli gorbe

felel meg a P-norma alkalmazasanak, a ,,med” jel(i nyilvan
az Lj -ének; az utdbbi esetben (az abrazolt 0<p <01l
tartomanyon) a torzuldsok minden esetben nagyobbak
voltak, mint a P-norma alkalmazéasakor. A Steiner (ed.)
[1997] 246. oldalan levd é&bra azt mutatja, hogy a kiugrék
extrém nagy ardnya esetén az ZL-gyei kapott eredmények
teljesen irredlisak lehetnek, mig a P-normaval kapottak
torzulasa 10% alatt marad a vizsgalat targyat képez6 inver-
zids feladatnal. Ismételten le kell azonban szdgezni, hogy a
rezisztenciara felhozott akarhany példa sem szolgaltatna
kvantitativ 6sszehasonlitdst. Az - és P-eljarasok altala-

ban egyarant rezisztenseknek tekintheték: a P és 2 kozotti

kvantitativ 6sszehasonlitas alapjaul csak a relativ hatés-
fokok szolgalhatnak, marpedig ezek az e(Pi LL) -gyei jeldlt
értékek (Id. még egyszer a 2. tablazatot, ill. a 2. 4brét,)
egyértelmien a P-norma alapul vételének szignifikans
elényeit bizonyitjak.
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