A variancia-meghatarozas hibai kilonbodzo tipusu
valoszinisegeloszlasoknall

STEINER FERENC2

A variancia (az L"-norma minimalis értékének négyzete, azaz a szorasnégyzet) a klasszikus statisztika egyik
alapmennyisége, ezért meghatarozasi hibainak az ismerete minél tébb hibaeloszlas-tipusra vonatkozban alapvetd
fontossagl. Kulonodsen igaz ez a klasszikus geostatisztikara, ahol a varianciaval definialt (altaldban y(h)-valjelélt,
szemivariogramnak is nevezett) variogramfundamentalis szerepetjatszik.

Ha a szorast (oVARt) valasztjuk a VAR-ral jel6lt variancia meghatarozasi hibdjanak a jellemzésére, nagy n

mintaelemszamoknal ezt egyszer(ien szamithatjuk <VAR =AVARI4n -ként, mivel a varianciak Avar aszimptotikus

szérasat a klasszikus statisztika (a negyedik momentum segitségével) szintén egyszer(iformulaval adja meg. E dol-
gozatban azonban fény deril arra, hogy Avar értéke aféldtudomanyok hibaeloszlasainak kb. csak egynegyedére
véges, és végtelen értékl az irodalom szerint a geostatisztikdban leggyakrabban varhaté eloszlastipusra is.
Eszerint a (szerencsére csak latszélagos) ellentmondas szerint a y(h) variogramgérbe pontjainak szamitasanal az
esetek tobbségében olyan nagy hibaval szembesiliink, amely mar a szamitasi eredmény realitdsanak a kérdését is
felveti.

A jelen dolgozat kimutatja, hogy ha a sz6rés helyett a variancidk hibait interszextilis félterjedelmukkel mérjik,
minden olyan tipusra teljestilének talaljuk a nagy szamok torvényét (azaz a hiba az n mintaelemszam ndvelésekor
csokken), amelyre a variancianak maganak véges az értéke.

F. Steiner: Errors of the variance-determinations for different parent distribution types

As the variance (the square of the minimum L”-norm, i.e., the square of the scatter) is one of the basic charac-
teristics of the conventional statistics, it is ofpractical importance to know the errors of its determination for dif-
ferent parent distribution types. This statement is outstandingly validfor the geostatistics because the y(h) vario-
gram (called also as semi-variogram) is defined as the halfvariance of some quantity difference (e.g. difference of
ore concentrations infunction ofthe h distance of the measuring points) and this y(h)-curve plays a basic role in

the classical geostatistics.
| f the scatter (0VAR is chosen to characterise the determination uncertainties of the variance (denoted the latter

by VAR), this can be easily calculated as the quotient AyAR/*Jn (ifthe number n of the elements in the sample is

large enough); for the so-called asymptotic scatter Avar a simpleformula is known (containing thefourth moment).
The present paper shows that the Avar hasfinite value unfortunately onlyfor about a quarter of distribution types
occurring in the earth sciences, it must be especially accentuated that Avar has infinite valuefor that distribution

type which mostfrequently occurs in the geostatistics.

It is proven by the present paper that the law of large numbers is always fulfilled (i.e., the error always de-
creases if n increases) for the error-determinations if the semi-intersextile range is accepted (instead of the scat-
ter); the single (quite natural) condition is the existence of the theoretical variancefor the parent distribution.

1. Bevezetés

A mult szdzad kozepén dél-afrikai aranybanyak készlet-
szamitasara KRIGE szakmai (elsésorban banyasz-) kérok-
ben nagy visszhangot kivaltd, szellemes eljarast vezetett le
valdszin(iségelméleti alapon a sziikségképpen csak diszkrét
pontokban ismert érckoncentracié-értékek interpolalasara.
Az Uj médszert elméletileg is tanulmanyoztak (ill. megala-
poztak), valamint gyakorlatilag is tovabbfejlesztették
(el6bbire  Matheron [1965], utobbira Journarl,
HUiJBREGTS [1978] szolgélhat példaként); a Iétrejott ered-
mény a klasszikus geostatisztika gerincének tekinthet6.

Az ezen a szakteriileten dolgozék aligha igénylik a
maodszer ismertetését; tobbi olvasomnak legyen szabad
tankényvemet [Steiner 1990] ajanlanom, ahol magyar
nyelven az eljaras ismertetése (valészinliségelméleti leve-
zetéssel és egy példa részletes bemutatdsaval egyitt)
megtalalhat6. Ebbdl kiderll, hogy a krigelés kulcsfogal-
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ma a (szemivariogramnak is nevezett) variogram, amely-
nek definicidja:

y(h) =1vAR\z(x)-Z (i +h)\, @

ahol Z a (pl. térbelileg) interpolalandé jellemz6 mennyiség
(érctartalom vagy egyéb), az x -tartomany a vizsgalt térrészt
definialja, a szogletes zardjelben pedig azon pontparokra
vonatkozd jellemz6 mennyiségek értékkiilonbsége szere-
pel, amely pontok h tavolsagra vannak egymast6l. VAR
nyilvan a varianciat jelenti, ami kéztudomasuan a szoras-
négyzettel, azaz a minimalis értékld L2-norma négyzetével
azonos. A y(h) kulcsszerepe a krigelés veégrehajtasakor
abban all, hogy a y(h) maximalis értékéb6l az aktudlis h
ponttavolsaghoz tartozo y(h)-1 levonva, az ilyen tavolsag-
ban mérhet6 Z értékparok (c,rval jel6lt) kovarianciait kap-
juk (Id. pl. Steiner [1990] 291. oldalan a 8.6 abrat), mar-
pedig ezek a cikértékek annak a Krige-matrixnak az elemei,
amelynek (ill. inverzének) alapjan az interpolacio vég-
eredménye: a vizsgalt térrész barmely, be nem mért pontja-
ra vonatkozo Z érték mar elemi Gton szdmithato.
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A fentiekb8l kovetkezik, hogy akar specialisan
krigeléskor, akar a cimben megjeldlt, sokkal altalanosabb
témakorben is a klasszikus statisztika kells kdzepén va-
gyunk: az L2 eltérésnorma iménti felmeriilése mar erre
figyelmeztethetett. Marpedig e sorok iréja az elmult évek-
ben-évtizedekben nem a  Kklasszikus, azaz az

fG(x) =(2m)"Y2a" Leexp[-x2/2(72] val6szinliség-s(irliség-
fuggveény( hibaeloszlasok gyakori (vagy plane kizardlagos)
eléfordulasat feltételezd statisztika teriiletén tevékenykedett
(fGjeldlésében a G index arra utal, hogy a Gauss-féle tipus-
rol, az Un. normaleloszlas slirliségfliggvényérél van szo,
amelynek fenti kifejezésében o a variancia gyoket, a sz6-
rast, azaz az L2-norma minimalis értékét jelenti), hanem a
statisztikat a gyakorlat igényeinek megfelel6 sokkal na-
gyobb altalanossaggal mlvelte, hibaeloszlasként tulnyo-
méban az

a>1 (2

s(ir(iségfiggvényekkel definialt szupermodell valamelyik
tipusat feltételezve. (Mar a (2) kinalta sokféle f f x)-tipus is
jelzi az altalanossag meértékét, egyben azt is, hogy ez az
fQx) kizarolagos el6forduldsat feltételez6 klasszikus
szemlélet altalanositasa is egyben, hiszen bizonyithatd,
hogy a-"00 esetén fa—/G, azaz a Gauss-tipus is az

fa(x) szupermodell elemének tekinthet6.) Miért e ,,palfor-
dulas” a szerz6 részér6l a klasszikus statisztika iranyaban?

E kérdés megvalaszolasa el6tt legyen szabad a szerzének
egy teljesen szubjektiv, ezért aprd betlis bekezdést ideiktatnia,
— taldn kismértékben a Szitasi [2000]-b8l vett kdvetkez6
megjegyzés hatasara is: ,,...en tényleg, soha, sehol nem olvas-
tam olyan utasitast, hogy a tudomanyos szdvegnek egyben ...
feltétlenll unalmasnak is kell lennie— Abban a szerencsé-
ben volt részem, hogy egyetemi tanulméanyaim soran a valo-
szinliség elméletét Szokefalvi-Nagy Béla professzor el6ada-
sdban hallgathattam annak kovetkezményeként, hogy Riesz
professzorral kozosen irt konyvilkk [Riesz, Székefalvi-Nagy
1952] megjelenésével egy csapasra lett fiatalon vilaghirGve,
igy a JATE Matematikai Intézete nem tehette meg, hogy bizo-
nyos targyak el6adasat ne 6rd bizza és az viszont nyilvan
azonnal nem volt megoldhatd, hogy ezek mind abbdl a téma-
korbél valok legyenek, amelyek vilaghiressé tették. Nem tud-
hatom, hogy a valdszinliségelméletet mennyire szivesen adta
el6 — feltehetéen szivesebben, mint az abrdzold geometriat,
amelynek ezt megel6z6en kényszer(ien szintén el6addja volt,
— de nagyon jol jartam, hogy olyan zsenit6l (és nem a klasz-
szikus valdszinliségelmélet lezartsagaban bigott modon hivé
kozépkadertdl) ismertem meg a valdsziniiségelmélet alapjait,
aki bizonyos tavolsagtartassal és az 6ra oly jellemz6 csipds
megjegyzésekkel sem fukarkodva adta el6 ezt a targyat. Nehéz
lenne megitélni, hogy a fentieknek milyen mértékben volt sze-
repe abban (valami tudat alatti csatornan keresztil), hogy egy
zsenge tanarsegédként irt cikkem [Steiner 1959] szakmai tar-
talmanak statisztikai komponense az L2-norma alkalmazasatol
val6 elszakadast jelentette, — és raadasul ezzel a lépéssel egy
Egyed-féle j6 alapgondolat [Egyed 1955] megszabadult a
gyakorlati alkalmazhat6sagot is mar idénként megkérdgjelez6
nagy bizonytalansagtdl, amelyet az 1955-0s cikkben az L2-
alapu statisztika alkalmazasa okozott. Sietek hozzatenni, hogy
az idézett cikkem frdsakor csak ajézan paraszti ész logikajat
kovettem, és ez teljesen dsztondsen vezetett engem a legkisebb
négyzetek klasszikus elvétdl val6 eltérésre. Tobb évtized ta-
volabol is halaval tartozom Egyed professzornak, aki ezt a
klasszikus statisztikatol valo 6szténds elszakadasomat egy be-
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szélgetésiink soran tudatossa tette bennem, bizonyara ezzel is
el6készitve a talajt ahhoz, hogy mar 1965-ben (gravitacios té-
makdrben) irt kandidatusi értekezésemben batorkodtam Ki-
mondani a legnagyobb reciprokok elvét (Id. pl. Steiner (ed.)
[1997], 367. oldal), amelynek alapjan robusztus és rezisztens
eljarasok szérmaztathatok akarhany ismeretlen paraméter
meghatarozasara altalanos esetben is. Alig titkolhaté biszke-
séggel teszem hozza, hogy egyetlen évvel korébban jelent meg
az a dolgozat [Huber 1964], amelyet startként szokés elfogad-
ni a robusztus statisztika fejl6déstorténetében, de ez a Huber-
cikk még nem szolgélt &ltalanos esetekre alkalmazhat6 algo-
ritmusokkal: belil marad a helyparaméter-meghatarozasok
problémakaorén.

A fenti apro betls bekezdés el6tt feltett kérdést az tette
latszélag indokolttd, hogy a klasszikus statisztika egy
alapmennyisége e dolgozat vizsgdlodasanak a targya. A
vizsgalati moédszer azonban a klasszikus statisztikaénal
tagabb horizont( lesz, nemcsak az eredményesség érdeké-
ben, hanem azért is, mivel egyre tdbb geofizikus kolléga
bir mar a klasszikusnal altalanosabb statisztikai szemlélet-
tel (Id. pl. az Lr norman alapulé mdédszerek egyre nagyobb
térhoditasat), ennek megfeleléen a ,,normalis eloszlas szé-
les kor(felléptét” (PrEKOPA [1962], 289. oldal 5. szoveg-
sor) is feltehet6en egyre kevesebben tételezik fel, a modem
statisztika eszkdztara pedig — latszélagos ellentmondéso-
kat feltirva — esetleg olyan esetekben is elbizonytalanit-
hatja a gyakorlati szakembert, amikor az nem indokolt.
Amennyire lehet, ilyen eseteknek elejét kell venni (Ggy
érzem, hogy ennek el6segitése kotelessége a gyakorlati
statisztika altalanos szemléleti elméletével foglalkozo
szakembereknek). A variogram-, vagy altalanosabban a
variancia-meghatarozasok vonatkozéasaban a jelen dolgozat
ezt a célt kivanja elérni.

2. A variancia becslése

Az (1) egyenletben szereplé y(h)-t, vagy altalanosan:
valamilyen £ valdszin(iségi valtozé pontos variancia-értékét
nyilvan csak becsilni tudjuk, ha (mint a gyakorlatban
szinte mindig) csak n db xt mérési adatra timaszkodhatunk.
A pontos érték persze egyszerlien meghatarozhaté az fix)
valdszinlség-striisegfuggvény ismeretében a kovetkez6
integrallal:

VAR(S)= J=B)(3)

ahol E a £ vérhatd értéke, azaz E = Jxf(x)ax . Ha x sta-

tisztikai ingadozést jelent, az esetek talnyomo tdbbségéeben
indokolt a zérus értékre szimmetrikus f(x)-et varni (a (2)-
ben definiélt szupermodell mindegyik hibatipusmodellje
ilyen, de az (I)-ben szerepl6 Z differencidkra is ez all), s
ekkor egyszer(ien

VAR = J x2f(x)dx @)
a variancia pontos értékét definial6 formula. Minték eseté-
ben (azaz n db, az/(jt)-b&l véletlenszerlien kapott xt adatra)
a (4) formulat a statisztikdban megszokott szabalyokkal
irjuk &t 6sszegformulava:
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tudva persze azt, hogy a bal oldal most mar nem pontos
értéket jelent, csupan annak becslését. (A y(h) (1) kifeje-
zésében minden rdgzitett h tdvolsaghoz az (5)-beli jc,-k az
0sszes lehetséges modon képzett Z kiilldnbségeket jelentik
— tehat csak kozvetve van kozik az (I)-beli, radiusz-
vektor értelm{ £ vektorhoz, — és ha a bemért pontok
k6z6tt n(h) db, egymastol h tavolsagra lev6é pontpéar van, a
VAR-becslés (5) kifejezésébe n helyett nyilvan n(h)-t kell
irnunk mindkét helyen. igy szamitjdk a gyakorlatban az
Osszes lehetséges /i-hoz y(h) értékeit — pl. valamely
adott, mondjuk térbeli pontracs sarokpontjaiban mért
Z értékek alapjan. A becslésjelleg miatt nem véarhaté sima
gorbe; az ingadozd pontokat ezért célszerlien analitikusan
adott formula szerinti gorbét feltételezve egyenlitik ki,
talan leggyakrabban a szférikus modellnek nevezett
y(h) =C\L5 h/H -0,5(/i/#)3) fuggvényt alkalmazva a
0<h<H tartomanyon, ahol H hatastavolsagot jelent: ez
az érték az a legkisebb h tavolsdga azon pontparoknak,
amelyeknél a mért Z értékek kovariancidja mar zérus. Ha
h>H , y(h)=C, Id. Gjra a Steiner [1990] 291. oldalan a
8.6 abrat. Hogy egy ilyen megnyugtatéan sima gorbe mi-
lyen nagymértékben ingadoz6 pontok Kkiegyenlitésébdl
adodott, azt talan néha jobb nem is tudni; mindenesetre az
imént idézett konyv 296. oldalanak 8.9 abrajan els6 pilla-
natban ijeszté pontfelh6t latunk. A pontok ilyen mértéki
diszperzidja azonban nem tekinthetd tipikusnak: a krigelés
részletes, ugyanakkor attekinthet6 bemutatasa szikseégkép-
pen dsszességében is Kisszamu Z adatot igényelt, igy az-
utdn az n(h) értékek nagyon kicsinyek lettek, kdvetkezés-
képpen heurisztikusan is indokoltnak fogadhatjuk el az (5)
szerint szamitott pontok nagy statisztikai ingadozasat.
Emellett nagy, a vizsgalt térrész méretével dsszemérhet6 h
értékeknél az (5) szerinti szdmitasoknal torzitas is felléphet
az n(hy« extrém Kicsiny volta miatt, mégpedig a y(h) pont-
becslések csokkenését eredményezve. A klasszikus statisz-
tikdb6l azonban régéta ismert a torzitdsmentes
varianciabecslés formulja is, amely altalanos esetben

alakban irhat6, ahol x az xrk szamtani atlagat jelenti. Az
alabb ismertetend6 Monte Carlo-szamitdsok mindegyiké-
ben igy tortént a VAR-becslések szamitasa.

3. A varianciabecslések aszimptotikus szorasa

Ha valamely statisztikai mennyiséget elég sok adatbol
szadmitunk ki, akkor ennek a b-veljeldlt becslésnek a ~-vel

jeldlt szorasat szerencsés esetben ob- Aln/n -ként szamit-

hatjuk (ahol A-t a b aszimptotikus szérdsanak nevezzik és
n az adatok szdma).

A (4)-ben definialt VAR kifejezést a klasszikus statiszti-
k&ban mésodik centralis momentumnak is nevezik és ekkor
m2-veljeldlik. Az r-edik centrdlis momentum (mr) kifejezés
per analogiam
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de ezek a momentumok origora szimmetrikus fix) sr(iség-
fliggvényeknél, amelyekkel a hibaeloszlasokat is modellez-
zuk, nyilvan csak paros r-eknél szolgéltatnak zérustdl elté-
ré értékeket.

A variancia A”-ral jeldlt aszimptotikus szérasanak
formuldja a kdvetkezé (Id. pl. Cramer [1945]):

Avar = Vm4~m2 > (8)

teht csak az r-4-hez és r=2-hgz tartoz6 momentumok
ismerete sziikséges Avar meghatarozdsahoz.

Vegylk alapul hibaeloszlasként a (2)-ben definialt f ax)
szupermodell valamely a-hoz tartozd tipuséat standardizalt
alakban, azaz S=1-et helyettesitve. Az utébbi lényegtelen,
azaz eredményekre hatdssal nem levd, pusztan egyszer(ibb,
igy egyben attekinthet6bb irdsmodot lehetévé tevé mivelet
interpretalhaté Ggy, hogy, mivel x egységét tetsz6legesen
véalaszthatom meg, igy standardizéalaskor csupan az torté-
nik, hogy torténetesen az S skalaparamétert valasztom jc
egysegének. (Ha vizsgalodasaink utan az eredeti egység-
rendszerre akarunk visszatérni, akkor a standardizalt esetre
vonatkozé VAR-1 Avar-t, vagy barmilyen, x2 dimenzidju
jellemz6t 6 -tel kell szoroznunk.)

A (2) szupermodell alapulvétele altalaban is, igy most is
nemcsak azert el6nyds, mert a tipusok rendkiviili sokféle-
segét kindlja (a gyakorlat szamara tdlnyomoéan maér tdl
rovid szarnyl modellnek bizonyuld Gauss-tipustol egészen
az extrém nagy sulyu szamytartomanyokkal rendelkez6
tipusokig), hanem azért is, mert fax) egyszer(i analitikus
alakja gyakran vezet elemien egyszer(i formulakra. Ut6bbi-
ra talan az egyik legmeggy6z6bb példa éppen a (7) szerint
szamitott mseknek az fa(x) szupermodellre addd6 formu-
l4ja:

(Id. pl. Steiner (ed.) [1997] 52. oldalan a (2-5) formulat).
Azonnal lathaté (9)-bél, hogy maganak a variancianak
(azaz ra2-nek) az értéke

formulét fogjuk alkalmazni.
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4. A geostatisztikaban el6fordul6 hibatipusok

Dutter [1986/87] szerint a geostatisztikdban leggyak-
rabban az a=5-hdz tartoz6 fa(x) valdszinliségeloszlas-tipus
el6fordulasa varhato, amelynek s(r(iségfiiggvénye (2) sze-
rint standard esetben

(Az ,st” index arra utal, hogy néhany csillagaszati, geo-
déziai sth. adatrendszer tipusvizsgalata is a=5 koruli értékre
vezetett, igy ez a tipus statisztikus eloszlasnak nevezhet6.)
Mivel nincs okunk feltételezni, hogy a vy(h) vario-
grampontok szamitasanak alapjaul szolgalo Z differenciak
eloszlasa nem all kozel a (14) szerinti statisztikushoz (hi-
szen utobbinak a definidldsakor kiinduldsként Dutter
fentebb idézett, éppen a geostatisztikara vonatkozd megal-
lapitasa szolgélt), elsd pillanatban megddbbenéssel allapit-
juk meg, hogy (12)-b6l ekkor a variancia aszimptotikus
szorasanak végtelen voltara kell kdvetkeztetniink. Ha ezt a
koriilményt Ggy interpretadlnank, hogy hiaba sdritem (akar
szinte minden ésszer{i hataron tal is) a mérési pontok sza-

mat pl. a y(7*-meghatarozashoz, hogy annak \ AK/”n(h)

szbrasa az n(h) novelésével csokkenjen, igyekezetem hia-
bavalé: maga az Avar végtelen lévén, a széras valtozatlanul
végtelen marad mar a (14) szerinti statisztikai eloszlasnal is
(persze az a <5 tipusparaméterekkel jellemzett eloszla-
sokndl ugyanugy), amely /sr6l pedig a (14) el6tti sorok
Dutter-idézete azt allitotta, hogy a geostatisztikaban leg-
gyakrabban ez a hibaeloszlas fordul elé.

Azokat az olvasoimat, akik eddig Dutter nevével eset-
leg nem talélkoztak, — pedig 6t a fentiekben mértékadd
tekintélyként idéztem, — legyen szabad arrol téjékoztat-
nom, hogy ez a bécsi professzor a robusztus statisztika
irodalmaban ismert név, Huber tarsszerzéségével is jelen-
tetett meg cikkeket, — marpedig HUBERt a nemcsak fun-
damentélis jelent6ségli, mar idézett HUBER [1964] tette
kiemelked6en elismertté, hanem az is, hogy els6ként je-
lentetett meg monogréafiat a robusztus statisztikar6l [Huber
1981]. A fentiek — azazhogy Dutter Kkivaléd elméleti
szakember a robusztus statisztika &ltalanos témakérében,
— még nem nyugtatnak meg e sorok szerzgjét afeldl, hogy
valéban kompetens barmely gyakorlati diszciplinara vonat-
kozdan tipuseloszlasok el6fordulédsi valdsziniiségére bar-
milyen Kijelentést tenni. Gondoljunk azoknak a klasszikus
val6szinliségelméletet mlvel§ kivalé matematikusoknak az
extrém nagy szamara, akik a Gauss-tipus igen gyakori —
vagy akar kizardlagos — el6forduldsat hirdetik a hiba-
eloszlasokra vonatkozéan, sét, a Ljapunov-tételre (Id. pl.
Prékopa [1962]) hivatkozva ezt bizonyitottnak is hiszik,
megfeledkezve Cramér nevezetes tételérél, amely szerint
akarhany apr6 hiba szuperponéalddasa alakitja is ki a gya-
korlatban tapasztalt hibaeloszlast, ez utobbi csak akkor
lehet Gauss tipusd, ha minden egyes 0sszetevfje mar maga
is eleve Gauss tipust volt. — Azt hiszem, joggal mond-
hatjuk ki, hogy tipuseloszlas-el6fordulds valamilyen disz-
ciplindn bellli gyakorisagara vonatkozd Kijelentést csak
olyan matematikustdl fogadhatunk el, aki az adott diszcip-
linat is kell6 mélységben ismeri. Nos, Dutter a leobeni
egyetemen geostatisztikat ad el (ennek jegyzetét idéztem
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Dutter [1986/87]-ként), igy ez a feltétel teljesiil.

A geofizikusok nagy szerencséjére talan Jeffreys sze-
mélye teljesiti a fent megfogalmazott kettds kdvetelményt a
legpregnasabban: kivalé6 matematikusként monografiat irt a
valészinliségelméletrl [JEFFREYS 1961], ugyanakkor (mint
gyakorlati statisztikus) a geofizika tobb szakteriiletén (pl. a
szeizmologiadban) mért adatrendszerekb6l hamozta ki a
lényeges informaciokat, a lehet6 legnagyobb pontossagra
térekedve. Utobbit a klasszikus statisztika alkalmazéaséval
nem érhette el, mert az adatrendszerek hibaeloszlasait so-
hasem talalta Gauss tipustaknak, igy a mért adatrendszerek
optimalis értékelésére iteracios eljarasokat fejlesztett ki és
alkalmazott mar a XX. sz&zad harmincas éveiben, — bar az
akkori szamitastechnika” egész munkacsoportjanak egy
m(szaknyi munkdjat igényelte egyetlen iteraciés 1épés
végrehajtdsdhoz. Jeffreys a hibaeloszlasok még legrovi-
debbnek talélt szarnyait is a 6< a <10 tartomanyba es6 a
tipusparaméter( fa(x) eloszlasokkal talalta modellezhet6ek-
nek (idézi Kerékfi [1978]). A 6<a< 10 tipusintervallu-
mot ezért Jeffreys-intervallumnak nevezzilk; nos, ezen
intervallum barmely tipusara veges értéket ad (12) a
variancidk Avar aszimptotikus szérasara, de ez nem a leg-
gyakrabban el6forduld tipusok tartomanya. Itt nem részle-
tezendd okokbdl célszerli volt az a=9 esetet mint ezen
intervallum reprezentansat kiemelni; ennek a Jeffreys-
eloszlasnak nevezett tipusnak a standard esetre vonatkozd,
fj(x) -szel jeldlt str(iségfliggvénye (2) szerint a kvetkez6:

Az fj az Ist-hez viszonyitva nyilvan az fa-tipusok rovid
szarnyu tartomanyat képviseli (az/Gvel jeldlt, a —°° -hez
tartozé Gauss-eloszlas persze az/&-tipusok kozil a legrévi-
debb szarnyd, de ilyen hibaeloszlassal nemcsak JEFFREYS
nem taldlkozott gyakorlati adatrendszereinél, de modem
szerz6k egész sora sem — legyen szabad itt elhagynom az
erre vonatkoz6 idézetlistat). Nézziik az f¢ mésik oldalét:
milyen nagy sulyu szarnyak fordulhatnak el a geofiziké-
ban? Steiner (ed.) [1991] elektromagneses példat mutat be
arra, hogy a tipusmodellezéshez az

stirliségfuggvenyl Cauchy-eloszlasra is szlkségink lehet
(azonnal lathaté (2)-b8l, hogy ez az a- 2 tipusparaméterhez
tartoz0fjx) eloszlas). S6t, STEINER (ed.) [1997] egy példa-
ban bemutatja, hogy még az a <2 eset is el6fordulhat
adatrendszereinknél, de ezek csak sporadikus esetek lehet-
nek; mar a Cauchy korili eloszlasok el6forduldsa sem
gyakori, de semmiképpen nem elhanyagolhaté valdszind-
ségd.

JO lenne egy egyszer(i analitikus fliggvénybe s(riteni
mindazt, amit szavakkal a fentiekben kissé hosszadalmasan
tudtam csak elmondani. Az attekinthet6ség fokozésa érde-

kében vezessik be t:——1 et 0j tipusparaméterként;
a_

ezzel egyben azt is eléijuk (a Steiner (ed.) [1997]-ben
bizonyitottan), hogy 0j tipusparaméteriink kézzelfoghatd”
értelemmel  bir:  a Gauss-tél mért tipustavolsag
konstansszorosaval egyenld. A Cauchy-eloszlasra (a=2

Magyar Geofizika 41. évf. 3. szam



miatt) t=1, az a=5-hoz tartozé statisztikai tipusra t-0,25, az
a=9-cel jellemzett Jeffreys-félére i=0,125. Vizsgalddasaink
szemszdgebdl a i=0,5 esetet is kiemelten fontosnak kell
itéeIntink, mert (10) szerint ennél az (6=3-mal is jellemez-
het6) tipusnal kezd&dik az a tipusintervallum, amelyt6l
indulva (azaz t > 0,5 -re) mar nincs értelmezve a variancia,
amit (Ogy is szokas rovidebben megfogalmazni, hogy
VAR = o teljesil (a (4) szerinti integral divergens).

A fentiekben megismert t alkalmazasaval a hibatipus-
eloszlasok g(t) -vei jeldlt slirliségfliggvénye

g(t) =\6te-M

szerint irhato fel (gérbeként e fliggvényt Steiner [1990] a
233. oldalon a 6.19 abran mutatja be). Ez az egyszer( for-
mula maximumat valéban a Dutter &ltal leggyakrabban
el6forduloként megadott hibatipusnal éri el (amely tipust
most a i=0,25 tipusparaméter definialja), a i=0-hoz tartozé
Gauss-tipus (17) szerint valéban zérus valdszin(iségstir(isé-
gl, a Jeffreys-intervallum tipusait viszont a maximalis g(t)
érték felénél nagyobb valdszinliségs(iriiségek jellemzik, —
mig a t=1-hez tartoz6 Cauchy-eloszlas valdszin(iségs(irlisé-
ge mar kb. csak 6t6dé a maximalis g(t) értéknek: igy telje-
sul itt az a kordbbi megallapitas, hogy szakteriiletinkén
ugyan nem varhat6 gyakorinak a Cauchy kérnyéki tipusok
eléforduldsa, de ez utdbbi esemény egyaltaldban nem elha-
nyagolhat6 valdszin(iségl. A i-nek 1-nél nagyobb, névekvd
értékeihez a g(t) értékek gyors zérushoz tartasa tartozik,
kifejezve azt, hogy a <2 tipusparaméterii eloszlasok fel-
lépte mér szinte elhanyagolhatéan ritka.

A (17) ugyan elegénsan s(ritve adja vissza a tipuselosz-
lasok el6fordulasi gyakoriségairdl az irodalomban talalhat6
utaldsokat, de hiba lenne a foldtudoméanyok minden szeg-
mensére szinte természettdrvényként elfogadni. A jelen
sorok szerz6je azonban nem ismer egyéb javaslatokat a
szakirodalombdl, ezért a (17) alapjan valaszolja meg azt a
kérdést, hogy az el6forduld tipusok héany szézalékéban
véges a varianciak (egyben persze az (1) szerinti y(h)

variogrampontok) aszimptotikus szérasa. Mivel t>0,25 -
nél (12) szerint Avar mar végtelen, a varianciak hibait szd-

17

rassal, azaz gvar =AVAR/yfn -ként a varhatd hibatipusok
26,4%-anal tudjuk csak jellemezni, mivel a P{/<0,25}
valdszin(iség (17) szerint

0,25
P\t<0,25}= J
0
értéklinek adédik.
5. A ovar varianciahibdk Monte Carlo-

meghatarozasai és kapcsolatuk az AyR aszimpto-
tikus szorassal
Ha a statisztika irodalmaban megadjak barmely jellem-

z6hoz és becslésmddjahoz az aszimptotikus széras értékét
vagy formuldjat, azt altalaban nem felejtik el hozzatenni,

hogy a becslések a szérasa A/yfn -ként szdmithatd, ha n
elég nagy. Annak a kozlésével altaldban mar ados szokas
maradni, hogy az adott esetben milyen n értéket tekinthe-
tlnk elég nagynak? 25-6t, 50-et vagy 100-at? Esetleg még
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ennél is sokkal nagyobb értéket, mondjuk H=10 000-et?
Hajagos, Steiner [2000]-b8l lathatd, hogy amennyiben
az aszimptotikus szorassal kezelhet§ tipustartomanynak a

hatarahoz kozelediink, a a =A/yfn szabaly csak minden

hataron tal ndvé n-ekre ad pontos értéket.
Jelenleg nyilvéan a

aVAR=\ ar!Jn (19)

érvényességi tartomanyai érdekelhetnek benniinket, de
mivel a (12) szerinti Avar a (18)-b6l lathatéan az 8sszes
el6forduld hibatipusoknak csak 26,4%-ara véges, eléged-
jink meg héarom hibatipus: a Gauss-, Jeffreys- és az a=6-
hoz tartozé fa tipus Monte Carlo-vizsgalataval. Emléke-
zink, hogy a harmadikként emlitett eloszlas a Jeffreys-
intervallum fels6, a kritikus (a Gauss-tipust6l tavolodva
els6ként AyAR = °0-t eredményez6) fl=5-h6z kozel allo
hatara, igy az uf5,9;5,8;...;5,1 sorozat id6igényes vizsga-
latdval mutathatnank csak be azt, amit per analogiam ké-
zenfekvd a varianciakra vonatkozo6an is varni a Hajagos,
Steiner [2000] eredményei alapjan: az n, mint a (19) als6
érvényességi hatara, minden hataron tal né, haa 5.

A Monte Carlo-vizsgélatok N ismétlési szdma mindvé-
gig 2400 volt; ezek eredményeit az 1-3. &bran pontok
jelzik. Az &brékon lathatd, hogy azonos n-hez tébb pont is
tartozik, mert a gép az egész fenti proceddrat azonos n-hez
minden esetben 11-szer ismételte meg.

g0 26% at{@)A varianciak szérdsaaz 1/Jn flggvényében, ha az

anyaeloszlas Gauss tipusu. A (20) dsszefiiggésbeli ¢ faktort a
Monte Carlo-eredményekb6l az eltérések /\Vnormajanak mini-
malizalasaval hataroztuk meg

Fig. 1 The scatter of the variances vs. 1/yfn in case of the stan-

dard Gaussian parent distribution. The ¢ coefficient in Eq. 20 was
determined on the basis of the Monte Carlo results using Pc -
norm minimisation; the thin straight line corresponds to the
asymptotic rule

A (1/n/n; oVAR) pontok elhelyezkedését vizualisan
megitélve az 1, 2. és 3. dbran (minimalisan n-4 elem

mintat tartva realisnak a\MRbecsléséhez, az 1/yfn jelentés(

abszcisszat csak a 0,5 értékig vettem fel az abrakon), egy-
szer(i parabolikus kiegyenlitést latszik célszer(inek végre-
hajtani
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2. dbra. A variancidk szérasa az 1/4n flggvényében, ha az
anyaeloszlas Jeffreys tipusu. A (20) dsszefliggésbeli ¢ faktort a
Monte Carlo-eredményekhdl az eltérések Pc -normajanak mini-

malizalasaval hataroztuk meg

Fig. 2. The scatter of the variances vs. \/n/n in case of the Jef-

freys (see Eq. 15) parent distribution. The c coefficient in Eq. 20
was determined on the basis of the Monte Carlo results using Pq-
norm minimisation; the thin straight line corresponds to the
asymptotic rule

1. tAblazat. A variancia szorasanak n-t6i valo fiiggését (JVAR =AyAR/ yfn+clIn alakban megadd
(20) egyenlet paraméterei harom, standard alakban megadott anyaeloszlastipusra
Table 1. The values of the parameters figuring in Eq. 20 for three parent distribution types (given

in standard form)

&var ~ \ ar [ MN'+ ¢c/n (20)

alakban. Tanulsdgos megemliteni, hogy A var-t és c-t
egyarant ismeretlennek tekintve, a klasszikus, azaz az L r
normat minimalizalé kiegyenlités a var értékeire a (12)-bdl
(ill. (13)-bol) pontosan szamithatd a var értékektél szignifi-
kéansan eltéré adatokat is szolgaltatott, ezzel szemben a Pc
(Id. pl. Steiner (ed) [1997] 20. oldalan levé P.2
tablazatot) minimumhelye helyes értékeket eredményezett
AVARra mindharom esetben. (A (13)-at a standard Gauss-
esetnél alkalmaztuk: az egységnyi sz6ras miatt VAR=1 is
teljestl, s igy (13)-bdl kozvetlenil leolvashatd, hogy erre
az (a =wm-nel is jellemezhetd) tipusra AyAR=V2 ) igy a
Pc szerint egyenlitettem ugyan ki mindharom ponthalmazt,
de felesleges ,,sportteljesitménynek” itélve a var kiegyenli-
téssel valé meghatarozasat, kiegyenlitéskor a pontosan
ismert Aygs-okat helyettesitve (20)-ba, kiegyenlitéssel csak
a ¢ meghatérozasa tortént. A (20) paramétereit a vizsgalt
h&rom esetre az 7. tblazat tartalmazza.
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3. @bra. A varianciak szérasa az 1/yfn fiiggvényében, az anya-

eloszlas a=6-hoz tartoz6 standard/dé(x)-eloszlasara. A (20) éssze-
fuggésben c faktort a Monte Carlo-eredményekbdl az eltérések
Pc-norméjanak minimalizalasaval hataroztuk meg

Fig. 3. The scatter of the variances vs. 1/yfn in case of the stan-

dardfa(x) for a=6 as parent distribution. The c coefficient in Eq.

20 was determined on the basis of the Monte Carlo results using

Pc-norm minimisation; the thin straight line corresponds to the
asymptotic rule

Az 1, 2. és 3. dbran vékony
vonallal az orig6beli érint6t is
feltintettik; ez adnd meg a
ovar fliggését az dsszes n min-
taméretre vonatkozéan, ha (19)
nemcsak aszimptotikusan telje-
silne. Ha a kiegyenlités ered-
ménye szerinti vastag vonal
mér grafikusan nem kilonit-
heté el a vékony vonall egye-
nest6l, akkor mar az egyszer(
(19) formulat alkalmazhatjuk.
A fentiekben mar kifogasolt
»ha n elegendéen nagy” feltétel
helyébe szamértékek lépnek: a
Jeffreys-eloszlasnal n> 25 -nek és az a=6-tal jellemzettfa
hibatipusnal n >100-nak kell teljestlnie ahhoz, hogy (19)
a gyakorlat szdméra pontos eredményt adjon.

6. A QUARn varianciahibdk Monte Carlo-
meghatarozésai és a bel6luk levonhat6 kdvetkezte-
tések véges a var €S€téN

Ebben a pontban tulajdonképpen a 7. pontot szandéko-
zom el6késziteni, amennyiben mar most Ontsink tiszta
vizet a pohdrba: az AyR =< és kovetkezésképpen a

gvar = esetét sem kell szerencsére tragikusan felfog-

nunk, mivel a VAP-becslések egyéb hibajellemz8i nem
okvetlenul végtelenek, ha o\AR végtelennek adodik is. Ma-
gyarul: nem tal szerencsés a vélasztasunk, ha a szérast
valasztjuk hibajellemz6nek. Milyen mas alternativank van?

Tobbet is felsorolhatnék, de elégedjiink meg a Q-val\ je-
161t interszextilis félterjedelemmel (grafikus definiciojat
standard f Ax) -re a Steiner (ed.) [1997] P.2 &braja mutatja
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be a 21. oldalon), amelynek néhany praktikus sajatsagat
mar Steiner [1990] is megfogalmazta: sohasem végtelen
érték(i, aszimptotikus viselkedését még fanal altalanosabb
esetekre is egyszer(i formula irja le, — és hogy egy klasz-
szikus statisztikat m(ivel6 szakember fliiének is bizonyara
jol hangzé tulajdonsagarol is beszamoljak: Q ~cr teljesil a
normaleloszlasra (azaz a Gauss-félére); a pontos dsszefiig-
gés erre az eloszlasra a kovetkez6:

Q=0,9674my .

A Q interszextilis félterjedelem 4&ltalanos definicidja
el6tt definialnunk kell a <2/ fels6 szextilist az

1)

J f{x)ax= 1/6
Qr
integrallal, az alsé szextilist pedig a kovetkez6képpen:
Q
J7(x)dx =1/6. (22b)

A (Qa>Q) intervallumra nyilvan 2/3 valészintséggel es-
nek x értékek (Qand\ kisebb és {¥ -nél nagyobb x értékek
eléfordulasa egyarant 1/6 valdszinGségu); kézenfekvd tehat
a (QoyqQ) intervallum felét hibajellemzének elfogadni és ezt
(9-val jelélve interszextilis félteljedelemnek nevezni:

Q=\{Qf-Qa).

Monte Carlo-szamitasunk soran 7V=2400-szor genera-
lunk n elem({ mintat az éppen vizsgalt anyaeloszlasbol,
minden mintara meghatarozva a (6) kifejezést és nagysag
szerint rendezve az igy kapott VAR-becsléseket, mar csak
azt a két értéket kell megadnunk, amelynél Ni6 db VAR
kisebb (vagy egyenld), ez a Qvarna valamint amelynél Ni6
db VA/?-becslés nagyobb (vagy egyenld), ez Qvarhj lévén,
(22c) szerint mér szdmithatjuk a kézenfekvéén Qvarh-"1
jeldlt hibajellemz6t. Maga VAR is szoros kapcsolatban van
az anyaeloszléas egyik primer hibajellemzgjével, a széréssal
(VAR =<2 miatt), ezért ha a Qvarh hiba hibdjat (akér el-
méleti Gton, vagy masképpen) tlizetes vizsgalat targyava
tennénk, az mar a hiba hibajanak a hibaja vizsgalati célki-
tlizések kategdriaba esne, amely nem érdektelen kérdéskor
ugyan, de tualzésnak itélném ennek részletes vizsgalatat.
Ehelyett minden n-re mindig 11-szer meghatarozva (persze
egymastdl teljesen fliggetlenil) a QuARN értékeket, ezek
(normélas utén) ugyanlgy kilén pontként kerilnek az
abrakra, ahogyan (az N elem( VAR minta sorba rendezését
és a normalast leszamitva) hasonlo el6készileti munka utan
szamitottuk az N db VAR becsléshdl a gvar értékeket és igy
minden n-hez annyi pont kerilt (a ovaltok kis ingadozasé-
nak kedvezd esetében esetleg vizudlisan mar nem elkilo-
nitheten) az 1., 2. és 3. &brara, ahanyszor az egész proce-
darat a gép végrehajtotta, tehat mindig 11 darab.

A fent méar széba hozott normalas végrehajtasa abbol a
célbol torténik, hogy az eredmények fliggetlenek legyenek
a skalaparamétert6l (mivel mindig standard alaki anya-
eloszlashol indulunk ki, ahol az S=1 teljestl, minden QuARN
és a korabbiakban kapott svar eredményiink is S2-tel szor-
zand6, ha az S skalaparaméter értékét az S * 1 relécié
jellemzi). Szamitéastechnikailag nyilvan a legkevésbé munka-

(22c)
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igényes Qvara meghatarozésa, igy ezt a meghatarozast (11
helyett) ezerszer is megismételhetjik, amely értékhalmaz
medidnja méar kell6en pontos ahhoz, hogy normalésra al-
kalmazhassuk; a tovabbi &brainkon szereplé pontok egyik
koordinataja ezért QvarJQ vara lesz. Mivel nyilvan 1ennek
az immar skélaparaméter-figgetlen hanyadosnak a maxi-
malis értéke, a pontok maésik koordinatajara is kdnnyen
megvaldsithatjuk az 1 érték(i maximumot, ha az eddigi
I/nin helyett 2/n/n -et alkalmazunk. Hogy goérbéink soha-
sem indulhassanak végtelen iranytangenssel az origdbol,
ezért (végll is tehat az analitikus kezelhet§ség megkdny-
nyitésére) QvarJQ vara szerepel a tovabbiakban abszcisz-
szaként és 2/ /é1a ordinataként; az origbban a végtelen
aszimptotikus @zor%lsok eseteiben igy adddo zérus iranytan-
gens megjelenése analitikus szemszdgh6l megitélve nem-
csak hogy nem probléma, s6t inkdbb egyszer(isodést ered-
ményez (V0. a (24) és (27) formulakat).

A4., 5 és 6. abra a fenti meggondolassal ad6do6 ered-
meények kiegyenlitd gorbéit mutatja be ugyanazokra a vé-
ges aszimptotikus szorasu esetekre (Gauss, Jeffreys, a -6),
amelyek 6VA/rgorbéit az 1., 2. és 3. bran mar megismer-
tik. A 4. &brén egyetlen egyenes adodik; az 5. és 6. abra
gorbéi pedig nem elhanyagolhaté hosszlsagu (nyilvan az
origobeli érintével egybeesd) egyenes szakasszal indulnak,
arra utalva, hogy a Qu/ARNn mennyiségekre a (19)-cel analdg

(23)

aszimptotikus torvényszer(iség teljesul véges aszimptoti-
kus szorasu esetekben, csak egyelére még nem ismerjiik a
Qvar aszimptotikus interszextilis félterjedelem Sszamszer(i
értékeit.

QVARN = Qvar /

4. &bra. 2/n/n gorbéje a Qvard o v... fliggvényében Gauss tipu-
st hibaeloszléasra, a Monte Carlo-eredményeket a (24) egyenlet
szerint L2-minimaliz&lassal meghatarozva (a gérbeparaméterek

szamértékeire vonatkozdan Id. a 2. tablazatot)

Fig. 4. The 2/n/n curve vs QvarJo var. i° case °f the Gaussian
parent distribution, fitting the Monte Carlo results according to
Eq. 24. (The numerical values of the parameters are given in
Table 2)
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5. abra. 2/yfn gorbéje a Q varJ Q vara fliggvényében Jeffreys
tipusu hibaeloszlasra, a Monte Carlo-eredményeket a (24)
egyenlet szerint Z*-minimalizalassal meghatarozva (a gérbepara-
méterek szamértékeire vonatkozoan Id. a 2. tablazatot)

Fig. 5. The 2/4n curve vs Q var,1 Q vara Ticase °f the Jeffreys-
type parent distribution, fitting the Monte Carlo results according
to Eq. 24. (The numerical values of the parameters are given in
Table 2)

6. abra. 2/yfn gorbéje a Q var,JQ vara fliggvényében a hibak
a=6-hoz tartoz6/a(jc)-eloszlasara, a Monte Carlo-eredményeket a
(24) egyenlet szerint L2-minimalizalassal meghatarozva (a gorbe-

paraméterek szamértékeire vonatkozoan Id. a 2. tablazatot)

Fig. 6. The 2/yjn curve vs q var,JQ vara Ficase °f the a=6
parent distribution, fitting the Monte Carlo results according to
Eq. 24. (The numerical values of the parameters are given in
Table 2.)2

2. tablazat. A 4-7. abrak gorbéit leird (24), ill. (27) egyenlet szerinti b, 1, v, w paraméterek (3., 4., 5. és 6. oszlop); a masodik
oszlopbeli 6vA?4-b6l és 6-b6l (25) szerint meghatarozott @ var aszimptotikus interszextilis félteijedelem értékei a 7. oszlopban
talalhaték. Az utolsd oszlop a nagy rc-ekhez szamitott empirikus variancidk tipusanak Gauss-féléhez kozeli voltara utal (esetleg

aszimptotikusan az is)

Table 2. The curves in Figs. 4-7 were fitted according to Eq. 24 and Eq. 27; the parameters (6, u, v, w) are given in the third, fourth,
fifth and sixth columns for six parent distribution types. The q var values were calculated on the basis of the @ vara and b values ac-
cording to Eq. (25). The percentual difference-values given in the last column hint that the distribution-type of the variances calculated
for large n-s is near to the Gaussian

A 4. 5. és ¢ . abrak pontjainak kiegyenlitése azzal az anali-
tikus formulaval torténik, amely az egységnégyzetbeli,
hasonld lefutast valtozasok eseteire Hajagos, Steiner

[2000]-ben mér olyan jol bevalt. Jelen esetiinkben ez
2/yfn =6 *x+ (1-6)-(jtM—w-xv-Inx) (24)

alaku osszefiiggést jelent, ahol az x egyszerdisitd jelolés a
Qvar,JQvara hanyadost jelenti. A 4., 5. és 6 . abra eseteire a
2. tdblazat els6 harom sora adja meg egyrészt Q\AR:-nek,
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masrészt a (24) egyenletben szerepl6 paraméterek (azaz a
b, u, v és w) értékeit.

Konnyen belathatd, hogy a Qvara és a b origébeli
irdnytangens birtokdban a (23)-beli aszimptotikus inter-

szextilis félterjedelem
Qvar = 2 *Qvara”

(25)

szerint szamithaté. Ezeket az értékeket is feltiintettik a
2. tablazat elsé harom soraban, s mivel ezek kozel alltak az
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Avar aszimptotikus szorasok 1. tablazatbeli értékeihez, a
nagy n-ekhez tartoz6 varianciak Gauss-hoz kozeli tipusat
feltételeztilk. Valdban, mivel a (21) szerint az ilyen tipusra
Ovel?=0,9674*Aveia teljesiil, a tablazat a 0,9674-Ava- szor-
zatokat is tartalmazza, és ezek Avar -ral jel6lt szazalékos
eltéréseit a Monte Carlo-eredményekbdl nyert QvAr érté-
kektdl

AVAR = (QUR -0,9674 As) Quar+100

szerint szamitva, kicsiny (és legalabb részben a teljes
Monte Carlo-procedira + kiegyenlités) szamlajara irhat6
szdzalékos eltérések adodtak minddssze. Ezek szerint
QvARn-et az 5<a<oo tartomany barmely a paraméterrel
jellemzett fa(x) anyaeloszlas-tipusara (23) szerint szamit-
hatjuk, ugy, hogy Qvar helyébe a (12) szerint szamitott
Avar 0,9674-szeresét helyettesitjik, feltételezve persze,

hogy n elég nagy.

7. A QUARnvarianciahibak értékei a varianciadk
végtelen aszimptotikus szorasa esetén

A 7. abra a 6. pontban részletesen leirt Monte Carlo-

modszerrel nyert (QVARNIQvara ; 2/Vn ) pontokat mutatja

be az egységnégyzetben, amelyek az a tipusparaméter 5; 4
és 3,5 értékeihez tartozo fa(x) anyaeloszlasokhoz tartoznak;
(12)-bél lathatéan mindharom esetre AyAR = °0.

Minél kozelebb van az a 3-hoz, az origdtdl zérus irany-
tangenssel induldéan annal hosszabb QvarJ Qvara intervallu-
mon esnek a pontok az abszcisszatengelyhez nagyon kozel
(a 7. dbran az ,,a=3,5" jelli gorbe mutatja legpregnansabban
ezt a tendenciat,) ami azt jelenti, hogy a nagy szamok torvé-
nye teljestl ugyan (azaz nagyobb n mintaelemszamnal csok-
ken a varianciak 013a,,-nel mért hibgja), de ez a=3,5-nél a
Qvara hibanak mar akar csak felére csokkentéséhez is igen
nagy n mintaelemszamot igényel. Az alkalmazott Monte
Carlo-eljaras kissé kétségtelenil tulfeszitett teszteléseként az
06=3-hoz is szamitottunk pontokat (ezek kozil az abszcisz-
szadhoz kozelieket nyilakkal jeldltik, a tobbi gyakorlatilag
az abszcissza 1-es értékénél emelt flgg6leges egyenesre
esett). Ezek feltiintetése talan nem volt felesleges, mert a
gOrbék origobdl vald vizszintes indulasa és kisebb vagy
nagyobb hosszon az abszcisszatengely kdzelében maradasa
mindegyik 5>a>3 relaciénak eleget tevé fa(x)
anyaeloszlastipusra jellemz6, ha pontjainkb6l most (a
Qvar,J Q vara hanyadost tovabbra is x-ként jeldlve,) a

(27)

analitikus kifejezés szerint végezzik el a pontok kiegyen-
litését. Ekkor ui. a (24)-ben szerepld b értéke természetesen
zérus; a tobbi gorbeparamétert (tehat a (27) 0sszes gorbe-
paraméterét) a 7. dbra harom gorbéjére a 2. tablazat szam-
szer(ien adja meg.

A gorbék kozelitdleg vizszintes szakaszainak hossza
a=b-hdz kozeledve egyre rdvidal, s6t, nulldhoz tart (a
7. dbran az 5-tel jel6lt gorbén ezért nem latszik vizszintes
szakasz, de grafikusan az sem, hogy a gérbe — mint min-
den (27) alakd fliggvény — az origéban zérus irdnytangen-
sl). Mésrészt viszont a-1 minden hataron tal 3 kdzelébe
csokkentve, a szamitott gorbék egyre kozelebb vannak
ahhoz a gérbéhez, amely az egységnyi hosszlusagu
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abszcisszavonalbdl és az abszcissza 1-es értékénél arra
merd@legesen emelt, szintén egységnyi hosszUsagu egyenes-
bél all. Az az el6bbiekben jogosan tulfeszitettnek mindsi-
tett tesztelés, amely a-3-ra végzett szamitasokbdl Allt,
valéban a fentiekben leirt, két egymasra merdéleges egyenes
szakaszbol all6 hatargorbéhez kozelesd ponto*kat eredmé-
nyezett. (A tualfeszitettség ismételt hangsulyozasat azért
tartom indokoltnak, mert (10) szerint mar elvi értéke sem
Ie&e}@k a variancianak a-3 esetén.) Hajagos, Steiner
[2000]-ben az x szamtani atlagokra kapott teljesen analdg
eredményeket a végtelen aszimptotikus szérasok tipustar-
tomanyara, amely ott a 3>a >2 relaciot teljesitd a-kat
jelentette; az a=2-nél mar nem létezik varhat6 érték, igy ez
a hatdr az x -okra ugyanolyan szerep( volt, mint most a
variancidknal az a - 3 hatér.

7. abra, 2/4n gorbéi a Qvar,J Qvara fliggvényében, végtelen
aszimptotikus szorasu variancidk néhany esetére: az a=5; 4 és
a=3,5 tipusparaméter-értékekhez tartozd fa(x) hibaeloszlasokra. A
(27) egyenlet szerinti L2-minimalizalas a Monte Carlo-
eredmények alapjan, az u, v és w paramétereknek a meghataroza-
séara tortént b - 0 feltétellel; a numerikus eredményeket a 2. tabla-
zat tartalmazza. Az a -3 tipusparaméter esetén a variancia mar
definialatlan, igy a Monte Carlo-eredmények

[Bv4?niqQvar ri 2/n/n] pontjai érthet6en részben az abszcissza,

részben ao vary0 vara = 1 fligg6leges egyenes kozelében adodtak
(ezek koziil az abra csak az abszcissza-kdzelieket jeldli meg)

Fig. 7. The 2/n/n curves vs Qvar,J Qvara f°r three cases charac-

terized by infinite Avar asymptotic scatter: the parent distributions
are offa(x) type to the type parameters a=5; 4 and a=3.5. The w v
and w parameters of the three curves were determined by fitting of
the Monte Carlo results according to Eq. 27 (the numerical values
are given in Table 2). In case of a - 3 the variance itself is already

undefined, consequently the points g Var n/ Qvar 4;2/V n] repre-

senting the Monte Carlo results and denoted in the figure by x are

very near to the abscissa (see the arrows), on one hand, and on the

other hand, very near (or even coinciding with) the vertical straight
line defined by Qvar,J Qvara=1¢

A variancidk végtelen aszimptotikus szérasaval jellem-
zett 5>a >3 tipusparaméter(i fa(x) eloszlasok masik hata-
rat: az tf=5-hoz tartoz4t azonban legnagyobb &rominkre a

123



nagy szamok torvényét gazdasagosan teljesité viselkedés
jellemzi (Id. a 7. dbran az 5jeld gorbét), hiszen emlékeziink
a korébbiakbdl arra, hogy ez tekinthet a geostatisztikéaban
(Dutter 1986/87), de altalanosabban is a leggyakrabban
eléforduld hibaeloszlas-tipusnak.

Nem szeretném a dolgozat végén az olvasénak afeletti
O0romét elrontani, hogy a nagy szamok torvénye (maér ti. hogy
novekv6 «-nel csokken a hiba), mint lattuk, minden véges
varianciaju esetben teljesil, azaz feloldédott az a pusztan lat-
sz6lagosnak bizonyult ellentmondas, amelyet a y(h)
variogrampont- vagy egyéb variancia-meghatarozas talnyo-
moéan problémamentesnek talalt volta és a kozott a tény ko-
z6tt feszilt, hogy a variancia aszimptotikus szérésa a geo-
statisztikdban el6forduld eloszlastipusoknak csak kb. egyne-
gyedére véges, és az irodalomban leggyakrabban el6fordulo-
nak mondott tipusra is mar végtelen. A megoldast (Kolumbusz
tojasaként) az hozta meg, hogy a hibat a korabbiakban altala-
nosan elfogadott B szoras helyett interszextilis félteijedelmével
(B-val) jellemeztiik; ezzel sikerilt redlis képet kapnunk a hi-
baviszonyokrol. Orémiinket esetleg kissé bearnyékolhatja, de
persze nem hallgathaté el, hogy a hibacsokkenés mértéke
nagymértékben fligg az anyaeloszlas tipusatol, s igy pl. ha
«=4-r6l «=100 mintaelemszamra tériink &t, a 4.-7. abrakrol
azonnal leolvashat6, hogy az «=4-re jellemzé hiba «=100 al-

kalmazasakor (azaz 0,2 értékd 2/4n -re) a Gauss-tipusnal
20%-ara, a Jeffreys-tipusnal 25%-ara, a=6-nal 30%-ara, a=5-
nél 35%-ara, «=4-nél 50%-ara végul «=3,5-nél mar csak 70%-
ara csokken. A felsorolas utols6 két adata arra utal, hogy a
nagy szamok torvénye — a gyakorlati szakember banatara —
eléggé gazdasagtalanul is teljesiilhet, ha az a tipusparaméter
értéke tul kozel van 3-hoz, az elméleti variancia létezésének
hatarahoz. llyen esetekben ijesztéen (és tilnyoméan teljesit-
hetetlen(il) nagy «-ek is adodhatnak, ha egy szignifikans hiba-
csokkenési mértéket eleve kikétlink, amelyet a négyelem{ mi-
nimalis mintaméretr6l egy alkalmas «-re valtva akarunk elérni.
Amennyiben a minimalis mintaméretet jellemz6 hibat egyoto-
dére (20%-ara) akarjuk lecsdkkenteni, akkor a fentiekben lat-
tuk, hogy ez a Gauss-anyaeloszlasnal mar «=100-zal elérhetd,
de az 5., 6. és 7. abrakrol leolvashatoan a Jeffreys-tipusnal
(«=9-nél) mar «=156, az a=6 esetében «=237, a leg-
gyakrabban el6fordulé «=5-re pedig «=400 mintaelemszamra
van szlikségink (megitélés kérdése, hogy ezt mar tdl soknak
itéljuk-e, hiszen csak négyszerese a Gauss-tipust jellemz6 ér-
téknek). A 7. abrardl leolvashatéan ugyanilyen hibacstkkenés-
hez azonban az a=4 tipusnal 1600, mig az «=3,5 tipusnal mar
kereken 6tezer mintaelemszam sziikséges.

A szerz6 megragadja az alkalmat, hogy koszonetét fe-
jezhesse ki az FKFP 0914/1997 projektnek az 1997 o6ta
tobbnyire team-tevékenység keretében végzett munkajanak
tdmogatasaért. Ebbe nemcsak oktatasfejlesztést és kutatd-
munkat, de az ezen id6szakban kozlésre leadott cikkek
irasat is beleértem, amelyeket tilnyoméan Hajagos Béla
ny. féiskolai tanar tarsszerzdével, legnagyobb szamban az
Acta Geodaetica et Geophysica Acad. Sei. Hung, folyoirat
jelentetett meg. Ugyanitt fog megjelenni a szerz6nek
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(Hajagos Béla tarsszerz6ségével) az a dolgozata is, amely
a jelen cikk angol nyelv( pandantjaként tekinthetd, hiszen
az abrék és tdblazatok azonosak lesznek, ezek hordozvén a
szamitdsok eredményeit, amelyeknek programozasi és
futtatdsi munkaiért Hajagos Béla baratomnak halas ko-
szOnetemet fejezem ki, mint a jelen dolgozat szerz6je. Ez
az angol nyelv(i dolgozat a jelenleginél révidebb lesz (lé-
nyegében megmaradva az abrak kommentéalasanal), ezért
ezt a cikket mar csak kétszerz8s véltozatban lesz korrekt
megjelentetni (a rovidséget az ugyanabban az Actéban
megjelentetett cikkekre valé nagyobb mérvii tamaszkodas
lehet8sége teszi indokolttd). — Az azonos eredmények két
dolgozatban torténé, de mas szOvegl (terjedelemben is
eltér6) megjelentetését persze el6zetesen egyeztettem a két
folyGirat f@szerkesztdjével.

HIVATKOZASOK

Cramér H. 1945: Mathematical methods of statistics. Almqgvist &
Wiksells, Uppsala, 575 p.

Dutter R. 1986/87: Mathematische Methoden in der Montan-
geologie. Vorlesungsnotizen. Manuscript, Leoben

Egyed L. 1955: Uj mddszer az atlagsiirliség meghatarozasara.
Geofizikai Kézlemények 4, 2, 31-36

Hajagos B., Steiner F. 2000: The fulfilment of the law of large
numbers for arithmetic means in case of infinite asymptotic
scatter. Acta Geod., Geoph. Acad. Sei. Hung. 35, 4

Huber P. J. 1964: Robust estimation of a location parameter.
Ann. Math. Statist., 35, 73-101

Huber P. J. 1981: Robust statistics. Wiley, New York, 308 p.

Jeffreys H. 1961: Theory of probability. Clarendon Press, Ox-
ford

Journal A. G., Huijbregts Ch. J. 1978: Mining geostatistics.
Academic Press, New York, 600 p.

Kerékfi P. 1978: A robusztus becslésekrél. Alkalmazott Mate-
matikai Lapok, 4, 327-357

Matheron G. 1965: Les variables
estimation. Masson & Cie, Paris, 305 p.

Prékopa A. 1962: Valdszinliségelmélet miiszaki alkalmazéasok-
kal. Miszaki Kdnyvkiadé, Budapest, 440 p.

Riesz F., Székefalvi-Nagy B. 1952:
Fonctionnelle. Akadémiai Kiadd, 448 p.

Steiner F. 1959: Zur Ermittlung des
gravimetrischen Ho6henreduktion.  Gerlands
Geophysik 68, 1, 15-20

Steiner F. 1990: A geostatisztika alapjai. Tankdnyvkiad6, Buda-
pest, 363 p.

Steiner F. (ed.) 1991: The most frequent value. Akadémiai Kia-
do, Budapest, 315 p.

Steiner F. (ed.) 1997: Optimum methods in statistics. Akadémiali
Kiadd, Budapest, 370 p.

SzILASI L. 2000: A Kopereczky-effektus. Jelenkor Kiadé, Buda-
pest, 248 p.

regionalisées et leur

Lesons d’Analyse

Koeffizienten der
Beitrage zur

Magyar Geofizika 4L évf. 3. szam



