A totdlis gravitdcios variométer megvalosithatosaganak
igazoldsa a Stegena-inga mozgdsegyenletének megolddsdval’

JUHASZ SANDOR?

A dolgozatban a Stegena-inga mozgdsegyenletének megolddsdt targyalom. Bebizonyitom, hogy e torzios ingdval
a nehézségi erdtér potencidljdnak valamennyi mdsodik derivdltja mérhetd!

S. JuHAsz: Feasibility of the total gravity variometer: solution of the equation of motion of the Stegena’s
torsion balance

The paper discusses the solution of the equation of motion of Stegena balance. It proves that the Stegena bal-

ance measures all 2" derivatives of gravity potential.

Bevezetés

Ismert, hogy EOTVOS Lordnd korat messze meghaladé
torziés ingdjaval a nehézségi gyorsuldsnak a billiomod
részével vald térbeli megvaltozasa (1 edtvos) is kimutat-
hat6 (1 E6tvos egység = 1 edtvos = 1 E=107s7).

Az Eo6tvos-ingdban az ingarid igen vékony fémszdlon
fiigg, horizontdlis variométerként ismert valtozatdban
a vizszintes ingaruid egyik végén a (mdsikkal egyenld nagy-
sagl) terheld tomege mélyebben van felfiiggesztve. Az
inga a fiiggdleges tengely koriil leng az inhomogén nehéz-
ségi er6tértdl szdrmazé forgatényomaték hatdsara, amelyet
a felfiiggeszté szdl csavardsi nyomatéka csillapit. Az
egyenstlyi allapotok megfigyelésébdl kovetkeztetni lehet a
nehézségi erdtér helybeli valtozasat jellemzé mennyiségek-
re. EOTVOS torzids ingdjaval — a fliggdleges gradiens
kivételével — a nehézségi potencidl minden mdsodik deri-
véltja meghatarozhato.

1. dbra. Az Eotvos-inga vézlata

Fig. 1. The scheme of E6tvos’s balance

A kutatdk korében tobb prébélkozas is sziiletett a hidny-
z6 fiiggéleges gradiens meghatdrozasdra, graviméteres
méréstol a kiilon e célra tervezett miiszer megalkotdsaig.
Ezek a mddszerek meg sem kozelitik EOTVOS Lordand mii-
szere eredményeinek elegancidjat, s féleg pontossagat!

! Beérkezett: 2005. februdr 28-an
? jusan@enternet.hu

STEGENA Lajos torziés ingdjanak otlete rendkiviil jelen-
tos. A jelen cikk szerz6jét 1970-ben bizta meg a professzor
az elképzelés igazolasival. A Stegena-inga mozgasegyenle-
tét 1971-ben sikeriilt megoldani.

A Stegena-inga

A Stegena-ingdban az ingarid igen vékony, mindkét vé-
gén befogott, vizszintes fémszdlon fekszik, vizszintes inga-
ridja egyik végén a terhel6 tomegét egy fiiggdlegesen
felfelé 4116, a masik végén 1évot pedig fiiggélegesen lefelé
all6 merev kar tartja. Az egész ingatest a torzids szdlra
vonatkozéan kozéppontosan szimmetrikus, akdr alakjat,
akar tomegeloszlasat nézziik. A Stegena-inga a vizszintes
tengely koriil leng az inhomogén nehézségi er6tértdl szar-
maz6 forgatényomaték hatdsira, amelyet a tart torzids
szal csavarasi nyomatéka csillapit. Az egyensilyi dllapotok
megfigyelésébdl kovetkeztetni lehet a nehézségi erdtér
valtozasat jellemz6 mennyiségekre.

2. dbra. A Stegena-inga vazlata
Fig. 2. The scheme of Stegena’s balance
STEGENA Lajos torziés ingdjaval — a fiiggdleges gradi-

enst is beleértve — az Eotvos-tenzor minden eleme megha-
tarozhat6. Ha ez igaz, akkor a Stegena-féle torzids ingat

joggal nevezhetjiik totdlis gravitdciés variométernek.

A jelen dolgozat célja ezen dllitds igazoldsa.
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A miiszerskalarol

A Stegena-inga skaldjat a miszerhez rogzitettnek kép-
zeljiik. Igy példdul ha a Stegena-ingat valamelyik tengelye
koriil elforgatjuk, vele egyiitt elforgatjuk a skalat is. Ha a
felfelé all6 kar emelkedik, akkor a kitérés szoge no. Ez a
pozitiv kilengésirany, azaz a kitérés eldjelét a kovetkezo-
képpen értelmezziik:

P o6 Lo

ol 2
Mivel nem tudjuk, hol van ¢, = 0, helyesebb azt monda-
ni, hogy

P1>¢2.

>

3. dbra. A Stegena-inga kitérésének eldjele
Fig. 3. The sign of deflection of Stegena’s balance

Az azimut értelmezése

A Stegena-inga kitérése inhomogén er6térben fiigg tdjo-
lasanak foldrajzi azimutjatdl is.

Az azimut szoge (a) akkor zérus, ha a Stegena-inga sikja
E-D-i iranyban 4all, és a felfelé mutaté kar van kozelebb E-
hoz. Az azimut értéke nd, ha a miiszert fiiggdleges tengelye
koriil az E-i iranyb6l a K-i irdny felé forgatjuk. Ez a pozitiv
forgatasirany.

x (Eszak, Nord)

.
\
\
N

—————— e

~———y (Kelet, East)

\
:

z (centrum)

4. dbra. Az égtdjakhoz kotott koordindta-rendszer

Fig. 4. The system of co-ordinates joined in the cardinal points

A koordinata-transzformaciok

1) A felszini mérési ponthoz és az égtdjakhoz kotott K €s
az ettdl (a Z tengely koriil) a szoggel (az azimut értékével)
elforgatott K’ koordinata-rendszer kozott a kovetkezd Osz-
szefliggések érvényesek:

X =X'cosa—Y'sina,
Y=X'sina+Y'cosa, (1)
Z=27'.

2) Az azimutélis K’ €s az er6tér hatdsdra ¢ szoggel kitért
Stegena-inga x koordinata-rendszere kozott az alabbi Osz-
szefiiggések allnak fenn (a Stegena-inga forgdstengelye az
Y’ tengellyel egybeesik):

X'=&cosp+sing,
Y'=n,
Z'=-Esing+ ¢ cos@.
3) Ezek utdn a mérési hely K koordindta-rendszere €s a

Stegena-ingdhoz rogzitett x koordinata-rendszer kozott a
kovetkez6 transzformacio érvényes:

X =(&cos@+sinp)cosa—1sina,
Y =(cos@+sing)sina+rncose, 2)
Z =-&sing+{ cos .

A mozgasegyenlet

Altaldban az ingamozgast végzo testek mozgdsegyenlete
a kovetkezd:

6,=—2=>M, , 3

ahol
6, — a Stegena-inga tehetetlenségi nyomatéka az n for-

géstengelyre vonatkoztatva,
2

—— a Stegena-inga szoggyorsuldsa,

dr”
ZM ; — mindazon forgatonyomatékok Osszege, amelyek

a Stegena-ingdra hatnak:
n 4
DM =DM =M,-M.-M,. )
i=1 i=1

Az egyes forgatonyomatékok:
1) Ha a forgémozgashoz tartozé surlédasi erd arédnyos a
szogsebességgel, azaz
do
Mo (5)
Coodr
akkor (u-vel jelolve a csillapitasi egyiitthatot) a strlodasi
erd forgatonyomatéka
do
— 6)
dr :
2) M, a Stegena-inga forgastengelyében 1€v§ torzids szél
forgatonyomatéka:

M;=2-u-6,

M, =1 (z: a torzids szdl torziomodulusza). (7)
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A variométer feladata lényegében egy nagyon kicsiny
rugalmas deformdciénak a mérése. Ennek észlelhetové
tételére alkalmazzdk az asztatizdldst. Az asztatizalé erd egy
segéderd, amely ezzel a deformécidval egyiitt 1ép fel és
vele ardnyosan nd. A lényeg az, hogy az egész rugalmas
rendszer kozel legyen a labilis egyensilyi helyzethez, ez-
altal j61 mérheto kitéréseket észlelhetiink.

Ilyen esetben a 7 torziémodulusz helyettesithetd:

=T (T: az asztatizal6 er6 torziomodulusza).  (8)

3) M, a nehézségi erének az 5 tengelyre vonatkozé for-
gatényomatéka. Ennek részletezésekor vegyiik figyelembe,
hogy altaldban kétféle vektorfelbontds kozott a kapcsolat
(a szogli elforgatds esetén) ugyanaz, mint a koordinata-
rendszerek elforgatdsa kozott. Mivel M, tulajdonképpen
M, (vagy, ha dtgy tetszik, M,), az (1) koordinita-
transzformécio inverze pedig

X =Xcosa+ Ysine,

Y =-X sin+Y cosa,

Z =2z,
ezért
M,=M,=-M sina+M cosa, )
ahol
M= _f(y& — 28 )dm,
E ) (10
M, = |(zg,—xg,)dm
v

Az integralok a Stegena-inga testének teljes térfogatdra
vonatkoznak.
Tehdt az (3) mozgasegyenlet teljes alakja:

2
d ¢——M sina+M , cosa—1p—-2ub, d(p

[7)
T ds? dt

A nehézségi ero forgatonyomatéka

Ennek meghatdrozdsihoz a (9) és a (10) osszefiiggéseket
fejtsiik ki részletesen! Ehhez az ismert osszefiiggés szerint
a nehézségi erdtér felirhatd egy skaldris potenciéltér nega-
tiv gradienseként:

A mérési hely K koordinata-rendszerének kezdGpontjat a
Stegena-inga geometriai kozéppontjaba helyezziik. Ekkor
az egyes Osszetevok értéke az (x,y,z) koordinatdji helyen,
Taylor-soruk felhasznéaldsaval, tomor irdsméddal:

—8x =Wx0+x'th()+y'W\_v()+Z'Wr:0+""

az i és j index az x, y és z komponens-indexek barmelyike
lehet.
A Z tengely — definicidjabol kovetkezéen — pérhu-
zamos g-vel; ezért
WtO = (12)

WyO = O’ W:O ==80-

A (11) és (12) osszefiiggések figyelembevételével, a
(11)-ben ki nem firt tagok elhanyagoldsdval, a (10) Osz-
szefiiggések a kovetkezok lesznek:

M, = I(ygo -xyW,, - yZW_‘.: - yzW,, +sz_“. +yzW)._v +
+2°W,, )dm = [Delw,, -w..)-ow,. +
Vv
+ (z2 -~ yz)W_vz +sz'w+yg0]dm
M, = I(— xetW = yeW,, = 2°W,, —xgo + x'W,, +

+xyW,, +xzW,, )dm = I[xz(sz -W,)-

. ('xz = Zz )Wr: i xyW)‘: = yZny—XgO]dm

A (2) transzformdcié alkalmazédsa €s a trigonometrikus
atalakitasok utdn

M, = J.( 2—Cz)dm[smzz(p(cosza-Wn+sin2a-W)._‘.—

-W,, +sin 2a-Wx_v)+ cos 2<p(cosa~Wx: +sino-W,, )]+

+ If{dm-[—cos 20 (cos2 aW, +sin® a-W, -W,_ +
Vv

+sin 2a~Wx_v)+2sin 2¢(cosa W, +sina-W, )]+

+ Inzdm- [zérus]+

+ [enam .{_sina{smja W, -w,, )-cos2a-W ]—
- Zos ¢lsina-W,, —cosa-W,, )}+

jﬂ{dm {COS(p[ 2"’(W -W,, )-cos2a-W,, | -
—sing(sina-W,, —cosa-W,_ )}

+ Ifdm~[—cos¢)-g0]+ j{dm-[—sin ¢~gO]+

+ Iﬂdm . [zérusl

8y =W R0 W 5+ -Wo g+ 2 Wy g+ an Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
—g:=W:0+x-W.JO+y-W:.\,0+z-Wz:0+ j-fzdmzA (13)
ahol v
)3 2
2 dm=B, (14)
Wi0=(a—WJ és leo=(a.WJ , ‘7[;
al (x,y,2)=(0,0,0) ala] (x,y.2)=(0,0,0)
37
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[énam=c, (15)
Vv
[n¢am =D, (16)
v
[ecam=E, (17)
v
Ifdm:F, (18)
\'4
J';dm=G. (19)
|4

Tételezziik fel, hogy a Stegena-inga szogkitérése nagyon
kicsi. Akkor igazak a kovetkez0 kozelitések:

=0,
sing = @,
cosp =1,
9’ =0.
Igy a (13)-(20) 6sszefiiggések figyelembevételével M,a
kovetkez6 lesz:

(20)

M,=Rp+Q, 1)

ahol

R=—(A-BW,, +[(A—19)cos2 a—%sinZa]Wxx +

+[(A—B)sin2 a+%sin2(x ' +l(A—B)sin2o.+ Ccos2alW,,, +

+[4E cosoz—Dsinoc]Vl/;Z +[4E sino.+ Dcosa]Wyz -Gg,

Q=EW, —[Ecos2 o —gsin ZaJWU =

- l:E sin” o+ o sin 2a]WW =
2 e

- [E sin 20+ D cos 20L]W_ry + (22)
+[(A—B)cosa—Csin oW, +

+ [(A - B)sin o+ C cos OL]W),Z -Fg,

A mozgasegyenlet megoldasa

A (3)—(9) és (21) osszefiiggések alapjan — a (11), (12)
és (20) feltevések figyelembevételével — a rendszer moz-
gasegyenlete:

d? d
ﬂﬂdTZ,=R(o+Q—r(p—2/u9”—(p
Ez atrendezhetd
dz
o f’+2,u—+k (¢-—)=0 23)

alakba, ahol

ke 24
9, (24)
és
n= 2 (25)
6y
Mivel feltehetd, hogy legaldbb a mérés id6tartama alatt
3 2 2,2
Sr _dn db) S&) g (26)
dr dr? dt dt?
igy az
£= ¢——
fiiggvény bevezetésével (23) a kovetkezo alaku lesz:
ile
—t 2,u + k’e=0. 27
dr?

Ez a csillapitott rezgdmozgds ismert differencidlegyenle-
te. Keressiik ennek a differencidlegyenletnek egy megolda-
sét

£(r)=e*

alakban. Behelyettesités utdn a
A 4+2ul+k*=0
karakterisztikus egyenletet kapjuk. A két gyok:

Ao =—pEut-k°.

A (27) egyenlet 4ltaldnos megolddsa az e’ és e™'
partikuldris megoldasok linedris kombinécidjabdl tevédik
ossze:

(28)

(29)

ahol ¢ és ¢, dllandok a kezdeti feltételek alapjan hataro-
z6dnak meg. Ehhez oldjuk meg a (27) egyenletet a kovet-
kez6 (altalanos) kezdofeltételek mellett:

et=0)=¢,, E(=0)=§,.

e()=c et +c et

Az é‘(t) szogsebességet (29) derivalasaval kapjuk:

%=C,Ael"+czﬂqel",
igy t=0-nél
g =c+c;, £ =i +ch. (30)
Ezekbdl ¢, és ¢, meghatdrozhaté:
g 1 1 g
_lé | _&ih-4 A &) & —eo
A T I e PR T IR
A A A A

A karakterisztikus egyenlet (28) gyokei szerint hdrom
esetet kiilonboztetiink meg.

1) A gyengén csillapitott eset: W<k’ (azaz a csillapitési
egyiitthaté egy bizonyos értéknél kisebb). Ekkor (28) sze-
rint

/11'2 =_ﬂiiw], (313)

38
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ahol

2 2

W, =+k"—u (31b)

Ebbol
/12 —/1| =—21w, 5
Tehat a kezdeti feltételeket kielégitd (éaltalanos) meg-
oldas y°<k* esetén:

Egl+ &

&) =e | sin @t + &, cosayt) .

2

2) Az erdsen csillapitott eset: u*>k* (azaz a csillapitési
egyiitthat6 egy bizonyos értéknél nagyobb.) Ekkor is érvé-
nyes a (29) é4ltalanos megoldés, azaz most is

Ay =-ptio,,

) =V/12—k2

2-2 _2] - _sz .

Vagyis az altaldnos kezdeti feltételeket kielégité megoldas
WS>k esetén:

ahol viszont

EM+ €

€z(t)=e_w( Sha)zt‘f‘gocha)zt).

2

3) Az aperiodikus eset: y2=k2 (azaz hatareset az elozo
kettoé kozott). Ekkor

A=A =2=-U
és igy a (30) egyenletrendszer elveszti egyértelmiiségét.

Ebben az esetben viszont a (27) differencidlegyenletnek
van egy szinguldris megolddsa is:

By Y=t
Igy az dltaldnos megoldas
e)=e* (c, +cyt),
deriviltja pedig
&ty =™ [Agc; + (Aot +1)c, ).
Ezek alapjan =0-nél

8()=cl éS 6.‘0=—Clﬂ+€2,

Igy a kezdeti feltételeket kielégité megoldas az aperio-
dikus esetre:

&) =e M [(Egu+Et+&].

A megoldasfiiggvény kivalasztasa

Bevezetve az

. 2
- Egl T €, £,
82 = [L/I_OJ '-gg 5 52 =arth—0

, EH T E
@,
~ EQUFE £
&= o4+ & ’ Bi= 0
W, El &y
s

jeloléseket, a harom csillapitdsi eset megoldasfiiggvényei
Osszehasonlithatokka vélnak:

—u| €€y . LAl
g§)=e ’”[%smqthﬁ‘o cosw,t]=e “ g sin@t+4,),

&(1) =e‘”’(%+£°shwzt+eo Ch%t] =e " & sh(wyt+3,),

&) =e (ot +ENt+ €yl =" E(w5t +55) .

Ha a t =w;t+4J; ,mdbdositott” idd fiiggvényében 4bra-
zoljuk a megoldasfiiggvényeket, €s az Osszehasonlitds
kedvéért feltessziik, hogy &, u, w; értékei azonosak a kii-
16nb6z0 i indexek esetén, akkor azt taldljuk, hogy leggyor-
sabban ¢,(f) konvergél az egyensulyi helyzethez.

Ezenkiviil mds — nem kizéardlag esztétikai — okok is
amellett sz6lnak, hogy a u’<k’® relaciéval jellemezhetd
gyengén csillapitott esetet, vagyis a csillapitott rezgémoz-
gas esetét valdsitsuk meg. (Ilyen ok példaul az, hogy a
megfigyelt amplitdidék viszonyabdl kovetkeztethetiink a
csillapodédsra, majd ennek ismeretében, a 7 periédusidot
mérve, a k” értéke is meghatérozhaté a K=+, bsszefiig-
gés alapjan.)

Legyen

Cy =il aig;

Cl.z =—¢ -3

2

Igy a csillapod6 rezgémozgasra megkapjuk a jol ismert
alakot:
£(t)=Cye ™ sin(ax + 7). (32)

A Cj és ¢ dllandék meghatdrozdsara szolgal6 kezddfelté-
telek:

e(t=0)=0, £&(r=0)=¢,. (33)
A szogsebességet (32) derivalasabol kapjuk:
£(t) = Cye “{wcos(ax + 8)— pusin(ax + 8)}.  (34)

Ha most a (33) feltételeket (32)-be és (34)-be helyette-
sitjiik, akkor:

0 = Sin 6, ¢0 = Coa),

tehat a (33)-nak megfelel6 megoldas:

. 2 _ h n
g = EWl+ & +e2, & =arctg & = e(t)=¢—w°e “r smax+k—2, ahol w=,/k1Z v (35)
@, Elt &y
@,
39
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A Stegena-inga stacionarius kitérése
Biztositsuk tehat — (30) felhaszndldsaval — a
#2 & k2 . T—R
6y

(36)

feltételt!

Elegendden hosszu id6 utan (35)-ben az id6tdl fiiggd tag
elenyészOen kicsi lesz, a Stegena-inga bedll egyensiilyi
helyzetébe:

n
Pstac = k_g
Figyelembe véve n és K (24) és (25) definicidjat, lathat-
juk, hogy az egyensiilyi allapot a nehézségi erdtér valtoza-
sainak a fiiggvénye. (36)-ba behelyettesitve (25)-6t és fi-
gyelembe véve az (35) osszefiiggést, kapjuk, hogy

Q 37)

Psac = 5 200
6,(@* + )

ahol (22)-bél

Q=EW_ - I:Ecos ‘o —%sin 2a}WU. -

) D . .
- |:Esm 2a+ 5 sin Za}wx‘, —[Esin2a+ Deos2alW,, +

+ [(A —B)osa— Csina]Wxs +
+ [(A —Bkina+ Ccosa]W_‘.: -Fgy.

A kozelitések osszefoglalasa

A (37) eredmény akkor igaz, ha az (5), (7), (11), (12),
(20), (26) és (36) osszefiiggések igazak.

A Stegena-ingdra eddig az egyetlen kikotésiink az volt,
hogy ra a kiilsé erdknek csak a (9) Osszefiiggés szerinti
vizszintes forgatényomaték-0sszetevoi hatnak.

Egyszeriibb gradiensmérok
1. ,, Vertikdlis gradiensméré”

A Stegena-inga valdjaban csak akkor lehetne a sz6 szo-
ros értelmében vertikdlis gradiensmérd, ha a (37) kifejezés-
ben csak W,, egyiitthatéja nem lenne zérus. Ehhez a kovet-
kezoknek kell teljesiilnie barmilyen azimutértékre:

gsin2a=Ecosza — D=Ectga,

—gsin2a=Esinza - D=-Ftga,
(A-B)cosa=Csinae —» C=(A-B)ctga, (38)
(A-B)sina=-Ccosax — C=—(A-B)tga,
—Dcos2a=Esin20 —» D=-FEtgla,
-F=0 » F=0.

E kovetkezményeket attekintve kijelenthetjiik, hogy nin-
csen olyan Osszedllitds, amelyre

Pstac ~ Wz: ’
mivel a (38)-bdl kapott

tga=—ctga, tga=tgla

egyenletrendszer csak az
a=arctg Y

feltétel esetén elégiil ki, aminek viszont fizikai tartalma
nincsen.

2. Nemhorizontdlis gradiensméré

Az inga kitérésének staciondrius értéke a'=a+180° ese-
tén, (37) szerint

Puac(+180) SR R {EW, +

6, (@ +1)

+(5D sin20— Ecos’ ajw‘,_‘ —(—? sin2a+ Esin’ a)w\.“. - .(39)
—[(A—B)cosa—C sin()t]W_‘,Z —[(A—B)sina— C cosa]W_‘,: =
~(Dcos2a+E sinQa)lyr), —F, 80}

Ha (37) és (39) Osszegét vessziik, a horizontélis gradien-
sek kiesnek:

5 2
Pstac () + Pstac (a+180°) = 5 . [EW:: +
6, (0" +u7)

+ [g sin 20— E cos” aJWH —[gsin 200+ Esin® a)Wr_v =i

—(Dcos2a+Esin2a)W,, — Fg, ]

A horizontélis gradiensek kiesése a (13), (14) és (15)
osszefiiggésekkel megadott A, B, C integralok tetszéleges
voltat jelenti.

3. Ujabb otletek a térfogati integrdlok felhaszndldsdval

Viélasszuk meg az inga geometriai-fizikai paramétereit
ugy, hogy azok a ¢ és ( tengelyek 4ltal kifeszitett sikra
nézve szimmetrikusak legyenek (a Stegena-ingét ilyennek
képzeljiik). Ebben az esetben automatikusan teljesiil:

C=D=0 ; (40)

Ha ezenkiviil még azt is biztositjuk, hogy az inga azonos

tomegsiiriiségili térfogatelemei az # tengelytdl azonos tévol-
sagra legyenek, akkor

F=0. (41)

Az azonossédgok teljesitése koziil a (40) osszefiiggésé ta-
lan konnyebb: az ingdnak legyen egy felezdsikja, amelyet
aztan & siknak neveziink.

A (41) azonossag teljesitése mar nehezebb feladat: jelen-
tése tulajdonképpen az, hogy a tomegkdzéppont az
n¢ sikban van.

A (40) és (41) fennallasakor

1

Pstac (@)= [E(W:: -COS:Z a- W\'x _Sinz a- W\'y i

6,(@” +u%) ;
—sin2a W, )+ (A-B)(cosa-W,, +sina-W, |
/ 2E
Pstac (o) + Pstac (x+180") = 2 2. (W:: i
0, (@ +u")

~cos® @-W,, —sin* @-W,, —sin 2a-W‘“.)
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Az ingédnak az #( sikra vonatkoztatva nem szabad szim-
metrikusnak lennie, mert csak akkor igaz, hogy

E+#0.

Ez elég konnyen teljesithetd, viszonta C =D = F =0
feltételek megvalGsitdsa meglehetdsen nehéz.

A gradiensek mérése a Stegena-ingaval
A Stegena-inga (37) megoldasfiiggvénye 7 db ismeret-
len mennyiséget tartalmaz:
Wi Woaes Wi s Wi W s Wi Bigie

xx? yy?

(Az w nem tekinthetd ismeretlennek, mert idében torté-
nd folyamatos regisztralds esetén a regisztraitumbdl meg-
hatarozhatd.)

Azt most mar nem lehet elhallgatni, hogy

¢mérl ¢ (aslac’
hanem
Pmért = Psiac + Po, (42)
ahol ¢, az inga csavardsmentes éllapotat jelenti. Emiatt a
fenti hét paraméterhez a ¢, nyolcadikként csatlakozik:

W Wi, W W W Wn'g07¢0

xx? yya

(43)

A nyolc ismeretlen meghatarozasahoz tobb azimutban
végzett mérés sziikséges:

(n28).

A (42) egyenlet — (37) felhaszndldsaval — igy fog
megtobbszorézddni:

¢mul( ) ¢slac( )+¢)()

oW, Beofe; -~ Dsida -
6 & +1°) 2

—{Esinzai +§sin2a,]w‘,. —[Esin2e; + Deoger,

a,,0,,05,....0,

@4
+[(A—B)COS&,- _CSinai]W\': +

+[(A_B)Slnal +CCOSO,’I- ]Wv: —F30}+¢0

ahol (i=123,...,n).
A (44) nem mas, mint n db 8-ismeretlenes linedris in-
homogén egyenletrendszer.

Az egyenletrendszer egyiitthaté-matrixanak rangja
A (44

1 ik
= roviditést:
i 2 5
B,Iia){ +u ’

a madtrixot ld. a 43. oldalon.

egyenletrendszer matrixa, bevezetve az

(45)

A matrixelméletbdl ismert szabélyokat alkalmazva, (45)
matrix rangja sem fog megvaltozni, ha
— a 7. oszlopahoz hozzdadjuk az 1. oszlop F/E-szeresét;
— az 1. oszlopdhoz hozzaadjuk a 2. és a 3. oszlopot;
— a 2. oszlopahoz hozzdadjuk a 3. oszlopot;

a mdtrixot ld. a 43. oldalon. (46)

Mivel feltételezhetd, hogy nincs olyan a; értéksereg, ame-
lyeket haszndlva kiilonbozé azimutként, a matrix két sora
kozott aranyossagot okoz, azt dllapithatjuk meg, hogy az
egyenletrendszer matrixanak rangja barmely a; értékseregre

r==6,
a hat fiiggetlen oszlopnak megfeleléen (természetesen n-
nek — a kiilonb6z6 azimutok szdmédnak — is legaldabb 6-
nak kell lennie).

Az egyenletrendszer kibévitett matrixanak rangja

Tegyiik fel, hogy W.., W, W,,, W.,, Wy, Wy, g0, 0, tehit
az 0sszes valtozo, az Osszes azimutban torténé mérés lezajla-
sa alatt nem vdltozik meg. Ekkor megtehetjiik azt, hogy a
kibdvitett matrix 9. oszlopdhoz — azaz a @pe (a;)-khez —
hozzéaadjuk
—az 1. oszlop (-W.,)-szeresét,

— a 2. oszlop (-W,,)-szeresét, és igy tovabb, tehat

Prnire (@)~ S EW .. (?sinZai—Ecosza,-JW_“+

+s,(§sin 2a;, - Esin” ¢ JW -,

—¢y=0
(1 =1,23,...,n)

azaz a kibdvitett matrix 9. oszlopa csak zérus elemeket

tartalmaz, ami tehat elhagyhatd. Vagyis a kibdvitett matrix

az egyenletrendszer egyiitthaté-matrixava degeneralédott.

Tehat a kib@vitett matrix rangja is, alkalmazva rd is az

egyiitthaté-matrixra elvégzett rangcsokkentd miiveleteket:
r'=sr=6.

Kovetkeztetés: a (44) egyenletrendszer megoldhatd, de a
(43)-ban felsorolt nyolc ismeretlen mennyiség koziil csak 6
egymastdl fiiggetlen valtozé értékét hatdrozhatjuk meg.

Hogy melyik lehet a hat fiiggetlen a nyolc ismeretlen
koziil, azt ne vizsgaljuk, hanem azt nézziik meg, hogyan
lehetne szaporitani a meghatarozhaté ismeretlenek szamat.

Az egyenletrendszer kibévitése
a Laplace-egyenlettel

A nehézségi erdtér konzervativ erétér. Potencialfiiggvé-
nye eleget tesz a Laplace-egyenletnek, vagyis a (44) egyen-
letrendszerhez hozzdadhatjuk n+1-ediknek a W=W(x,y,z)
potencidlfiiggvényre vonatkozé

AW = Wu‘"" W\'.\' + W:: =0
Laplace-egyenletet.
Mivel nyolc ismeretleniink van, legalabb nyolc egyenlet

kell az egyértelmlii megoldashoz. Legyen hét azimut-
egyenlet, megtoldva nyolcadikként a Laplace-egyenlettel.

Prce (@ [Z[f,k (@)W ]- FgoJ'”POv

J.k

— ezt a 2. oszlopot megszorozzuk (-1)-gyel. 0=AW = Z W, (47)
A kijelolt miiveletek elvégzése €s a csak zérus elemeket i
tartalmazé oszlopok elhagydsa utdn a matrix: ahol i=123,...7; j=123 k=j,j+1..3.
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Az egyenletrendszer métrixa:
(48)
A matrix rangja nem fog valtozni, ha a 3. oszlopahoz

hozzéaadjuk az 1. és a 2. oszlopot, azaz
— az 1-7. sor 3. elemére

a mdtrixot ld. a 43. oldalon.

D . : D ;
—si[zsta,- +Esm2a,- J+si(zsm2a,- +Ecos’ a,]+s,E=0,

— a 8. sor 3. elemére
41 +1=73;
az igy kapott 3. oszlopot végigosztjuk (-3)-mal és hozzaad-

juk az 1. oszlophoz:
— az 1-7. sorra

s;E+0=s,E,
— a 8. sorra

1+3/(=3)=0;
az igy kapott 1. oszlop F/E-szeresét hozzdadjuk a 7. osz-
lophoz:

—az 1-7. sorra

—s;F+s,E-F/IE=0, (49a)

—a 8. sorra
0+0=0. (49b)

Végrehajtva ezeket a miiveleteket, a 7. oszlopban végig
zérusokat kapunk, vagyis ez az oszlop a matrix rangjanak
véltozdsa nélkiil elhagyhat6. Ez az oszlopelhagyds azt
jelenti, hogy a matrix rangja még igy is kisebb 1-gyel az
ismeretlen mennyiségek szamanal.

Nyilvanval6, hogy ebben az egyenletrendszerben go-t va-
laszthatjuk azon vdltozénak, amelyik Osszefiigg a tobbivel.
Ugyanis abban az esetben, ha egyébként az egyenletrendszer
viltozatlan lenne, de ¢« (;) valami okbdl nem fiiggne go-
t6l, akkor a (49a) és (49b) Osszefiiggéseknek értelmiik nem
lenne, s emiatt a matrix rangja nem lenne kisebb az ismeret-
len mennyiségek szdmanal. Emiatt el kell tekinteniink attdl,
hogy a Stegena-ingdval gy-t is meghatdrozzuk.

A gy ,eltiintetése” az egyenletrendszerbol

Az ,eltiintetésnek” két mddja van. Az egyik lehet6ség:
Az inga méreteit és fizikai tulajdonsagait (szimmetria,
tomegeloszlas) gy valasztjuk meg, hogy

Ifdm=F=0
\'4

legyen. Ekkor a (47) egyenletrendszerben a g,-t tartalmazo
tag kiesik, az ismeretlenek szdma 1-gyel csokken, €s ezen
ismeretlenek meghatdrozasahoz elégséges a 6 db azimut-
egyenlet €s a Laplace-egyenlet.

A masik eljaras:

Megmérjiik a gy-t. Ekkor a (47) egyenletrendszert igy ir-
hatjuk at:

Prnént (ai)+siFg0 =si[z[fjk (ai)'ij]—Fgﬂ]+¢O*
ok
0=AW =)W, (50)

J

ahol i=123,..6, j=123; k=j,j+1..,3.

A (50) egyenletek bal oldala ismert értékeket jelent, a
jobb oldalon pedig hét ismeretlen mennyiség linearis kom-
bindcidja 4ll.

Mivel a két megoldasi lehetdség a g ,.eltiintetésé”-re al-
gebrai szempontb6l azonos eset, csak az ismert értékek
térnek el egymastol, vezessiink be egy kozos jelolést. Le-

gyen

) ha F=0;

P (&) =
Pren( X W+5;Fgy, ha F=0.

(A két esetben az egyenletek csak alakilag egyeznek. Az
F=0¢ésaz F # 0 esetben a tobbi konstans értéke is eltérd.)
Tehat az egyértelmii feladat egyenletrendszere:

Prmért (ai)= siz[fjk (@)W l+ ¢,
ok

0=AW =)W, (51)
J

i=123,..6;

Az (51) egyenletrendszer matrixa hasonl6 (48)-hoz, en-
nek 7. oszlopa és valamelyik azimutsordnak elhagydsa
utan.

Amiként a (48) egyenletrendszer mdtrixdnak rangjat
meghatdroztuk, ugyanigy beldthaté, hogy a (51) egyenlet-
rendszer matrixdnak rangja megegyezik a

WZZ* Wxxs Wyy; be Wyz, nya ¢0

ahol 7=123; k=j,j+1...3

ismeretlenek szdmaval, azaz
r="17.

Az (51) egyenletrendszer kibdvitett matrixa rangjdnak
meghatdrozdsa teljesen analdg a (44) egyenletrendszer
kibdvitett matrixan végrehajtott eljarassal.

Mivel az (51) egyenletrendszer métrixdnak €és kibdvitett
matrixdnak rangja megegyezik, €s ez a kozos rang egyenld
az ismeretlenek szdmdval, azért ez az egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhato.

STEGENA Lajos torziés ingdjaval a nehézségi erdtér
Osszes jellemz$ paramétere (a g, kivételével) — a
fiiggoleges gradienst is beleértve — meghatdrozhatod,
kovetkezésképpen a Stegena-féle torzios ingadt joggal ne-
vezhetjiik totdlis gravitdciés variométernek.

Befejezés

A dolgozatom célja ezen dllitas igazoldsa volt.

Ez a levezetés 34 évvel ezelott sziiletett meg. Palydm
ekkor fordulatot vett, a témdval tobbé nem foglalkoztam. A
dolgozathoz egyetlen hivatkozast sem csatoltam, mivel a
felhasznalt fizikai-matematikai apparatus, amelyet a cikk-
ben felvonultattam, egyetemi tananyag.

Viszont a gondolat, amelynek igazoldsdra ez a levezetés
annak idején megsziiletett, STEGENA Lajos érdeme! Volt egy
elképzelése: az, hogy létezhet egy olyan méréberendezeés,
amelynek mérési adataibdl a nehézségi erd vertikalis gradi-
ense ugyantigy meghatdrozhaté, mint az Eotvos-ingdval a
tobbi gradiense. Ezt a méréberendezést a jelen cikkemben
neveztem el — az 0 tiszteletére — Stegena-ingdnak.
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