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A villiml4sok éltal keltett elektromdgneses teret a Fold szdmos helyén mérik az extrém alacsony frekvenciatartoméany-
ban (<100 Hz). Ezeket a méréseket nevezziik Schumann-rezonancias (SR) méréseknek. Az SR mérésekbdl a villam-
lasok helyére és intenzitdsdra inverzids algoritmussal adunk egy becslést. Az ebben a cikkben bemutatott inverzi6 a
Jacobi-matrix szinguldris értékek szerinti felbontdsdn (SVD) alapul, és bemutatunk néhény, az inverzié megbizhatd-
sdgira utal6 mennyiséget. Az inverzidt szintetikus adatokon teszteljiik, és a kapott eredmények minségét jellemz6
értékeket is elemezziik. A szintetikus tesztek igazoljak, hogy a bemutatott mingségjellemzé értékek hasznosak az inver-
zidval kapott eredmények megbizhatdsiginak a megitélésében. A tesztek egyik fontos eredménye, hogy az inverzid
minGségét nem befolyédsolja kdrosan, ha a villimlasok feltételezett helyeit nem megfelelGen valasztjuk meg.

Pracser, E., Bozoki, T.: The reliability of the inversion of Schumann resonance
measurements

The electromagnetic field generated by lightning is measured at extremely low frequencies (<100 Hz) in many places
on Earth. These measurements are called Schumann resonance (SR) measurements. From SR measurements the loca-
tion and intensity of global lightning activity can be estimated by applying an inversion algorithm. In this paper, we
present an inversion approach based on singular value decomposition (SVD) for this problem and we describe some
quality features of the applied inversion technique. The inversion algorithm is tested on synthetic data and the reliabil-
ity of the obtained results is examined based on the described quality features. Our synthetic tests confirm that the
described quality features are very useful in determining the reliability of inversion results. An important conclusion
from the synthetic tests is that the quality of the inversion is not adversely affected by incorrect assumptions about the
location of the lightning sources.

Beérkezett: 2022. szeptember 28.; elfogadva: 2022. november 8.

1. Bevezetés mainak a 8, 14, 21 stb. Hz-nél megjelend csticsainal figyel-
het6k meg (Price 2016). A Fold-ionoszféra hullimvezets-

A villimlasok altal a Fold felszine és az ionoszféra kozotti | ben egy villim hatdsat fiigg6leges elektromos dipéllal mo-

hullimvezet6 térben keltett extrém alacsony frekvencidji
elektroméagneses hullimok (ELF) terjedésével a szakiro-
dalomban az 1950-es évek ota foglalkoznak (Madden,
Thompson 1965, Nickolaenko 1997, Nickolaenko, Haya-
kawa 2014, Polk 1982, Schumann 1952). A Fold-ionoszfé-
ra hullimvezet6ben az ilyen elektromagneses hullimok re-
zonanciafrekvencidit Schumann-rezonancidknak nevezik,
amelyek az extrém alacsony frekvenciaja mérések spektru-

dellezziik, a magnesestérerésség-vektor merdleges a hul-
lam terjedési irAnyara (Jackson 1975). Mivel az ELF als6
savjaban a villimok 4ltal keltett elektromédgneses hulla-
mok csillapodasa rendkiviil alacsony (kb. 0,5 dB/Mm)
(Chapman és mtsai 1966), minden villim hatdsa megjele-
nik a Schumann-rezonancids mérések adataiban. Ezen
adatok vizsgalata hozzéjarul a klimatolégiai kutatasokhoz
(Williams, Mareev 2014, Williams, Bozdki és mtsai 2021).
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A Schumann-rezonancidval foglalkozé kutatdsoknak
mar régéta célja, hogy a mérési adatokbdl inverzidval
meghatdrozza a zivatartevékenységek helyét és intenzita-
sat (Dyrda és mtsai 2014, Heckman és mtsai 1998,
Nickolaenko, Hayakawa 2014, Pricser, Bozoki, Sitori,
Williams és mtsai 2019, Shvets 2001). Ezen a téren a mult-
ban mar szimos kisérletet végeztek, de az eddigiek koziil
egyik sem jutott el a rutinszer(i gyakorlati alkalmazisig.
A geofizikai inverzids algoritmusok két {6 részbdl allnak,
azaz tartalmazzak az eléremodellezést és az inverz feladat
megoldasat. Jelen esetben az eléremodellezés megadja,
hogy adott villimlasok esetén milyen SR-adatokat mér-
nénk, az inverzi6 pedig a mért SR-adatok alapjan becslést
ad a villamlasok eloszlasdra és intenzitisira. Az invezids
programunkban alkalmazott el6remodellezés alapjait a
2.1. alfejezetben foglaljuk 6ssze, a Jacobi-matrix szingula-
ris értékek szerinti felbontiasin (SVD) alapuld inverzids
modszert a 3. fejezet ismerteti. A 4. fejezetben szintetikus
adatokon mutatjuk be az inverzié miikodését.

2. Az inverziés feladat attekintése
2.1. Eléremodellezés

Ahomogén vagy inhomogén Fold-ionoszféra hullimveze-
tében terjedd elektromagneses hullimokat leir6 képlete-
ket a szakirodalom kimerit6en tirgyalja (Nickolaenko,
Hayakawa 2014, Pricser, Bozoki 2021), ezért most csak a
legfontosabbakat mutatjuk be, ezek levezetése az idézett
publikdciokban megtalalhat6. A Madden és Thompson
(Madden, Thompson 1965) altal javasolt mddszert alkal-
mazzuk, a tivvezetékek elméletébdl ismert modon sza-
mitjuk az elektromagneses tér komponenseit, azaz a Fold
felszinét egy kétdimenzids tdvvezetéknek tekintjik. A
képleteket gombkoordindtakkal adjuk meg. A Fold és az
ionoszféra kozotti V(0, ¢) fesziiltség tetszbleges (6',¢')
forraskoordinatikra szamithaté numerikusan és analiti-
kusan is (Kirillov és mtsai 1997, Pricser, Bozéki 2021). Az
elektromagneses tér komponenseit megkapjuk a V(6, ¢)
fesziiltségbdl,

£ 0. ="02, (1a)

1 0
H9(9;¢)——ma—¢l/(9;¢), (1b)
Hy 0.0 =——v0,9). (10)

RZ 04

ahol R a Fold sugara (R = 6371 km), h, az ionoszféra
komplex ,elektromos” magassiga és Z a foldfelszinnek
mint tivvezetéknek az impedancidja. Ennek a tavvezeték-
nek a jellemzdivel tobb cikk is foglalkozik (Kulak, Mly-
narczyk 2013, Mushtak, Williams 2002, Pechony, Price
2004), az ezekben ismertetett komplex ionoszféramagas-
sagokbol szamithaté a Z impedancia. Abban az esetben,
ha a forrs az Eszaki sarkon van (8'= 0), és az ionoszféra

magassaga dllando, azaz a hullimvezeté homogén, a V'
fesziiltséget a

V)= wp‘/ (—cos0). )
4weR"sin(vr)

képlet adja meg, ahol i a képzetes egység, P, a Legendre-

fiiggvény, w a korfrekvencia, M = Ids a forras — amely id6-

tartomanyban egy aramimpulzus - momentuma és a di-

menziémentes v paraméter a

2 i
v(v+1) =R*w G'Uh_c (3)
képlettel szamithaté, ahol %, az ionszféra komplex ,mag-
neses” magassiga (Polk 1982, Wait 1962). A (2) egyenlet
értelmében V csak a forras és az észlelés szogtavolsagatol
fiigg. Ezért a gombhiromszogekre érvényes koszinusz-
tétel alkalmazisdval V tetszlleges forriskoordindtikra
szamithat6 (Pracser, Bozoki, Satori, Takdtsy és mtsai 2020,
Pracser, Bozoki 2021).

A Schumann-rezonancids mérés az egyes villimlisok
altal keltett inkoherens elektromégneses térértékek 9sz-
szege. A villimcsapasok (mdsodpercenként, atlagosan
kb. 50-100) egy kvaziilland6 ,hattér” rezonanciateret
okoznak, amelyben az egyes impulzusok hatdsa nem is-
merhetd fel. Ezért a ,hattér” Schumann-rezonancia mo-
dellezésekor a Fold feliiletét elemi forrdszénakra osztjuk,
amelyik mindegyike egy M dtlagmomentummal jelle-
mezhetd. A teljes elektromagneses teret az egyedi forra-
sok spektralis energiastirtiségeinek az osszegzésével kap-
hatjuk meg (Nickolaenko 1997). A spektrilis energia-
stiriség (PSD) mértékegysége:

2_2 22
[PSD(Ids)] = - C @)
Hz s

Ez az érték jellemzi a zivatartevékenység mértékét a
yhattér” Schumann-rezonancia-kutatds esetében (Dyrda
és mtsai 2014, Heckman és mtsai 1998, Shvets és mtsai
2011). Ebbdl kovetkezik, hogy a modellezett elektromag-
neses térnek is a spektralis energiastirtiségét kell szami-
tani, 6sszegezve az egyes forrasok hatdsat.

Az egyes frekvencidkon mért elektromigneses tér-
komponenseket minden obszervatériumra egyiittesen
az inverzi6é bemend adatainak tekintjiik. Ezeket egyetlen
PSD-vektorba (d) rendezziik. Egy mérés modellezése a

a |G |G P |G || 1S
o |_[1GaP G2l o [Gonl [ 1] ] (5
dn |Gn,1 |2 |Gn,2 |2 |Gn,m |2 |Sm |2

matrix-vektor szorzast jelenti, ahol 7 a bemend adatok
szdma, m a feltételezett forrishelyek szdma és |S* =
|M(w)]* = |Ids(w)|>. G;; a k-adik egységnyi intenzitdst
forrashoz tartoz6 j-edik adat, amelyet az (1a)-(1c) képle-
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tek hatdroznak meg a j-edik adat tipusdnak (E,, By, B,), a
frekvencidnak és a mérés helyének megfelelGen.

2.2. Az inverzio

A geofizikdban az inverzié alkalmazédsakor altaldban azt
feltételezziik, hogy a forrds ismert, és a cél a modellpara-
méterek meghatarozasa. Az SR mérések inverzidjanal
forditott a helyzet. A modellparamétereket ismertnek te-
kintjiik és a forrasok intenzitisdnak a becslése a célunk.
Ebben az esetben is megmaradunk az inverzids szak-
irodalom szo6hasznalatinal és az inverzié ismeretlenjeit
paramétereknek nevezziik, de ezalatt a forrasok intenzi-
tasat értjikk. Az inverzids algoritmussal kétféleképpen
adhatunk becslést a forrds paramétereire:
a) A forrasok koordinatdit és az intenzitsait is isme-
retlennek tekintjiik.
b) Csak a forrdsok intenzitasait tekintjiik ismeretle-
neknek, feltételezziik, hogy a helyiik ismert.

A b) valtozatot tartjuk elényosnek. Az inverzi6 stabi-
litdsanak a szempontjabdl ugyanis kedvezd, ha csak egy-
fajta fizikai mennyiség (intenzitds) meghatdrozsardl van
s26. Az el6remodellezés két 1épésre bonthaté. Az els6 1é-
pésa G értékek kiszamitasa az (5) egyenletben, a maso-
dik 1épés pedig egy matrix—vektor szorzas. A b) esetben
az els6 1épést — amely nagy szamitasi id6 igény(i (homo-
gén Fold-ionoszféra modell esetén kb. négyszerese a
masodik 1épésnek) — csak egyszer kell elvégezni. Mivel a
masodik 1épés szamitasi ideje révid, az inverzid egy ite-
raciés lépése csak minimalis id6t vesz igénybe. Ezzel
szemben az a) esetben a G, ; értékeket, amelyek szamita-
si id6igénye nagy, minden egyes iteracios lépésben ujra
ki kell szamitani. Tovibbd ebben az esetben a forrdsok
helyére egy meglehetSsen jo becslést kell megadni kez-
deti paraméterként annak érdekében, hogy az inverzid
kell6en jol hatirozza meg a keresett paramétereket. A
b) esetben szintetikus adatokkal végzett teszek igazoljak,
hogy ha sok lehetséges forrashelyet adunk meg, akkor az
inverzi6s algoritmus azokhoz a helyekhez, ahol nincs for-
ras, 0-hoz kozeli intenzitisokat rendel (Pracser, Bozoki,
Satori, Williams és mtsai 2019). Ezért annak ellenére,
hogy a b) esetben a forrdsok koordinatait ismertnek te-
kintjiik, a nagyszamu feltételezett forras alkalmazdsaval
ezzel a mddszerel is becslést tudunk adni a valédi forra-
sok helyére.

A b) esetben az eléremodellezés linearis (egy matrix—
vektor szorzas), ezért elméletileg egy lépésben is meg-
kaphatnank a kivant intenzitdsokat. A gyakorlatban vi-
szont az adathibak (kalibricid, zaj) vagy a modellezés
pontatlansiga miatt el6fordulhat, hogy negativ intenzitas-
értékeket kapunk, ami fizikailag elfogadhatatlan. Ezért
célszerl az inverzié ismeretlenjeinek a logaritmusaival
szamolni, ami kizdrja, hogy negativ intenzitdsokat kap-
junk. Ebben az esetben viszont a feladat mar nem lesz
linedris, ezért linearizalt mddszerrel iteracids alapon kell
elvégezni az inverziét. Altalaban 120 iteraci6 elegendd az

inverzié alkalmazasakor. Mivel a G, ; értékeket — amelyek
szamitdsa idGigényes — csak egyszer kell kiszamitani, hi-
szen azok értéke nem valtozik az iteracids 1épések alkal-
maval, egy iteraci6 csak néhany masodpercet vesz igénybe
egy kozonséges személyi szamitégépen. Ezért lehet az
iteraciok szdmdt nagynak venni. Az inverzi6t regulari-
zacioval ugy lehet szabalyozni, hogy egy iteracids 1épés
sordn a keresett paraméterek csak kismértékben véltoz-
zanak. Ez stabil inverziét eredményez. A Schumann-
rezonancias mérések inverzidja a Jacobi-matrix szingu-
laris értékek szerinti felbontisan (SVD) alapul. A szak-
irodalomban taldlhaté példa ennek a médszernek a geo-
fizikai alkalmazdsira (Jupp, Vozoff 1975). A kovetkezd
fejezetben éttekintjitk az SVD-n alapulé inverzi6 alapjait,
és megmutatjuk, hogy miként jellemezhetd az inverzi6-
val kapott paraméterek megbizhat6siga.

3. Linearizalt inverzi6 a Jacobi-matrix
szingularis értékek szerinti felbontasaval

Az inverzi6 célja a paraméterek (forrasintenzitisok) sza-
mitdsa a mérési adatokbdl. Sajnos olyan direkt algoritmus
nem létezik, amely megadja ezeket a paramétereket a
mérési adatokbdl. Ezért inverziés modszer alkalmazasira
van sziikség. Adott kezdeti paraméterekbdl kiindulva az
inverzids algoritmus az eléremodellezést tobbszor végre-
hajtva 4gy moédositja a paramétereket, hogy az azokhoz
tartozd elméleti adatok egyre kozelebb keriiljenek a mért
adatokhoz. Az el6remodellezés tomor forméban felirva:

f(m)=d, (6)

ahol az f vektor-vektor fiiggvény, az m vektor tartalmaz-
za a paramétereket, a d vektor a szamitott adatokat. A d
adatvektor dimenzidja n, az m paramétervektoré m. Eb-
ben a cikkben azt feltételezziik, hogy n > m. A cél az, hogy
taldljunk egy olyan m vektort, amely minimalizalja az

[|f(m) - d,|| = min. 7)

L, normit. A d, vektor tartalmazza a mérési adatokat. Ezt
a minimalizalasi feladatot iterdcids algoritmussal oldjuk
meg. Azt feltételezziik, hogy mdr van egy paraméter-
vektor, és ezt egy Am vektorral igy mddositjuk, hogy a
moédositott m + Am vektorhoz tartozé szamitott adatok
alehetd legkozelebb legyenek a mért adatokhoz. Az itera-
ci6 egy lépese a

| 7Am - Ad | = min. (8)

minimalizalasa, ahol J az f Jacobi-métrixa, amelyet ér-
zékenységi matrixnak is neveznek, és Ad = d, - f(m). J
az f fiiggvény ismeretében szamithatd, és az adatok para-
méterek szerinti parcidlis derivaltjait tartalmazza. A Jaco-
bi-matrix szingularis értékek szerinti felbontdsa (Lanczos
1961, Jackson 1972):

T =UAV",
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ahol az U matrix az adattérbeli, a V matrix a paraméter-
térbeli sajatvektorokat tartalmazza. Az 4tlés A matrix a
A sajatértékeket tartalmazza csokkend sorrendben, T je-
16li a transzponélast. Az Y és V matrixok k-adik osz-
lopét u,-val és v,-val jeldljiik. Ervényesek az

uu=1,, V=1, ©)
egyenldségek, ahol 7, és 7, n-, illetve m-dimenzids egy-
ségmatrixok. A (8) egyenlet megoldasa:

(10)

A (10) egyenletben az U és V matrixok nem tartal-
mazzik a 0 sajatértéki sajatvektorokat. A VA™'UT mit-
rixot a Jacobi-matrix 4ltalanositott vagy Léanczos-in-
verzének nevezik. Jeloljik p-vel a nem 0 sajatértékek
szamat és tegyiik fel, hogy p < m! Legyen s a 0 sajat-
értéki sajatvektoroknak egy tetszéleges linearis kombi-
nacidja! Ekkor egy Am, = Am + s vektor is megolddsa a
(8) egyenletnek. Ezért minden Am, vektor, amelyre tel-
jestl a

Am=VA'UTAd.

WTAm, =Am (11)

egyenlet, megolddsa a minimalizaciés feladatnak. A Am,
elstti VWT matrix a felbontéképesség-matrix, amelyet
R-rel jeloliink, és amely idealis esetben az egységmat-
rix. Ha R nem az egységmatrix, akkor lesznek olyan
paraméterek, amelyek kiilon-kiilon még elméletileg sem
hatdrozhaték meg, hanem csak azok linedris kombina-
cidja. Megmutathat6, hogy amennyiben a hagyomanyos
legkisebb négyzetek médszerén alapulé minimalizacids
feladat megoldhaté, akkor annak a megoldasa ekvivalens
a (10) képlettel. Abban az esetben, amikor vannak szél-
sGségesen kicsi sajatértékek, ez képlet nem ad stabil
megoldast. Csillapité tényezd alkalmazdsara van sziikség,
ami azt jelenti, hogy a A™' 4tl6s métrixban 1/t a

A/(A2 + a) (12)

képlettel helyettesitjiik, ahol a a csillapité tényezd, ame-
lyet a Tyihonov altal javasolt modszerrel szdmitunk
(Tikhonov, Arsenin 1977, Pracser, Bozdki, Satori, Willi-
ams és mtsai 2019).

Az m paramétervektor kovarianciamditrixa a Jacobi-
matrixbol vagy annak az SVD felbontdsdban levé V mat-

rixbdl szamithato
-1

cov(m) = o (JTJ) =0’ VAT, (13)

feltételezve, hogy az egyes adatokat terheld hibdk fiigget-
lenek és azonos szorastak. o jeloli a Ad, értékek szorasat.
Misképpen fogalmazva a Am vektor kovarianciamatrixa
0L, . Az R felbontoképesség-matrix is kifejezhets a V
matrixszal

R=WT. (14)

Mind a (13), mind a (14) egyenlet tartalmazza a V
matrixot. Kozottiik az a {6 kiilonbség, hogy a (14) egyen-
let nem tartalmazza a sajatértékeket.

Jeldlje o a k-adik paraméter sz6rasit! Ez j6 jellemzGje
a paraméter megbizhatésaganak (Tarantola 2005)

o =~Jcov(m[k,k]). (15)

A paraméterek korreliciés matrixa a kovarinaciamat-
rixbdl szamithaté, amelynek egy eleme

cov(mli, j])

\/cov(m[i,i])cov(m[i,j]) .

corr(m[i, j]) =

(16)

A kovariancia- és korrelaciés matrixok hasznos jel-
lemz6i az inverzié minéségének (Dobroka és mtsai 1991,
Menke 1984). A kovarianciamitrix szamitisira a szak-
irodalomban gyakrabban hasznéljik a (13) egyenletben
a Jacobi-matrixot tartalmaz6 képletet. Ez ekvivalens az
SVD komponenseit tartalmazé képlettel, amely vala-
mennyi nem 0 sajatértéket tartalmazza. Ha a széls6sége-
sen kicsi sajatértékeket és a hozzajuk tartozo sajatvekto-
rokat is figyelembe vessziik, akkor irredlisan nagy széras-
értékeket kaphatunk (Jackson 1972), gyakran maganak a
paraméter értékének a tobbszordsét. Fontos megjegyez-
ni, hogy a (13) képlet arra az esetre vonatkozik, amikor
egy iteracids 1épést csillapité tényezd nélkill alkalma-
zunk. Ezért kétely meriilhet fel a kovariancia- és korre-
laciés matrixok megbizhatdsagara vonatkozolag.

Egy paraméter szOrasat szamithatjuk a teljes kovarian-
ciamatrix kiszamitasa nélkil is,

17)

ahol v, ; a paramétertérbeli i-edik sajatvektor k-adik kom-
ponense és p a nem 0 sajatértékek szama. Ha a mért adatok
szama lényegesen meghaladja az ismeretlen paraméterek
szamat (n > m), akkor édltaldban p = m. A szélsGségesen
kicsi sajatértékek esetére, amikor o, szélsGségesen nagy.
Jackson (Jackson 1972) azt javasolja, hogy a sajatvektorok
szamat ugy kell korlatozni, hogy a szérdsnégyzet ne legyen
nagyobb egy #, kiiszobértéknél,

& () 2
a,gzazz(_fwj <n,
i=1 ll

ahol g, a V matrixbeli v; sajatvektorok csokkentett sza-
ma. t;, értéke fligg az inverziés modell tulajdonsigaitol,
értékét érdemes kisebbnek valasztani a paraméter varha-
t6 abszolut értékénél. Egy masik lehet8ség a szords sta-
bilizal4sa a csillapit6 tényez6 alkalmazasa ((12), (17) kép-
let). Szintetikus adatokon végzett tesztszamitisok azt
mutatjak, hogy ez az utébbi mddszer kedvez6bb, bar en-
nek az a hatranya, hogy az igy szamitott sz6ras fiigg a csil-
lapité tényezGtdl.

A sajatértékek elemzése hasznos informdacidt ad az in-
verzié mindségérol. A legfontosabb mennyiség a legna-
gyobb és a legkisebb sajatérték hinyadosa, amely utal a
paraméterek meghatirozhatésdgira. Harom esetet kii-
16nboztethetiink meg:

(18)
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a) p < m azt jelenti, hogy lehetetlen valamennyi para-
métert meghatarozni. Ekkor az R felbontdképes-
ség-matrix biztosan kiilonbozik az egységmatrixtol.

b) p = m €S Ama/Amin > 1 azt jelenti, hogy elméletileg
valamennyi paraméter meghatirozhaté lenne, de az
ekvivalencia miatt egyes paramétek kiilon-kiilon
nem hatirozhaték meg, csak a kozottik levé kap-
csolatrdl kapunk informéciot.

C) p = m és a Apay/ Amin hdnyados nem tdl nagy. Ebben az
esetben valamennyi paraméter meghatirozhat6,
csupan az adatok hibdja okozhatja a kapott para-
méterek pontatlansigat.

Sajnos a gyakorlatban a kedvezd c) eset ritkan fordul
eld, killonosen akkor, amikor az ismeretlen paraméterek
szdma nagy. A geofizikai inverzidk alapjan az a tapaszta-
lat, hogy haa

Amax/lmin < 104 (19)

feltétel teljesiil, akkor a valamennyi paraméter elfogad-
hat6é pontossaggal meghatiarozhatd. Természetesen ez a
fels6 hatir nem egy pontosan definialt érték, az ismeretlen
paraméterek szdma, azok eloszldsa és a modell befolya-
solhatjik ezt az értéket.

A szbras szamitasaval kapcsolatos — korabban mar em-
litett — problémék miatt érdemes egy masik, stabilabb mi-
néségjellemz6t is keresni. Ebbdl a célbél vegyiik a felbon-
toképesség-matrix megfelel§ 4tlos elemét, amelynek az
értéke minden esetben egy 0 és 1 kozotti szam, és a sz6-
rashoz hasonléan egy egyszert képlettel szamithato,

L 2
e = Zﬂk,i-
i=1

Ha p < m, akkor biztosan lesznek olyan r; értékek,
amelyek 1-nél kisebbek, és ezzel egyértelmien jelzik a
kevésbé megbizhat6 paramétereket (a) eset). A c) eset-
ben minden k-ra 7, = 1, ami azt jelenti, hogy mindegyik
paraméterérték megbizhat6. A b) esetben is valamennyi
paraméterre 7, = 1, de mivel ekkor szélsGségesen kis ér-
tékd sajatértékek is el6fordulnak, ez nem fogadhaté el
mint minGségi jellemzd. Ezért a felbontéképesség-mat-
rix szamitdsakor érdemes a sajatértékekkel sulyozni a
sajatvektorokat. A médositott felbontéképesség-matrix

(20)

R =%VAVT, 1)

1
ahol 4, a legnagyobb sajatérték. Ennek a matrixnak az at-
16s elemei is a [0, 1] intervallumba esnek, és jol jellemzik
az inverzidval kapott paraméterek megbizhatdsagat. Ezek
az 4tl6s elemek egy 0sszeg forméajiban is szamithatok,

= Z%w% (22)

b
i=1 1

Az r, megbizhatdsagi értékek az SVD-n alapulnak és az
eléremodellezésnek mint vektor-vektor fiiggvénynek a

tulajdonsagaibdl, valamint a mérés geometriajabol adéd-
nak. Lényegében csak a Jacobi-maétrixot hasznaltuk fel a
szamitdsok sordn. A mért adatok és az azokat terheld hi-
bék csak kozvetetten vannak hatdssal az r, értékekre.

Hasonlitsuk 6ssze a (17) és a (22) képleteket! Mindkét
esetben a v, ; értékeket Osszegezziik, de kiillonbozd st-
lyokkal. A sajatérték negativ kitev6vel szerepel a széras
és pozitivval a megbizhatosagot jellemz6 r;, szamitasanal.
A (22) képlettel definidlt megbizhatésagi jellemz6 hason-
l6an mindsit egy paramétert, mint a szoras reciproka. Az
alkalmazdsa mellett az szdl, hogy nem fiigg az adatokat
terheld hibaktdl, tovabba a szdris szamitiasakor feltéte-
leztitkk, hogy az adatokat terheld hibédk fiiggetlenek és
megegyez6 szorasuak. Ez a gyakorlatban viszont éltala-
ban nem teljesiil, és a hibak szdérasat is gyakran csak be-
csiilni tudjuk. Ezért célszer(ibb az 7, értékek haszndilata a
szorasok helyett.

4, Tesztek szintetikus adatokkal

A szintetikus adatokkal valé tesztelést és az ismertetett
mindségvizsgalatokat 6 mérési hellyel végeztiik, a koor-
dinatak megfelelnek a HeartMath intézet (https://www.
hertmath.org/research/global-coherence) mérési koordi-
natdinak. A foldrajzi koordinatikat az 1. tdbldzat tartal-
mazza. A két magneses komponenst szdmitjuk a frekven-
cidknak egy adott sorozatara.

1. tablazat | A HearthMath 4llomdsok foldrajzi koordinatai a szintetikus

adatok szdmitisahoz
Table 1 Geographical coordinates of the HearthMath stations used
for synthetic testing
Azonositok Koordinatak

ALB 53,00°E 110,00°NY

BAI 55,50°E 23,70°K

BOU 37,20°E 122,10°NY

HLU 28,80°D 32,30°K

HOF 26,00°E 49,00°K

NOR 35,10°D 173,50°K

Ot szintetikus tesztet mutatunk be, a szintetikus adatok
szamitasara érvényesek a kovetkezdk:

— Harom forrast alkalmazunk, dllandé magassig iono-
szféraval végezziik a modellezést, amint azt a 2.1. alfeje-
zetben ismertettiik. A hdrom forrds megfelel a Fold azon
részeinek, ahol a zivatartevékenység maximalis (2. tdb-
ldzat). Ezekre a forrasokra a tovabbiakban mint ,eredeti
forrasokra” fogunk hivatkozni.

— A szamitott adatokhoz Gauss-eloszlast zajt adunk - 4%
relativ hibaval -, kivéve a 5. tesztet, ahol a zaj nagysaga-
nak a hatdsat vizsgaljuk. Ezeket az adatokat ,mért spekt-
rumnak” nevezzik.

— Azinverzid kezdeti paramétereinek minden feltételezett
forrashelyhez egy kis intenzitasértéket rendeliink.
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2. tébldzat | Forrasintenzitdsok (C*km?/s) a szintetikus spektrum generaldsidhoz és az inverzi6s algoritmussal
kapott forrasintenzitdsok

Table2 | The source intensities (in C*km?/s) used to generated synthetic spectra and the source intensities
reconstructed by the inversion algorithm
Koordinatak Eredeti 1. teszt 2. teszt 3. teszt 4. teszt
0°, 70°NY 3x10* 3,068 x 10* 3,045 x 10* 2,984 x 10* 2,783 x 10*
0°, 20°K 6x10* 5,982 x 10* 5,984 x 10* 6,023 x 10* 5,967 x 10*
0% 110°K 3x10* 2,896 x 10* 2,949 x 10* 3,020 x 10* 3,225 x 10*

Az els6 két tesztnél a paraméterek szdma csak harom,
igy a korrelaciés matrix alkalmas az inverzié megbizhaté-
saganak a jellemzésére.

A 3., 4. és az 5. teszteknél a paraméterek szima lénye-
gesen nagyobb (27), emiatt a korrelicids matrix nehezen
attekinthet$. Ezért ezeknél csak a sajatértékeket, a sz6-
rasokat és a megbizhatdsagi értékeket ((22) képlet) mu-
tatjuk be és elemezziikk. Az inverzié mindségének egy
egyszer( jellemz6je a mért és az invertdlt spektrumok
illeszkedése. Ez valamennyi teszt estében j6 mindségi
inverzidra utal, ezért csak az elsé teszt esetén mutatjuk
be.

4.1. 1. teszt

A Schumann-rezonanciids méréallomasokon altaliaban a
magneses térkomponenseket mérik. Ezért szintetikus
magnesesspektrum-adatokat generdlunk minden mérési
helyre, és ezekre alkalmazzuk az inverzi6t. Ennél a teszt-
nél feltételezziik, hogy a forras helye ismert, és az inver-
zids algoritmus csak az intenzitisokat hatarozza meg. Az
ezekhez az intenzitdsokhoz tartoz6 spektrum jol illeszke-
dik a mért spektrumokhoz (1. dbra). Figyeljiik meg, hogy
az Ic dbrdn a masodik rezonanciafrekvenciinil a mért

érték 0-hoz kozeli, aminek az az oka, hogy a mérés 90°
szogtavolsagnyira van a forrasoktél. A legnagyobb ésaleg-
kisebb sajatérték hinyadosa, amely az inverzio stabilitisa-
nak egy fontos jellemzéje, A,/A; = 5,4876. A 3 forrasinten-
zitds korreldciés matrixa:

L00 -0,11 —-0,73
—0,11 1,00 -0,21 (23)
-0,73 -0,21 1,00

Az elsé és a harmadik forras kozotti viszonylag magas
korreldciénak az az oka, hogy a Fold ellentétes oldalara
esnek. Ezzel a jelenséggel a szakirodalomban maér foglal-
koztak (Nelson 1967). Az inverziéval meghatarozott in-
tenzitdsok kozel esnek az ededetiekhez, amelyekkel a
szintetikus adatokat generdltuk (2. tdbldzat). A legna-
gyobb és a legkisebb sajatértékek hianyadosa alapjin az
inverziéval kapott intenzitdsok megbizhatbak.

4.2. 2. teszt

A masodik teszt csak abban kiilonbo6zik az elsétél, hogy
az inverzié az elektromos térkomponensekkel is sza-
molt. Azt teszteltiik, hogy ez javitja-e az inverzié ming-
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1.4bra |A mért és az invertalt spektrumok illeszkedése az ALB (a, b) és a BAI (¢, d) mérééllomésoknél

Figure 1

Fitting of measured and inverted spectra at ALB (a, b) and BAI (c, d) stations
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ségét. Ennek a tesztnek az eredményét is a 2. tdbldzat
tartalmazza. A legnagyobb és a legkisebb sajatérték ha-
nyadosa most A,/A; = 5,7287, a harom intenzitas korre-
laciés matrixa:
L00 -0,12 -0,73
-0,12 1,00 —-0,23|. (24)
-0,73 0,23 1,00

Megillapithatjuk, hogy az els6 két teszt eredménye és
statisztikai jellemz&i kozott nincs szignifikans eltérés. Ez
azzal magyardzhat6, hogy a magneses és az elektromos
térkomponensek nem fiiggetlenek egymastdl, ezért az

elektromos méréseknek a magneses mérésekkel vald
egylittes alkalmazdsa nem noveli érdemben az adatrend-
szer informaciétartalmat.

4.3. 3. teszt

Az inverzié gyakorlati alkalmazasa sordn nem ismerjiik a
forrasok pontos helyét. Ezért érdemes lényegesen tobb le-
hetséges forrashelyet feltételezni, mint amennyire szami-
tunk. Ennél a tesztnél az eredeti forrasok kdrnyezetében 9
forrashellyel végezziik a szamitasokat. A 3 x 9 forras ugy
van elhelyezve, hogy mindegyik eredeti forrds kornyeze-
tében egy 3 x 3 méreti racsot vesziink fel 10 fokos racsmé-
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2.4bra |A 3. teszttel meghatdrozott forrasintenzitasok. A kék négyzetek jelolik az SR méréallomésokat, a narancssdrga korok a forrasokat. A korok
méretei aranyosak az intenzitasokkal

Figure 2 | Source intensities determined in Test 3. Blue squares represent the SR stations and orange circles the sources. The size of the sources are
proportional to their intensities
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3.4bra A 3. teszthez tartoz6 SVD sajatértékek, az intenzitisok szérdsai és megbizhatosagai

Figure 3 | Eigenvalues of the SVD, the standard deviation of the intensities and their reliablility in Test 3
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rettel ugy, hogy a kozépsé az eredeti forraspozicioval es-
sen egybe. Az inverziés algoritmus igy 27 helyhez rendel
intenzitasértékeket. A 2. dbrdn feltiintetett intenzitdsok-
bdl latszik, hogy elsésorban az eredeti forrashelyekhez
tartozik magas intenzitisérték, a tobbié elhanyagolhaté.
Ezek kozel esnek az eredeti intenzitdsértékekhez (2. tdb-
ldzat).

A 27 forrashelyet sorba rendeztiik, ezek koziil az 5., 14.
és a 23. sorszamu felel meg az eredeti forrashelynek. Az
SVD sajatértékei, az inverzidval kapott intenzitisok sz6-
rdsai és megbizhatdsagai lathatok a 3. dbrdn. Az 5., 14. és
23. intenzitdsadat megbizhatdsiga jonak tekinthetd. Ezek
éppen azok a pontok, amelyek megfelelnek az eredeti
forrashelyeknek, a tobbi pont megbizhatdsiaga 0-hoz ko-
zeli. Annak a két forrdsintenzitdsnak a megbizhatdsaga,
amelyek a Fold ellentétes oldaldra esnek, viszonylag ki-
sebb. Ez 6sszhangban van azzal, hogy ezek kozott az ér-
tékek kozott nagy a korreldcid, amirdl az 1. tesztnél mar
volt sz6. Tekintettel arra, hogy csak 3 sajatérték kiilon-
bozik szignifikdnsan 0-t6l, a hdrom legnagyobb intenzitds
megbizhatésagata A,/A; = 5,537 is jol jellemzi. Ez az érték
kozel esik az el6z6 két teszt megfelel$ értékéhez. Levon-
hatjuk a kovetkeztetést, hogy amennyiben azokon a he-
lyeken is feltételeziink forrasokat, ahol val6jaban nincs
forras, annak nincs zavard hatdsa az inverzidra. Az algo-
ritmus ezekhez a helyekhez elhanyagolhatéan kis intenzi-
tasértékeket rendel.

4.4. 4. teszt

Ez a teszt csak abban kiilonbozik a 3. teszttdl, hogy a fel-
tételezett forrashelyek 5 fokkal északabbra vannak. Ez azt
jelenti, hogy a 3 eredeti forrashely két feltételezett forras-
hely k6z¢é esik. A valodi mérések esetén is ez a helyzet, mi-

vel valdsziniitlen, hogy a forrdsok pont azon helyek vala-
melyikére esnek, amelyeket az inverzional feltételeziink.
A 4. dbrdn lathatd, hogy az inverzié az intenzitisokat az
eredeti forrashelyhez es6 két kozeli feltételezett forras-
helyhez megosztva rendeli hozzd, a tivolabbi forras-
helyekhez lényegesen kisebb intenzitas tartozik. A forras-
intenzitisok Osszege azon a hirom helyen, ahol a f51di ziva-
tartevékenység koncentralédik, kozel esik az eredeti in-
tenzitdsokhoz (2. tdbldizat).

Ennél a tesztnél 6 intenzitisérték megbizhatdsiga 1é-
nyegesen jobb, mint a tobbié (5. dbra). A megfelel6 for-
rashelyek sorszdmai: 2., 5., 11., 14., 20. és 23. A 6 inten-
zitdsértéknek az egyiittes megbizhatbsiga egy szimmal
is jellemezhetd, mégpedig a A,/A; = 52,684 hianyadossal.
Ez természetesen rosszabb érték, mint amelyet a 3. teszt-
nél lattunk, de egy elfogadhaté inverzidra utal.

4.5. 5. teszt

Ez a teszt a 4. teszt tovabbi elemzése ugyanazokkal a felté-
telezett forrasokkal. A szintetikus adatokat kiilonb6z6
mértékl zajokkal terheltiik (4%, 6%, 8% és 10% relativ
zajokkal), ezeknek az inverzidra valé hatdsat vizsgaltuk.
A 3. tdbldzatbdl latszik, hogy az inverziéval szamitott in-
tenzitdsok értékére a nagyobb zajoknak nincs szimottevd
hatdsa. A hirom f6 zivatartevékenység kornyezetében a
feltételezett forrashelyekhez tartozdé intenzitisokat a
3. tdbldzatban Osszegeztilk. A 6. dbrdn lathatdk a sajat-
értékek, az intenzitdsok szérasai és megbizhat6sagi értékei
kiillonb6z6 relativ zajok esetén. A killonb6z6 zajoknak
nincs nagy hatdsuk ezekre a mindségjellemzékre, csak
azokndl a szérisértékeknél jelennek meg nagyobb kii-
l1onbségek, amelyek elenyészGen kis intenzitisokhoz tar-
toznak. A megbizhat6sagi értékek mind a 4 kiilonb6z6
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4.4bra |A 4. teszttel meghatdrozott forrasintenzitasok. A kék négyzetek jelolik az SR méréallomésokat, a narancssarga korok a forrasokat. A kérok
méretei aranyosak az intenzitasokkal

Figure 4 | Source intensities determined in Test 4. Blue squares represent the SR stations and orange circles the sources. The size of the sources are
proportional to their intensities
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A 4. teszthez tartozé SVD sajatértékek, az intenzitisok szordsai és megbizhatdsagai

Figure 5

zajjal terhelt adatokkal elvégzett inverzional ugyanazokat
az intenzitisértékeket mutatjdk megbizhaténak. Ez a be-
mutatott mindségjellemzk stabilitisat és az inverzid zajra
vald kis érzékenységét mutatja. Megjegyzendd, hogy en-

Eigenvalues of the SVD, the standard deviation of the intensities and their reliablility in Test 4.

nek az is az oka, hogy az inverzié esetiinkben tdlhatéro-
zott, azaz az adatok szdma lényegesen meghaladja a meg-
hatdrozandé paraméterek szamat.

3. tébldzat| Kiilonboz6 generalt zajjal terhelt szintetikus spektrumadatokbdl inverzidval szamitott forrasinten-
zitasok (C*km?/s) az 5. tesztnél

Table3 | The source intensities (in C*km?/s) used to generated synthetic data and the source intensities
reconstructed by the inversion algorithm in Test 5 for different relative errors
Koordinatak Eredeti 4% 6% 8% 10%
0°, 70°NY 3% 10* 2,783 x 10° 2,655 x 10* 2,742 x 10 2,748 x 10"
0°, 20°K 6 x 10* 5,967 x 10* 5,893 x 10* 5,792 x 10* 5,793 x 10*
0°, 110°K 3x10° 3,225 x 10* 3,106 x 10° 2,998 x 10* 2,909 x 10
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6. abra Az SVD sajatértékei, az intenzitisok szorasai és megbizhatdsagai az 5. tesztnél kiilonb6z6 relativ hibakkal

Figure 6 | Eigenvalues of the SVD, the standard deviation of intensities and their reliability in Test 5 for different relative errors
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5. Osszefoglalas

Ebben a tanulmanyban a Schumann-rezonancias mérések
inverzidjanak egy lehetséges mddjat mutattuk be. Az in-
verzid egy iteracios lépése a Jacobi-matrix szinguldris ér-
tékek szerinti felbontdsin alapul, amely lehet6vé teszi a
kapott értékek megbizhatésaginak a becslését. Ezért rész-
letesen ismertettiik az SVD moddszeren alapul6 fontosabb
mindségjellemzéket. Ezeket szintetikus adatokon elvég-
zett inverzidkon mutattuk be. Lathattuk, hogy az inverzié
mindségére nincs karos hatéssal, ha olyan helyeken is fel-
tételeziink forrast, ahol valdjaban nincsen. Ezekhez a he-
lyekhez az inverzié egy elhanyagolhatéan kis intenzitds-
értéket rendel. Megmutattuk, hogy ha a magneses adatok-
hoz hozzavessziik az elektromos adatokat, ez nem javitja
érdemben az inverzié mindségét. Az inverzids algoritmus
ismertetett minéségjellemz6i (a mért és a szamitott adatok
illeszkedése, a legnagyobb és a legkisebb sajatértékek ha-
nyadosa, a paraméterek szoérasa, a korrelacidos matrix és
a megbizhatésagi paraméter) a jov6ben hasznosak lehet-
nek a val6di mérések inverzidjanak az értelmezésekor.
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Hivatal - NKFIH K138824 sz. projektje tamogatta.
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