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Osszefoglalas: A meteorologiai folyamatok elSrejelzése soran gyakran nagyméretii és bonyolult parcidlis differencialegyen-
let-rendszerek megoldasa a feladat. Erre kinal hatékony eszkozt az operatorszeletelés modszere. A dolgozatban ismertetjiik az
operatorszeletelés elvét és 6sszefoglaljuk az alkalmazasaban elért legfontosabb eredményeinket.

Abstract: Weather forecast is usually based on the solution of huge and complicated systems of partial differential equa-
tions. Operator splitting methods are efficient tools to solve such problems. In this paper we present the principle of opera-
tor splitting and summarize our major results achieved during its applications.

Bevezetés. A 1égkori folyamatok megismeréséhez és a
légkdrben lezajlo valtozasok eldrejelzéséhez elengedhetet-
leniil fontosak a matematikai modellek, azon beliil a dina-
mikai 1égkérmodellek. Ezek olyan egyenletek megoldasan
alapulnak, amelyek a légkor viselkedését meghatarozé fizi-
kai torvényeket fejezik ki matematikai formaban, elsésor-
ban parcialis differencidlegyenletek alakjaban (Prdger,
1992). Természetesen ezek az egyenletek — mint a modellek
altalaban — mindig valamilyen egyszer(sitést hordoznak
magukban. Ezért, ha meg is tudnank oldani 6ket tokéletes
pontossaggal, akkor sem adnék vissza pontosan és minden
részletre kiterjedéen a 1égkori allapothatarozok értékeit. Az
egyenletek megoldasat azonban (kevés, erdsen leegyszerii-
sitett modelltol eltekintve) nem is tudjuk pontosan meghata-
rozni. A differencialegyenletek pontos megoldasai a tér-
koordinataktol és az id6tol fiiggd, skalar- vagy vektorértékii
folytonos fliggvények, amelyek egyértelmii megoldhatosa-
gahoz kiegészitd (kezdeti és perem-) feltételek megadasa is
sziikséges. A kiegészito feltételeket altalaban csak véges
szamu pontban ismerjiik, azonban még ha minden pontban
adva volnanak, akkor sem tudnank a differencialegyenletek
megoldasat képlettel (zart alakban) eléallitani. Ezért sziik-
ségiink van olyan eszkdzokre, amelyek segitségével kozeli-
t0 megoldast tudunk adni a kitlizott feladatra. A kozelitd
megoldas eldallitasahoz a feladatot elészor diszkretizaljuk,
azaz a modelltartomanyon definialunk egy tér- és idébeli
racshalésorozatot, majd a folytonos feladatot diszkrét fel-
adatok sorozataval helyettesitjik. A diszkrét feladatok
megoldasai olyan fiiggvények, amelyek a racshald pontjai-
ban vannak értelmezve. Célunk az, hogy elegendden finom
racshalo esetén a diszkrét feladat megoldasa megfelel6en
kozel keriiljon a folytonos feladat megoldésahoz. Ebben a
rovid irasunkban a nyomanyagszallitasi egyenletrendszer
példajan sorra vessziik a numerikus megoldas soran felme-
riilé fobb nehézségeket, és bemutatunk egy hatékony esz-
kozt ezek megoldasara: az operatorszeletelés modszerét.

A légkori folyamatok numerikus modellezésének nehéz-
ségei. Annak illusztralasara, hogy milyen nehézségekkel
allunk szemben, tekintsiik a szennyezéanyagok 1égkori
terjedési és atalakulasi folyamatait leird egyenletrendszert:

é;Ct‘:—V(Hci)+V(KVci)—crici +Ri(c,,...Cc,,) +E;-

Itti=1,2,..., m, ahol m jeloli az anyagfajtak szamat, U a
szélsebességvektor, K a turbulens diffiizios egyiitthato,

o, az llepedési sebesség, R, a kémiai reakciok soran be-

kovetkezd koncentraciovaltozas, és E; a kibocsatas (Zlatev,
1995). Ez az egyenletrendszer azt fejezi ki, hogy egy kiva-

valtozasat alapvetden Ot, egyszerre végbemend fizikai fo-
lyamat hatarozza meg: a sz¢€llel valo szallitodas (advekcid),
a turbulens atkeveredés, a kililepedés, a kémiai reakciok,

valamint a kibocsatas. Az ismeretlenek a C; koncentraciok,

amelyek a helytdl és az id6tdl fliggnek. Szamos 1égszeny-
nyez6dési modell ezen egyenletek megoldasan alapul (Bozo
et al., 2006). Példaként emlitjik a Daniai Euleri Modellt
(DEM), amelynek térbeli tartomanya egész Eurdpat lefedi
(1. dbra), és hosszabb, akar tébb éves futtatasokat is végez-
hetiink vele. A modellel jelenleg m = 56 anyagfajta kon-
centracidja tanulmanyozhatd, de a tovabbfejlesztett valto-
zattal (UNI-DEM) mar 168 kiilonboz6 anyag koncentracio-
jat modellezhetjiik. Egy, a DEM-hez hasonlo felépitésii
modell alkalmazhatosaga tobb matematikai problémat is
felvet. A modell térbeli racshaloja 10 km x 10 km-es hori-
zontalis felbontas és 10 vertikalis szint esetén tobb millid
racspontbdl all, és két és fél masodperces id6lépcsdvel dol-
gozva egy évi futtatashoz tobb mint kétszazezer iddlépcsod
szikkséges. Ilyen felbontas mellett a szennyezbanyag-
terjedési feladat diszkretizicidja igen nagy méretli (és ra-
adasul nemlinedris) egyenletrendszer megoldasara vezet,
emellett fontos, hogy a megoldas realis idén beliill rendelke-
zésre alljon. Nehézséget jelent tovabba az, hogy a megol-
dando6 differencidlegyenletek alakja igen bonyolult, ugyanis
az egyenletek jobb oldalan kiilonb6z6 matematikai tulaj-
donsagh tagok szerepelnek. Ilyen esetben valamely ismert
numerikus modszert alkalmazva nem garantalhatd, hogy a
numerikus megoldés rendelkezni fog bizonyos a’priori
elvart tulajdonsagokkal, pl. stabil (konvergens) lesz, illetve
megOrzi a koncentraciok nemnegativitasat.
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Ezért nem javasolhatd, hogy valamely kivalasztott nu-
merikus modszerrel kdzvetleniil diszkretizaljuk az egyen-
leteket.

A fobb problémak felvazolasa utan attekintiink egy sza-
mitasi eljarast, nevezetesen az operatorszeletelést, amely
hasonlé méretli és bonyolultsagu feladatok megoldasaban
sikerrel alkalmazhato. Megemlitjiik az alkalmazas soran
felmeriilé fobb problémakat, és 6sszefoglaljuk a szeletelé-
si mddszerek vizsgalatdban elért legfontosabb eredménye-
inket.

Az operatorszeletelés modszere. Az operatorszeletelés
olyan numerikus eljaras, amelynek segitségével bonyolult
1dofliggd egyenletrendszerek megoldasat egyszertibb rész-
feladatok egymas utdni megoldasira vezethetjiik vissza
(Faragé és Havasi, 2009b). Legegyszertibb fajtaja az un.
szekvencialis szeletelés, amelynek soran az egyenletrend-
szer jobb oldalat egyszeriibb tagokra bontjuk, és az ezekhez
tartozo feladatokat idében egymas utan oldjuk meg, minden
egyes id6lépcsdben a korabbi részfeladat megoldasat hasz-
nalva kezdeti feltételként. Természetesen a jobb oldalt tobb-
féleképpen is részekre bonthatjuk. Itt csak egy lehetdséget
emlitiink: a fizikai elven valo szétbontast, amelynek soran
az alabbi részfeladatokat oldjuk meg:

acH _ ac?
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62?] =—oc
(41 [5]
« R (c!,...,cty o E,-
ot ot

Vilagos, hogy a kapott részfeladatok mindegyike joval egy-
szeribb strukturaju, mint az eredeti feladat, és elényos,
hogy mindegyik részfeladatot a legmegfelelébb numerikus
modszerrel oldhatjuk meg. Hatrany azonban, hogy az ere-
deti folyamatot, amelyben az 6t részfolyamat egyszerre fejti
ki a hatasat, olyan feladatok sorozatara cseréltiik, amelyben
a szoban forg6 részfolyamatok minden id6lépcsében egy-
mas utan hatnak. Az ebb6l adodo hibat szeletelési hibanak
nevezziik. Ez tobbnyire akkor is fellép, ha az 6sszes részfel-
adatot pontosan oldjuk meg, de kis id6lépcsd esetén mar
varhatdan kicsi lesz ez a hiba, azaz nem lesz Iényeges elté-
rés a szeleteléssel kapott megoldas és a pontos megoldas
kozott.

A szeletelés elméletének egyik fontos kérdése: milyen
szeletelési modszert alkalmazzunk ahhoz, hogy a lehetd
legkisebb szeletelési hiba terhelje a numerikus megoldast?
A fenti szekvencialis modszeren kiviil 1éteznek kisebb sze-
letelési hibaval dolgozé modszerek is, pl. a Marcsuk—
Strang-féle vagy a sulyozott szekvencialis modszer. A sze-
letelés elmélete a korlatos linearis operatorokra részletesen
ki van dolgozva (Bartholy et al., 2001), de ezen eredmé-
nyek egy részét sikertilt altalanositanunk sz¢lesebb feladat-
osztalyokra is (Farago és Havasi, 2007a). Megvizsgaltuk
ezen kivill a szeletelési hiba eltiinésének feltételeit a ha-
gyomanyos szeletelési eljarasok esetében, ezek azonban

a gyakorlati feladatokban ritkan teljestilnek (Farago és
Havasi, 2007b). A szeletelési modszereket szamos teszt-
feladaton tanulmanyoztuk: kozonséges differencialegyen-
let-rendszereken, egy egyszerisitett 1égkori oszlopmodellen
(Botchev et al., 2004), valamint a linearizalt sekélyviz
egyenletrendszeren (Havasi, 2007 és 2008), és az elmélet-
ben elvart hibarendeket kaptuk.

Magas dzonkoncentracidjia napok szama B 7s5<
50-75
] 25-50

Eurapaban, 2003-as futtatas alapjan

1. dbra. Ozonszennyezettség Eurépdban a DEM alapjan.

A szeletelési modszereket sikerrel alkalmaztuk valos fel-
adatban is. Munkankban (Kocsis et al., 2009) megvizsgal-
tuk a kiillonboz6 szeletelési modszerek (szekvencialis,
Strang—Marcsuk-féle, additiv és modositott additiv szele-
telés) alkalmazhatosagat az Orszagos Meteorologiai Szol-
galatnal futtatott FLEXPART modellben. A FLEXPART
egy Lagrange-féle trajektériamodell, amely pontforras
altal kibocsatott szennyezbanyag kozép- és hossza tavu
terjedésének elorejelzésére alkalmas. A szeleteléssel kapott
eredményeket az ETEX (European Tracer Experiment)
mérési program keretében gytijtott adatokkal is dsszevetet-
tiikk tobbféle statisztikai indikator vizsgalatdval. Azt ta-
pasztaltuk, hogy a szeletelési modszerek tobbnyire feliil-
becslik a koncentraciokat. A mérésekhez legkozelebb allo
eredményeket a szeletelés nélkiili modellvaltozat és a
modositott additiv szeletelés adta, a legkevésbé megbizha-
tonak pedig a Marcsuk—Strang-féle szeletelés bizonyult
(2. dbra).

A gyakorlatban el6fordulé modellfeladatok megoldasa
soran a pontossag mellett a hatékonysag is alapvetd kove-
telmény. A Csomés et al. (2007) kozleményben a szek-
vencidlis, a Marcsuk—Strang-féle, a stlyozott szekvencia-
lis és a sulyozott Marcsuk—Strang-féle szeletelés gépigé-
nyét vizsgaltuk szekvencialis és parhuzamositott szamitas
esetén, a Déaniai Euleri Modell egyszersitésével kapott
tesztfeladatokon. A sulyozott médszerek parhuzamositasa
jelentésen csokkentheti a szamitasi id6t.

A szeleteléssel kapott numerikus megoldas pontossaga no-
velhet6 az un. Richardson-extrapolacié modszerével, amely-
nek soran kiilonbdzo hosszusagu id6lépesovel elvégzett fut-
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2. dbra: Az ETEX kisérletben mért és a kiilonbozd szeletelési méd-
szerekkel szamitott koncentraciok kiilonbsége 54 oraval a kibocsa-
tast kévetben (ng/m’ értékben). (a) médositott additiv szeletelés,
(b) Marcsuk—Strang-féle szeletelés.

tatasok eredményeit kombinaljuk. Ezt az eljarast sikeresen
alkalmaztuk a szekvencialis szeletelési modszerre (Farago és
Havasi, 2009a). Mivel a szekvencialis szeletelés els6rendii
modszer, a Richardson-extrapolaciéval kombinalva masod-
rendii megoldd modszert kapunk, fliggetleniil attol, hogy a
részfeladatokra hanyadrendii numerikus modszert alkalma-
zunk. Megallapitottuk, hogy a Richardson-extrapolacioval
kombinalt szekvencialis szeletelés pontossagban felveszi a
versenyt az olyan hagyomanyos masodrendii szeletelési
modszerekkel, mint a Marcsuk—Strang-féle és a szimmetri-
kusan sulyozott szekvencialis szeletelés. Fontos kiemelni,
hogy a masodrendii konvergencia akkor is meg6rzodik, ha a
részfeladatokat elsdrendii numerikus modszerrel oldjuk meg,
ellentétben az emlitett masodrendii szeletelési technikakkal.
A mobdszert az UNI-DEM 1égszennyezés-terjedési modell
kémiai almodelljén teszteltiik, amely Gsszesen 56 anyagfajta-
val szamol. Az eredmények azt mutatjak, hogy a Richardson-
extrapolacioval kombinalt szekvencidlis szeletelést alacso-
nyabb rendli numerikus modszerekkel érdemes kombinalni.
Megfelel6 modszerrel (pl. implicit Euler-médszer) sikertilt
masodrendl konvergenciat elérniink.

A Richardson-extrapolaciot egydimenzids advekcios fel-
adaton is tanulmanyoztuk (Zlatev et al., 2011). Az advekcios
egyenletek a meteorologiai modellek kulcsfontossagh részei,
megoldasukhoz tehat hatékony algoritmusokra van sziikség.

A tanulmanyban megmutatjuk, hogy a Crank—Nicolson-
sémaval kapott numerikus megoldas hatékonyan javithat6 a
Richardson-extrapolacié alkalmazasaval.

A szeletelési modszerek id6jaras-elorejelzé modellekben is
hasznalhatok. Napjainkban az operativ modellekben talan a
szemi-implicit szemi-Lagrange-féle (SISL) modszer alkal-
mazasa a legelterjedtebb, amely ugyan nem tartozik az opera-
torszeletelési modszerek kozé, de szintén a kiilonboz6 tulaj-
donsagu (lineéris, valamint a nemlinaris advekcios) tagok
eltéré kezelésén alapul. Erdemes lehet azonban az operator-
szeletelési modszerek alkalmazasi lehetdségeit is fontolora
venni az operativ iddjaras-elorejelzé modellekben.
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