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1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban a gdmbharomszégtan nevezewsittdargyaljuk. A tételek
bizonyitdsanak egységes alapodtlete az lesz, hogyggségnyi sugari gomb fellletét
ortogonalis vetitéssel leképezzik egy sikra. A dianbmszdg vetlletét alkalmas gombi
forgatdsokkal olyan helyzetbe hozzuk, hogy annakikegldala a vetilet peremkorére
kerlljon, s ebben a helyzeten végezzik el a bitastyKramer (1927), Lietzmann (1949),
Meyer (1937), Thomas (1939) nyoman.

A gbmbharomszég tovabbi két oldalat szintén alleainfiorgatasokkal a képsikkal
parhuzamos helyzetbe hozzuk. Hasonl6képp a pereenkoeott oldalon fekiv két szbget is
képsikkal parhuzamos helyzetbe hozva tudjuk sz&miitéat egészen elemi uton elvégezni.

Eredményeink sikeresen alkalmazhatdk a szférikilkagaszati problémak targyalasa
soran is.

2. A gombharomszogtan sinus tétele
Az ABC A éaltalanos gdbmbharomszogben érvényes az alablefagsgs:

sina sina

sinb ~ sinf’

BizONYiTAS. Az 1. abra jeldléseit felhasznalva &l&pésben alkalmas forgatasokkal
hozzuk a gombharomsztget olyan helyzetbe, hogy kanna AB oldala a vetllet
peremkorére keriljon, a C csucs pedig a felérik fégjombre essék. Forgassuk ezutan a
hdromszdégb = AC oldaldt az AO tengely korul a képsikkal pérhuzanmos AM
véghelyzetbe, s teljesen hasonléan a haromezé@C oldalat pedig a BO tengely kortil
szintén a képsikkal parhuzamos= BQ véghelyzetbe. Vetisik esetén a haromszég=
BAC< szO6gét méilegesen ap, kbzéppontu, az abra sikjara leges gombi kiskdrre, majd
a vetlleti, szintéro nagysagu szoget forgassuk a kiskor MN atjeékorul a képsikkal
parhuzamos helyzetbe. Ekkor nyerjikeaz C0,(C)<x szbget. Teljesen hasonlbéan vetitsik a
haromszogs = ABC<x szOgét medilegesen az, kbzéppontlu, az abra sikjara wleges
gombi kiskdrre, majd a vetlleti, szintfnnagysagu szoget forgassuk a kiskér PQ &tjmér
korul a képsikkal parhuzamos helyzetbe. Ekkor iifegj8 = CO,[C]<x szdget.
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1. dbra. A gdbmbharomszdgtan sinus tétele

Az 00, MA deréksz6d haromszodi sinb = % , S igysinb = ry, az00,QA derékszog
haromszogh pedigsin a = rTZ ezértsina = r, adddik. Ezek felhasznalasaval

sina_r_z
sinb 7 (1)
kovetkezik.
Az 0,C[C]A derékszdd haromszoghl sinﬁ=§, az 0.C(C)A derekszog
2

haromszoghl pedigsina = rﬁ adodik. Ezek8l azonnal

sina _
sin 8

=2 (2)
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kovetkezik.
Az (1) és (2) 6sszefliggések egybevetélséiizvetlentl adodik a
sina _ sina

sinb sinf (3)

formula, amely a tételnek allitasa.

A fentiek alapjan a tétel a kovetkealtalanosabb formaban is igaz: Az altalada8€ A
gbmbharomszogben érvényes az alabbi 6sszefliggés:

sina:sinb:sinc = sina :sin B :siny.

3. A gombharomszogtan oldalakra vonatkozoé cosinus tétele

Az ABC A altalanos gémbharomszdgben érvényes az alablefagges:
cosa =cosb-cosc+sinb - sinc-cosc.

BizoNYiTAS. A 2. &bra jeldléseit felhasznalva a sinus tételaddtt mddszerrel hozzuk a
¢ = AB oldalt a vetillet peremkoérére, forgassuk a képsipiehuzamos helyzetbeba= AC,
illetve a = BC oldalakat, valamint az = BAC< ésf = ABC< szdgeket.
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2. bra. A gdmbharomszdgtan oldalakra vonatkozé cawus tétele

Az 00,QA derékszog haromszoghl cosa = %, sigya
cosa = 00, 4)
0sszefluiggés adodik.

Az 00,MA derékszdd haromszog felhasznalasavals b = %, s igycosbh = 004,
azaz 0S0,A deréeksz6§g haromszoghl pedig cosc = 00—051 , S ezért0OS = 00, cosc
kovetkezik. E két utdbbi észrevétel alapjan

0S = cosb -cosc 5)

Osszefliggés adodik.
Az 00,MA derékszoéty haromszoghl sinb = % s ezértsinb = 1;, az 0,C(C)A

deréksz6g haromszoghl cos a = % = %, amely®l azonnalO,C = r; - cos a, s ebldl
1 1
az0,C = sinb - cos a kovetkezik. Az0,TCA derékszog haromszoghl sinc = —OTCC , S ebldl
1

TC = 0,C - sin c adodik, amely az 826 mondat megallapitasaval egyitt adja a

TC =sinb -sinc -cosa (6)
0sszefliggést.
Vegyuk észre, hogy BSO,C o négyszog téglalap, s ezért a fentiek felhasznédhsa
S0, =TC =sinb -sinc *cosa (7)
adodik. Mivel azonba®0, = 0S + S0,, igy a (4), (5) és (7) alapjan
cosa =cosb-cosc+sinb-sinc-cosa (8)

kovetkezik, amely tételiink allitasa.
A fentiek alapjan a tétel a kovetketormakban is még megfogalmazhato:
Az altalanosABC A gbmbharomszodgben érvéenyesek az alabbi 6sszefilkggese
cosb = cosa-cosc +sina-sinc - cospf,

cosc =cosa-cosbh +sina-sinb-cosy .
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4. A gombharomszogtan sinus-cosinus tétele

Az ABC A altalanos gémbharomszdgben érvényes az alablefagges:
sina -cosff =cosb -sinc —sinb - cosc - cosa

BizoNYiTAS. A 3. abra jeloléseit felhasznalva a kéizél tételnél latott modszerrel hozzuk a
¢ = AB oldalt a vetillet peremkoérére, forgassuk a képsipiehuzamos helyzetbeba= AC,
illetve a = BC oldalakat, valamint az = BAC< ésf = ABC<x szdgeket.

3. abra. A gbmbharomszdgtan sinus-cosinus tétele

Az 00,QA derékszof haromszoghl sin a =TTZ, ahonnansin a = r, adodik. Az

0,C[C]A deréksz6g haromszogbl cosf = 92C , ebldl cospB = %, ahonnar0,C =r, -

02[C] T2
cos f kovetkezik. E két fenti megallapitasbol pedigC = sina - cosf, s mivelTS0,Co
téglalap, ezért érvényes a

TS = 0,C =sina -cosf (9)
Osszefliggés.
Az 00,MA deréksz6l haromszogl sin b =’T2, eblBl sin b =, kovetkezik. Az
0+C

0,C(C)A derékszoty hdromszoghl cos a = s ebldl 0,C = r, - cos a kOvetkezik. A

01(0)’
fenti két megallapitasb@l;C = sin b - cos a adodik.
Az 0,TCA deréksz6g haromszog felhasznalasavals c = %, amiyl 0,T = 0,C -
1

cos ¢ adddik, s az ék6 bekezdés megallapitasa alapjan
0.T =sinb-cosc-cosa (20)
Osszefliggés lesz érvényes.

Az 00;MA derékszdg haromszoghl cosbh = % , S ebBl cosbh =00,, az050,A
deréksz6g haromszoghl sinc = 2_:: , ami®l 0,5 =00, -sinc adbddik, e ket
eszrevetelinkdl egylttesen kovetkezik az

0,S =cosb -sinc (11)

0sszeflggeés.
Mivel azonbar0,;S = 0,T + TS, igy a (9), (10) és (11) alapjan
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cosb -sinc =sinb -cosc-cosa + sina-cosf, (12)
amelynek egyszératrendezésével
sina - cosf = cosbh -sinc —sinb-cosc-cosa (13)

kovetkezik, amely tételiink allitasa.

A fentiek alapjan a tétel a kovetketormakban is még megfogalmazhato:

sinb - cosy = cosc-sina —sinc-cosa-cosf
sinc-cosa =cosa-sinb —sina-cosb-cosy

sina-cosy = cosc-sinb —sinc-cosb-cosa
sinb-cosa = cosa-sinc—sina-cosc-cosf
sinc-cosff = cosb-sina —sinb-cosa-cosy

5. Tovabbi nevezetes 6sszefiiggések

A fentiekben targyalt harom nevezetes gombharontanbglaptételbl mar levezethék
a szokasos modon az alabbi nevezetes tételek:
A gdbmbharomszdgtan cotangens tétele:

sinff - ctg a = ctg a-sinc — cosc - cos 3. (14)
A gdbmbharomszdgtan polaris sinus-cosinus tétele:
cosa-siny =cosa-sinff +sina-cosf-cosc. (15)
A gobmbharomszdgtan poléaris cotangens tétele:
sinc-ctga=ctga-sinff +cosf -cosc. (16)
A gbmbharomszogtan szdogekre vonatkoz6 cosinuetétel

cosa =—cosfB-cosy +sinf-siny-cosa. a7)

A dolgozatban bemutatott bizonyitasi eljarassalg@hsan targyalhatok a szférikus
csillagaszat klasszikus alapformulai, s ezek fahakisaval levezethi még az alkalmazott
képletek is.
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