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1. Bevezetés 

Ebben a dolgozatban a gömbháromszögtan nevezetes tételeit tárgyaljuk. A tételek 
bizonyításának egységes alapötlete az lesz, hogy az egységnyi sugarú gömb felületét 
ortogonális vetítéssel leképezzük egy síkra. A gömbháromszög vetületét alkalmas gömbi 
forgatásokkal olyan helyzetbe hozzuk, hogy annak egyik oldala a vetület peremkörére 
kerüljön, s ebben a helyzeten végezzük el a bizonyítást Kramer (1927), Lietzmann (1949), 
Meyer (1937), Thomas (1939) nyomán.  

 A gömbháromszög további két oldalát szintén alkalmas forgatásokkal a képsíkkal 
párhuzamos helyzetbe hozzuk. Hasonlóképp a peremkörre hozott oldalon fekvő két szöget is 
képsíkkal párhuzamos helyzetbe hozva tudjuk számításainkat egészen elemi úton elvégezni. 

 Eredményeink sikeresen alkalmazhatók a szférikus csillagászati problémák tárgyalása 
során is. 

2. A gömbháromszögtan sinus tétele 

Az TUV △ általános gömbháromszögben érvényes az alábbi összefüggés: 
 X��MX��K = X��YX�� 	. 

BIZONYÍTÁS. Az 1. ábra jelöléseit felhasználva első lépésben alkalmas forgatásokkal 
hozzuk a gömbháromszöget olyan helyzetbe, hogy annak Z = TU  oldala a vetület 
peremkörére kerüljön, a C csúcs pedig a felénk eső félgömbre essék. Forgassuk ezután a 
háromszög K = TV  oldalát az AO tengely körül a képsíkkal párhuzamos K = TS 
véghelyzetbe, s teljesen hasonlóan a háromszög M = UV oldalát pedig a BO tengely körül 
szintén a képsíkkal párhuzamos M = U[  véghelyzetbe. Vetítősík esetén a háromszög Y =UTV∢ szögét merőlegesen az ]. középpontú, az ábra síkjára merőleges gömbi kiskörre, majd 
a vetületi, szintén α nagyságú szöget forgassuk a kiskör MN átmérője körül a képsíkkal 
párhuzamos helyzetbe. Ekkor nyerjük az Y = V].(V)∢ szöget. Teljesen hasonlóan vetítsük a 
háromszög  = TUV∢  szögét merőlegesen az ]*  középpontú, az ábra síkjára merőleges 
gömbi kiskörre, majd a vetületi, szintén β nagyságú szöget forgassuk a kiskör PQ átmérője 
körül a képsíkkal párhuzamos helyzetbe. Ekkor nyerjük a  = V]*[V]∢ szöget. 
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1. ábra. A gömbháromszögtan sinus tétele 

Az ]].SΔ derékszögű háromszögről sin K = RA.  , s így sin K = d., az ]]*[Δ derékszögű 

háromszögről pedig X��	M = R�. , ezért sin M = d* adódik. Ezek felhasználásával  

 
efgOefgh = R�RA (1) 

következik. 

Az ]*V[V]Δ  derékszögű háromszögből sin  = iR� , az ].V(V)Δ  derékszögű 

háromszögből pedig sin Y = iRA adódik. Ezekből azonnal 

 
efgjefgk = lmAlm�

= R�RA  (2) 

következik. 
Az (1) és (2) összefüggések egybevetéséből közvetlenül adódik a 

  
no�Ono�h = no�jno�k	 (3) 

formula, amely a tételnek állítása. □ 
A fentiek alapján a tétel a következő általánosabb formában is igaz: Az általános TUV	Δ 

gömbháromszögben érvényes az alábbi összefüggés:  sin M: sin K: sin Z = sin Y : sin  : sin p. 
3. A gömbháromszögtan oldalakra vonatkozó cosinus tétele 

Az TUV	Δ általános gömbháromszögben érvényes az alábbi összefüggés: cos M = cos K ∙ cos Z + sin K ∙ sin Z ∙ cos Y. 

BIZONYÍTÁS. A 2. ábra jelöléseit felhasználva a sinus tételnél látott módszerrel hozzuk a Z = TU oldalt a vetület peremkörére, forgassuk a képsíkkal párhuzamos helyzetbe a K = TV, 
illetve M = UV oldalakat, valamint az Y = UTV∢ és  = TUV∢ szögeket. 
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2. ábra. A gömbháromszögtan oldalakra vonatkozó cosinus tétele 

Az ]]*[Δ derékszögű háromszögből cos M = tt�. , s így a  

 cos M = 	]]* (4) 

összefüggés adódik. 

Az ]].SΔ  derékszögű háromszög felhasználásával cos K = ttA. , s így cos K = 	]]. , 

azaz ]u].Δ  derékszögű háromszögből pedig cos Z = tvttA , s ezért OS = 	]]. ∙ cos Z 
következik. E két utóbbi észrevétel alapján 

 ]u = cos K	 ∙ cos Z (5) 

összefüggés adódik. 
Az ]].SΔ  derékszögű háromszögből sin K = 	 RA. , s ezért sin K = 	 d. , az ].V(V)Δ 

derékszögű háromszögből cos Y = 	 tAytA(y) = tAyRA , amelyből azonnal ].V = d. ∙ cos 	Y, s ebből 

az ].V = sin K ∙ cos 	Y következik. Az ].zVΔ derékszögű háromszögből sin Z = {ytAy , s ebből zV = ].V ∙ sin Z adódik, amely az előző mondat megállapításával együtt adja a 

  zV = sin K	 ∙ sin Z	 ∙ cos Y  (6) 
összefüggést. 

Vegyük észre, hogy a zu]*V □ négyszög téglalap, s ezért a fentiek felhasználásával 

  u]* = zV = sin K	 ∙ sin Z	 ∙ cos Y (7) 

adódik. Mivel azonban ]]* = ]u + u]*, így a (4), (5) és (7) alapján 

 cos M = cos K ∙ cos Z + sin K ∙ sin Z ∙ cos Y (8) 

következik, amely tételünk állítása. □ 
 

A fentiek alapján a tétel a következő formákban is még megfogalmazható: 
Az általános TUV	Δ gömbháromszögben érvényesek az alábbi összefüggések: cos K = cos M ∙ cos Z + sin M ∙ sin Z ∙ cos  , cos Z = cos M ∙ cos K + sin M ∙ sin K ∙ cos p . 
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4. A gömbháromszögtan sinus-cosinus tétele 

Az TUV	Δ általános gömbháromszögben érvényes az alábbi összefüggés: sin M	 ∙ cos  = cos K	 ∙ sin Z − sin K	 ∙ cos Z	 ∙ cos Y 

BIZONYÍTÁS. A 3. ábra jelöléseit felhasználva a két előző tételnél látott módszerrel hozzuk a Z = TU oldalt a vetület peremkörére, forgassuk a képsíkkal párhuzamos helyzetbe a K = TV, 
illetve M = UV oldalakat, valamint az Y = UTV∢ és  = TUV∢ szögeket. 

 

3. ábra. A gömbháromszögtan sinus-cosinus tétele 

Az ]]*[Δ  derékszögű háromszögből X��		M = R�. , ahonnan X��		M = d*  adódik. Az ]*V[V]Δ  derékszögű háromszögből cos  = t�yt�[y]  , ebből cos  = t�yR� , ahonnan ]*V = d* ∙cos 	  következik. E két fenti megállapításból pedig ]*V = sin M	 ∙ cos  , s mivel zu]*V□ 
téglalap, ezért érvényes a 

  zu = ]*V = sin M	 ∙ cos    (9) 

összefüggés. 
Az ]].SΔ  derékszögű háromszögből X��		K = R�. , ebből X��		K = d.  következik. Az ].V(V)Δ derékszögű háromszögből cos Y = 	 tAytA(y) , s ebből ].V = d. ∙ cos Y  következik. A 

fenti két megállapításból ].V = sin K ∙ cos Y adódik. 

Az ].zVΔ  derékszögű háromszög felhasználásával cos Z = 	tA{tAy , amiből ].z = ].V ∙cos Z adódik, s az előző bekezdés megállapítása alapján 

  ].z = sin K ∙ cos Z ∙ cos Y  (10) 

összefüggés lesz érvényes. 

Az ]].SΔ  derékszögű háromszögből cos K = ttA.  , s ebből cos K = ]]. , az ]u].∆ 

derékszögű háromszögből sin Z = tAvttA , amiből ].u = ]]. ∙ sin Z  adódik, e két 

észrevételünkből együttesen következik az 

  ].u = cos K ∙ sin Z (11) 

összefüggés. 
Mivel azonban ].u = ].z + zu, így a (9), (10) és (11) alapján 
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 cos K ∙ sin Z = sin K ∙ cos Z ∙ cos Y + sin M ∙ cos  , (12) 

amelynek egyszerű átrendezésével 

 sin M ∙ cos  = cos K ∙ sin Z − sin K ∙ cos Z ∙ cos Y (13) 

következik, amely tételünk állítása. □ 
 
A fentiek alapján a tétel a következő formákban is még megfogalmazható: sin K ∙ cos p = cos Z ∙ sin M − sin Z ∙ cos M ∙ cos   sin Z ∙ cos Y = cos M ∙ sin K − sin M ∙ cos K ∙ cos p 

 sin M ∙ cos p = cos Z ∙ sin K − sin Z ∙ cos K ∙ cos Y sin K ∙ cos Y = cos M ∙ sin Z − sin M ∙ cos Z ∙ cos   sin Z ∙ cos  = cos K ∙ sin M − sin K ∙ cos M ∙ cos p 

5. További nevezetes összefüggések 

A fentiekben tárgyalt három nevezetes gömbháromszögtani alaptételből már levezethetők 
a szokásos módon az alábbi nevezetes tételek: 

A gömbháromszögtan cotangens tétele: 

 sin  ∙ Z}�	Y = Z}�	M ∙ sin Z − cos Z ∙ cos  . (14) 

A gömbháromszögtan poláris sinus-cosinus tétele: 

 cos M ∙ sin p = cos Y ∙ sin  + sin Y ∙ cos  ∙ Z~X	Z . (15) 

A gömbháromszögtan poláris cotangens tétele: 

 sin Z ∙ Z}�	M = Z}�	Y ∙ sin  + cos  ∙ cos Z . (16) 

A gömbháromszögtan szögekre vonatkozó cosinus tétele: 

 cos Y = − cos  ∙ cos p + sin ∙ sin p ∙ cos M . (17) 

 
A dolgozatban bemutatott bizonyítási eljárással elegánsan tárgyalhatók a szférikus 

csillagászat klasszikus alapformulái, s ezek felhasználásával levezethetők még az alkalmazott 
képletek is. 
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