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Nemlinearis regressziok alkalmazasa gyakorlati példakban

Csanady Viktoria
NymE EMK Matematikai Intézet

A természetben élorduld kilonbds folyamatok vizsgalata soran nyert, egy fuggetien &
egy flugdvaltozds adatsorokra regresszios eljarassal matenditiggvények illeszthék,
melyek meghatarozzak a folyamatok torvényszéget. Az adatsorok altal meghatarozott
pontok grafikus szemlélete alapjan méd van medfélielsztend fliggvény vagy fliggvények
kivalasztasara. A helyes dontést alapeata szamitogépes regresszios eljaras végrehajtasa
soran nyert 1-hez legkdzelebb all6 korrelacids #bgid (R) indokolhatja amellett, hogy a
kivalasztott fuggveny szamitott paraméterei a \@oésk megfeléen eértelmezhék
legyenek. A bemutatésra és elemzésre kaadatsorok a természetbetiferdulod folyamatok
adatsorait modellezik a gyorsabb és egyH##erregresszios eljarasok alkalmazasa és
értékelése érdekében.

1. Novekedési fiiggvények

1.1. Telitési fiiggvény (Awrami)

Az el adatsor az iglfliggvényében a fandvekedés értékeit vizsgéljaadatsor ézetes
attekintése vagy grafikus abrazolasa alapjan kdmnyegallapithatd, hogy a fliggvény
illesztéséhez telitési fliggveny alkalmazésa a esisz

A matematikai alaky = a(1 — e=®¥) + d.
A regresszids eljarashoz szikséges &émdkeket, a nyert paraméter értékeket, a
korrelacios egyutthat6t és az értelmezést az atablizat tartalmazza.

Kezdsértékek: b3=b2=b1=b0=0,1 (a programban alapbesitktdt szerepl értékek,
modositast nem igényelnek) varl= évek szama (&ay2= famagassag (m).
Model: var2=h3*(1-exp(-1*((b2*varl)*b1)))+b0 (peldal)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: ,929228643 R=,99965 Variance explained: 99,929%

N=15 b3 | b2 | b1 | bO
Estimate | 24,78002  0,039166 1,922410 0,265289

Ertelmezés: b3+b0= az elért legnagyobb (4¢damagassag (m), bO= a kézthmagassag
(m). Megadhaté az a varl érték (x), melynél a lgatédktl vald eltérés 1%-os a var2-re
nézve.

Ez az alabbi képlettel szamithatix = -~ in <ln 1%?) — Inb2.
b3.

Az illesztés grafikus reprezentacidja:
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Model: var2=b3*(1-exp(-1*((b2*var1)"b1)))+b0
y=(24,78)*(1-exp(-1*(((,039166)*x)\(1,92241))))+(,265289)
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Az eloz6 fuggvény illesztése modositott kézdtékekkel is végrehajthatd, az eredmény
nem valtozik, a figgvény illesztése a kézdekekre kevesbé érzékeny. Nem ezt tapasztaljuk
mas tipusu novekedési gorbék estén. Az Awramitidieési fliggvényen kivil még szamos
hasonlo novekedési gorbe létezik. Az egyabr nem rendelkezik inflexios ponttal, az
0sszetettebbek igen. Az alabbiakban a felhasziéédiapor alkalmazasaval megadasra kerdl
illesztési eredmeényik, a paraméterek, a korrelaegygitthatd értéke, végul, de nem utolsé
sorban a futtatdsnadl moédositott kéedékek, melyek modositasa nélkil nem kapunk
eredményt, vagy ha igen csak gyenge korrelaciovalparaméterek kezertékeinek
kiokoskodasa a flggvény matematikai jelléimek ismeretében torténhet, az adatsor
figyelembevételével.

Minden egyes illesztésnél a var2 a famagassagi, jedrl a fliggetlen valtozo, azéid

1.2. Bertalanffy novekedési fiiggvénye

Matematikai alaky = a(1 — be™%*). Kezdértékek: b2=b1=b0=0,1.
Model: var2=b2*(1-b1*exp(-1*(b0*varl))) (peldal)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 34,694807684 R=,98669 Variance explained: 97,356%
N=15 b2 | b1 | bo
Estimate [ 31,56415 | 1,069303 | 0,028769

1.3. Mitscherlich novekedési fiiggvénye

Matematikai alaky = a(1 — e ?*)¢. Kezdértékek: b2=b1=b0=1.
Model: var2=b2*(1-Exp(-1*b1*varl))"b0 (peldal)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 2,393042626 R=,99909 Variance explained: 99,818%
N=15 b2 | b1 | bo
Estimate [ 25,85456 | 0,077052 | 3,136495

1.4. Richards novekedési fiiggvénye

Matematikai alaky = a(1 — be~“*)?. Kezdsértékek: b3=10 b2=-1 b1=0,5 b0=0,1.
Model: var2=b2*(1-Exp(b1*var1))"b0 (peldal)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 2,393042626 R=,99909 Variance explained: 99,818%
N=15 b2 | b1 | b
Estimate | 25,85457  -0,077052  3,136496
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1.5. Chapman-Richard fiiggvény

Matematikai alaky = a(1 — e?*)¢.  Kezdértékek: b2=10 bil= -1 b0=0,5.
Model: var2=b2*(1-Exp(b1*varl))"b0 (peldal)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 2,393042626 R=,99909 Variance explained: 99,818%

N=15 b2 | b1 [ ho
Estimate | 25,85457 @ -0,077052 @ 3,136496

1.6. Colin-Fokasz fiiggvény
(b—a)

(1+Ce—d(x—h))%
Kezdsértekek: b0=10 b1= -1 b2=0,5 b3=0,1 b4=1.
Model: var2=b0+(b1-b0)/(1+b2*Exp(-1*b3*(varl-b4)))(1/b2) (peldal)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,717894104 R=,99973 Variance explained: 99,945%
N=15 bo | b1 [ b2 | b3 | b4
Estimate | 25,39397 @ -1,28865  1,733523 -0,155553 ' 18,46158

Matematikai alaky = a +

A fenti példak azt illusztraljak, hogy bar szametitési, nevezzik inkdbb ndvekedési
folyamatot részében vagy teljességében (negatigkekte is értelmezett fliggvények
szerepeltek a felsoroltak kozott) leird fliggvényekemeriink, ezek alkalmazasa a
gyakorlatban a szamitogépes statisztikai prograimdznalata esetén is gondot okoz. Az
alkalmazott modell megvalasztas esetén szeftt &rtanddk az igények a paraméterek
ertelmezheiségére, valamint a ke&értekek megvalasztasanak, illetve kivalasztasanak
egyszeiiségeére, nem beszélve a modell alkalmazhatosagar@wrami féle figgvény akkor
is alkalmazhato, ha nincs inflexios pont). Ezenukia modell értelmezési tartomanyanak
vizsgalata sem elhanyagolhat6, a mar emlitett hefiaggetlen valtozok (példakban az)d
vonatkozasaban, hiszen ez nem értelmézhet

2. Ronkleltar

Egy faraktarban elhelyezett valogatassal nyert Gknkeltarat elemzi az atmer
fluggvényében talalhaté darabszam szerint a feld®dafadatsor egyszeérattekintése alapjan
roégtén megallapithato, hogy megféleh transzformalt Gauss-gorbe illesztése a céiszer

A matematikai alaky = ﬁ +d. Kezdsértékek: b3=b2=b0=1 b1=40.
e X—C,

A valtozok: varl= fatbrzsatmé&(cm), var2= darabszam (db).
Model: var2=b3/exp((b2*(var1l-1*b1))"2)+b0 (példa?2)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 47,132016006 R=,99631 Variance explained: 99,264%
N=15 b3 | b2 | bl | ho
Estimate | 62,00369 | 0,119303 @ 40,13033 & -3,50099

A b3+b0=a legnagyobb darabszam, bl=a legnagyotatsizamhoz tartozé atnéér
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3. Faanyagszaritas

A faanyag szaritasi folyamata soran nyert értékekiesgalia a feladat az dd
fuggvényében. Az adatsor attekintése vagy grafiahgazolasa alapjan eldéntbethogy
megfeleben transzformalt tangens hiperbolikus gorbe ilésztvezet helyes eredményre, és
ertelmezhet paraméterekhez.

A matematikai alaky = a tanh(b(x — ¢)) + d. Kezdsértékek: b3=b2=b0=1 b1=15.
A valtozék: varl= az eltelt id(6ra), var2= a nedvesseégtartalom (%).
Model: var2=b3*tanh(b2*(var1-1*b1))+b0 (példa3)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,718110358 R=,99976 Variance explained: 99,952%
N=16 b3 | b2 | b1 | 1o
Estimate | -11,8755 0,185932 | 14,02402 14,92063

A b0-b3= a kezdeti nedvességtartalom (%), bO+b@&g nedvességtartalom (%).

4. Anyaglehiilés

A negyedik feladat az &dfliggvényében torténanyag lefilés értékeit tartalmazza. Az
adatsor egyszeérattekintése vagy esetleges grafikus abrazolaggaalatt megallapithato,
hogy a fliggvényillesztéshez egy megfédel transzformalt exponencialis (,negativ
exponencialis”) gbrbe alkalmazasa lehet a legmeljtab.

A matematikai alaky = ——+d. Kezdbértékek: b3=b2=b1=b0=1.

eb(x-c)
A valtozok: varl=id (min), var2= lBmérséklet (€).
Model: var2=b3/exp(b2*(varl-1*b1))+b0 (Spreadsheet4)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: ,765464092 R=,99984 Variance explained: 99,969%
N=15 b3 | b2 | b1 | bo
Estimate | 14,92291 | 0,153119 | 7,191448 @ 5,063373

A bO= a mért legalacsonyabbrhérséklet (végbmérseklet).
b3e®2PD) 4 b0 = a mért legmagasabldmérséklet (kezéhémérséklet).

5. Hangero ingerérték

Az 6todik adatsor a handefliggvényében észlelltetngerértékek nyert elméleti adatait
mutatja. A pontsor grafikus &brazolasa alapjan ribgikus fliggvény illesztése latszik
legmegfeledbbbnek, ha az alkalmazott fuggvénybzadtesen megfeléen transzformaljuk,
lehetve téve az origdbdl vald kiindulast a kézablatpar miatt.

A matematikai alaky = a In(b(x — ¢)) + d. Kezdiértékek: b3=b2=b0=1 bl=-1.
A valtozok: varl= hangér(dB), var2= ingerertek (i).

Model: var2=b3*log(b2*(varl-1*b1))+b0 (Spreadsheet8)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,001401137 R=,99999 Variance explained: 99,998%
N=16 b3 | b2 | b1 | bo
Estimate 1,738903 ' 1,539166 @ -1,99920 | -1,95678
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A bO=a mért legalacsonyabb ingerértéB,ln(bZ(lOO + bl)) — b0 = a legmagasabb
mert ingerérték.

6. Lovedékpalya

A hatodik adatsor egy Kitt I6vedék (tjanak adatait mutatja. A pontsor éstekk
attekintése, a gyakorlati ismeretek és elemzésjaagtnnyen megallapithaté, hogy a

gorbeillesztésre parabola, masodfokd hatvany fuggve megfeldl, a szikséges
transzformalassal.

A matematikai alaky = a(x — b)? + c. Kezdsértékek: b2=-0,001, b1= 80, b0=0,1.
A valtozok: varl= a vizszintesen mért tavolsag (myar2= a I6vedék magassaga.
Model: var2=b2*(varl-1*b1)"2+b0 (Spreadsheet1?2)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,000808408 R= 1,0000 Variance explained: 99,999%
N=15 b2 | bl | bo
Estimate 1 -0.000802 99.,89942 7.999709

A bO= a ldvedék legnagyobb magassaga, bl= az &séyahol a |I6vedék legmagasabban
van, b0 — b2*b%= a l6vedék kiindulasi magassaga.

7. Lazgorbe

Az adatsor egy betegséggel egyutt jabali lazvaltozas adatait mutatja (lazgérbe). Az
adatsor ekdleges elemzése alapjan transzformalt Gauss-goilkalmazasa latszik
lehetségesnek. A grafikus abrazolas azonban mutaigy a gorbe aszimmetrikus, hirtelen

emelked és lassan csOkkénkellene, hogy legyen. Ezért a flggvényillesztésleey
specidlisan kialakitott matematikai formulat szigestalkalmazni.

A matematikai alaky =

b Kezdiértékek: b3=b2=b1=b0=1.

A valtozok: varl= az id (nap), var2= bmérséklet 36 Efelett.
Model: var2=b3*varl/(b2+(b1*varl)"b0) (lazgérbedp)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,018167923 R=,99973 Variance explained: 99,946%
N=14 b3 | b2 | b1 | bo
Estimate | 6,263286 1,746860  0,530529 5,226167

A b3/b2= a kezd meredekség azaz, az egy nap alatti induléntelkedés értéke
(betegség jellentzadat).
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Model: var2=b3*var 1/(b2+(b1*var 1)"b0)
y=(6,26329)*/((1,74686)+((,530529)*X)"(5,22617))

Cc4

C:9
C:10
I C:Aal A, §
(@ C:12 C:13 c:14
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8. Napilevegd homérséklet

A nyolcadik adatsor egy 24 oOras lesbgmérséklet valtozas értékeit mutatja, éffélt
éjfélig. Az értékparok elemzése és grafikus attélsia itt j0I mutatja, hogy megfetein
transzformalt szinusz fliggvény alkalmazasa a ceéiszani a gyakorlati ismeretek alapjan
kézenfekw.

A matematikai alaky = asin(b(x — ¢)) + d. Kezdértékek: b3=b2=b1=1 b0=5.
A valtozok: varl=id (6ra), var2= aémérséklet ().
Model: var2=b3*Sin(b2*(var1-1*b1))+b0 (napihéingadozas)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,014721151 R=,99996 Variance explained: 99,992%
N=13 b3 | b2 | bl | Dbo
Estimate | 5,199216 -0,261772 -3,00344 9,997983

A Db0-b3= a legalacsonyabb, b0+b3= a legmagasabiméiséklet (€ bl+6=a
legalacsonyabb, b1+6+12= a legmagasaibdrséklet idpontja (6ra).

9. Otvozet vezetoképesség

A kilencedik adatsor egy olyan modellkisérlet addsatalmazza, ahol két féribkészlt
Otvozet vezdiképességének vizsgalata tortént a szazalékos éwdzé@iggvényeben. Az
adatsor attanulmanyozdsa és grafikus elemzése dalaldthatd, hogy két hatarértek
mutatkozik, azonban az ezek altal meghatarozatirtemyon kivili értékek is jelen vannak
koztesen. Ez azt jelenti, hogy egyszklasszikus transzformalt matematikai figgvénnyel a
illesztés nem latszik megoldhatonak. BEbkiindulva, valamint a hatarértékek jelenléte miat
két kilbnb6ds tangens hiperbolikusz fliggvény megféd transzformalt 6sszege adhatja a j6
regressziot.

A matematikai alaky = atanh(b(x — c)) + dtanh(f(x — g)) + h.
Kezdsértékek: b6=b5=b4=b3=b2=b1=b0=1.
A valtozok: varl= a szazalékos dsszetétel (%), varzetképesség (s/m 1p
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Model: var2=b6*TanH(b5*(varl-1*b4))+b3*TanH(b2*(varl-1*b1)... (vezetbképesseéq)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,000998882 R=,99992 Variance explained: 99,984%

N=21 b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bl | bo
Estimate | 0,334742 0,084865 67,62294 -0,814370 0,081759 36,68642 2,097139

b5b4+b2b1
5+b2

Ha b4>bl akkor
ertéke.
varl=0 helyettesitéssel kiszamithatd a 0%-hoazérvezatképesség értéke.
varl=100 helyettesitéssel kiszamithat6é a 100%tdrbaz6 vezdikepesseg ertéke.

=legkisebb vezéképességhez tartozo %-0s 0Osszetétel

10. Huzalfeszités

A tizedik adatsor a huzal megnyujtas fuggvényelsenikes fesziters adatpar sorat
tartalmazza, azaz a huzalszakadas folyamatéat llerért értékekkel. Az adatsor elemzése
és grafikus attanulmanyozasa alapjan lathat6, ladkgzd és vegs hatarérték egyforma (0),
de a véltozas hirtelen mértékben aszimmetrikusaHzjelenti, hogy klasszikus egysier
transzformalt matematikai fiiggvénnyel az illesztéem adédik megoldhatonak. igy
kovetkezik, hogy bonyolultabb fliiggvény kombinaciashndlando, jelen esetben is a két
megfeleben transzformalt tangens hiperbolikusz flggvény zégs adhat varhatéan
megbizhatdéan jo regressziét 1-hez kozeli korrefa@qgyutthatoval, és jol értelmezheds
ertékelhed paraméterekkel.

A matematikai alaky = atanh(b(x — c)) +d tanh(f(x — g)) + h.
Kezdsértekek: b6=b5=b3=b2=b0=1, b4=5, b1=10.

A valtozék: varl= a megnyujtas (mm), var2=eszit ers (N 10°).

Model: var2=b6*TanH(b5*(varl-1*b4))+b3*TanH(b2*(varl-1*bl)... (feszitéerd)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,000261920 R= 1,0000 Variance explained: 100,00%

N=12 b6 | b5 | ba | b3 | b2 | b1 | b0
Estimate | 2,707871 0,591957 6,005157 -2,70603 4,378056 11,23117 -0,000973

Ha b4>b1, akkor z--% =a legnagyobb fes#itervshdz tartoz6 megnyujtas (mm)

értéke. var2(z) = b6 * tanh(bS *(z—1x b4)) + b3 * tanh(bZ *(z—1x bl)) +b0 = a
legnagyobb fesziters (a szakadast |étrehoz@er

11. Radioaktiv sugarintenzitas

A tizenegyedik adatsor a radioaktiv anyag 6 idfiggvényében észlelhiet
sugarintenzitasanak eértékeit tartalmazza. Az adotékpar sorozat attekintése alapjan
konnyen megallapithatdé, hogy egy negativ exponbscifiiggvény illesztése lehet a
megfeleb. Mivel az ilyen jelleg vizsgalatoknal a felezési ddmeghatarozasa is elemi
kovetelmény, ezért a matematikai alak megéeleinszformalasa sziikséges.

A matematikai alaky = % (vagy:y = %).
b\c 2\c

A valtozok: varl= az id (hénap) var2= a sugarintenzitas @6).
Kezdsértekek: b2=1, b1=b0=2 (mddositott értekek).
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Model: var2=b2/b1”(varl/b0) (felezésiid6)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,002096773 R=,99998 Variance explained: 99,996%
N=11 b2 | b1 | bo
Estimate | 7,993744 | 2,018864 | 2,931419

A megoldas akkor érvényes, ha 1,98<b1<2,02. Ekkdelezési id: b0, a kezdeti
intenzitas b2.

12. Osszefoglalas

A fentiekben bemutatasra kertlt néhany novekedé8ibey illesztése, melyek
eredményeill lathatd, hogy a szamitdégépes program hasznaétzaer igényel matematikai
apparatust, itt konkrétan a ké#itekek meghatarozasa. A tovabbi példak pedig aratjak,
hogy a fizikailag értelmezh&fparamétdr modell valasztasa fontos, de ismerni kell hozz4 a
megfeleb fliggvénykompoziciot, annak additiv esetleg mukagtiv esetét is.



