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A szamitastechnika fétlése hozta magaval, hogy az alkalmazott matematika
érdekbdésének kozéppontjdba a szamitdogépes algebrai zezrlls (CAS) kutatasa és
alkalmazasa kerult. Az &dasban a térbeli hasonlosagi transzformaciéo neérim
feladatanak megoldasara mutatunk be két modellit.

Az el modell a 7 paraméteres, 3D transzformacios fethdat Gauss-Jacobi féle
kombinatorikus kiegyenlitéssel oldja meg Grobnenidin alapul6 algebrai technikaval.

Az elbadads masodik része a kvaterniok alkalmazasat raliatp forgatas, az eltolas és a
méretardny paraméterek meghatérozdsara a Bursad&nii transzforméciés modellben.
Mindkét algoritmusnak éhye az, hogy nemcsak 0 kozeli szoégelfordulasok éeset
alkalmazhat6, tovabb& nincs szikség linearizalaésa iteraciéra a transzformacios
paraméterek szamitasahoz.

1. Bevezetés

A koordinata-rendszerek kozotti attérés soran kikewd jelentsédi a 3D, 7
paraméteres Helmert-féle transzforméacié alkalmazésaa legelterjedtebb mddszer a GPS
rendszerek kozotti atszamitasok elvégzésében. Rogigdban hasznalatos eljarasok altalaban
kozeli, iteracios megoldasokat hasznalnak. A datum tfansacié probléma Ujszér
targyalasaidwangeés Grafarend (2002) és (2003) cikkei vezették be. Otletiik alapjan Rz
forgatdsi métrixot egy ferdén szimmetrikus matrizgisségével irtdk felZavoti (2005)
tanulmanya javitotta a modellgavoti és Jancsé (2006)cikke pedig tovabbfejlesztette a
szakirodalomban ismert algoritmust. Zavoti (1999 publikaci6 a 3D, 7 paraméteres
hasonlosagi transzformaclg normas megoldasat targyalja. A szamitogeppel tatotiga
algebrai rendszerek elterjedésével megjelentekkégaaalitikus megoldast adé modellek.
Ezeknek a modelleknek gyakorlati hasznalatat azdaiezza, hogy az atszamitashoz
hasznalt k6zds pontok szamanak nodvekedésével katobikus robbanés lép fel, azaz a
feladat a szamitastechnika mai allasa mellett ddivatdh meg valos itben.

A feladat ezen tanulmanyban ismertetett nemlineduggoldasa soran az egyenleteket
nem kell linearizalni, nem szikséges iteralni ését koordinata-rendszer (lokalis-globalis
referencia rendszer) kovariancia kapcsolatai autikosan felhasznalasra kerilnek. A
tanulmany ismerteti a Gauss-Jacobi kombinatorikighoramus matematikai elméletét, a
tulhatarozott 3D, 7 paraméteres transzformacio miégat.

2. Gauss-Jacobi kombinatorikus modell

A 3D, 7-paraméteres (Helmert) hasonlosagi trangzfoié a kovetkez modellel adhat6
meg: a transzformaci®( Y, 3-targyponti és azx( y, 3-célponti koordinata-rendszer kozotti
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Euklidészi térben adott pontok kozott valosit mekgepezést az eltolasi-, az elforgatasi és a
méretarany-tényézfliggvényében:

& Xi Xo
b |=sRY, |+|Y, i=123..,n. 1)
c z | |z,

ahol
- {a,b,c}és {X,,Y,,Z} (i=123...,n) ugyanazon a pont koordinatai a két
koordinata rendszerben,
- saz ismeretlen méretarany tén§ez
- X,, Y, €ésZ, az ismeretlen eltolasi ertékek,

- Ra forgatasi matrix.

Az R forgatdsi matrix a harom koordinata tengely koelforgatassal, azaz, ¢ ésk ,
harom fliggetlen paraméterrel irhato le:

R = R(w)R,(#)R,(x). 2

Az R forgatdsi matrixot azS ferdén szimmetrikus matrix bevezetésével a kowétke
maodon irjuk fel:

R=(I3—S)_l(|3+S), €))

ahol I, a harom dimenzios egységmatrix, matrix aza, b ésc paraméterekkel az alabbi
form&ban adhaté meg:

0 -c b
S=|c 0 -al. (4)
-b a O

A 7 paraméter meghatarozasahoz legalabb 7 egyetitésara van sziikség. Amennyiben
3 pontot tekintiink adottnak, az (1) formula felhredasaval 9 egyenletet tudunk felirni, igy
feladatunk tulhatarozotta valik. A kovetkezegyenletek a 3 pont koordindtdinak (1)
0sszefluggésbe tort@melyettesitésével adodnak:

fi=  sX_ -scY +shZ +X,+cY,-bZ, -a -ch +bg =0
f,= scX +sY -saz -cX,+Y,+azZ, +ca -b -ag =0
f:=— sbX +saY +sz +bX,-a%,+Z, -ba +ah -c¢ =0
f,= sX, =-scY +shZ +X,+cY,-bZ, =-a, -ch, +bc, =0
f,=  scX, +sY, -saZ -cX,+Y,+aZ, +ca, -b, -ac, =0 (5)
fo:=— sbX, +sa¥ +sz, +bX,-aY,+Z, -ba +ab -c, =0
f= sX; =—sc¥ +sbZ, +X,+cY,-bZ, -a -ch +bc, =0
fy = scX, +sY, -saZ, -cX,+Y,+aZ, +ca, —-b, -ac, =0
f,.=— sbX, +sa¥, +szZ, +bX,-aYy,+Z, -ba, +ab, -c; =0

A fenti 9 egyenletdl all6 egyenletrendszer a 7 ismeretlen paramétenigenlinearis és
tulhatérozott.

Az egyenletrendszer egyértdlnmegoldasahoz az (5) egyenletékikivalasztunk 7
egyenletet, példaul elhagyjuk a 7. és 8. egyenéttek
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f,i=  sX, -—scY +sbz +X,+cY,-bZ, -a -ch +bg =0
f,= scX +sY -saz -cX,+Y,+aZ, +cg -b -ag =0
fy=— sbX +saY +sZ +bX,-aY,+Z, -ba +ab -c =0

fp= sX, —scY +sbZ +X,+cY,-bZ, =-a, -cb, +bc, =0 (g
f

f

f

N

w

IN

al

= scX, +sY, -saZ -cX,+Y,+azZ, +ca, -h, -ac, =0
=- sbX, +sa¥ +szZ, +bX,-a\,+Z, -ba +ab -c, =0
o:=— shbX, +saY, +szZ, +bX,-aY,+Z, -ba, +ab, -c =0

o2}

Ha a megoldas édllitasara az Awange és Grafarend (2002) altall@@a@robner-bazis

V4

kivalasztast a kombinatorikus megoldas soran mineleetséges médon el kell végezni. Ezt a

kivalasztast a sorrend fegyelmen kivil hagyésé‘i;/}# 36kuléonb6d kombinaciéban tudjuk

megtenni. A 7 egyenletet mind a 36 esetben meglkadini mind a hét paraméterre, és rendre
a megoldasok sulyozott atlagat kell szamolni.

Ha csak 3 k6zds pont van, nincs komoly akadalyalknimogy kiszamitsuk a 36 kilonkéoz
Grobner-bazist, de ha 4 vagy tébb pont van, a &lategoldasa egyre nehézkesebbé valik.
Példaul, ha 4 kbzods pont van, akkor a kombinacdmsa 792. Ez azt jelenti, hogy 792
Grobner-bazist kell meghatarozni, és azokkal szamdfia 5 adott pont van, akkor a
kombinaciok szdma 6435, a pontok szdméanak nove&edégombinatorikus robbanas lép
fel, a feladat megoldhatatlanna valik.

Az (1) osszefliggésben szeieptltolasi paraméterek kikiiszéboléséhez képezzik a
kovetked kiulonbségeket:

f14 = fl - f4 = lez _SCYz + Sbaz —a, _CQ2 + bciz =0
fs= f,-fy= scX, +sY, -saZ, +ca, -b, -ag, =0 (7)
fao:i= fa—fg= - be13 tsaY, +sZ; - balS + ab13 ~Cy3 =0
foo= fo—fy= —-sbX, +sa¥y, +szZ, -ba, +ab, -c, = O,
ahol
Xy =X =X, Yy =X -Y, 4 =4 -2y, Lj U {123} i,

3 =a-a;, b =h-b, G=6¢-c.

3. A7 paraméteres 3D transzformacio megoldasa

A (7) 6sszefliggésben adott nemlineéris egyenlesmardnegoldasahoz valamilyen kiils
programot kell hasznalnunk, mint példaul a MATLABQy a Mathematica.

A fenti nemlinearis egyenletrendszer megoldasatAazange és Grafarend (2002)
tanulmény a Grobner bazis felhasznalasaval hajtottgre. A méretardny-tényez
meghatarozasara egy negyed-fokl polinom-egyenledgtak. A negyed-fokd polinom
gyOkeit a MATLAB programcsomag segitségével is napglatjuk. Az alabbi negyed-foka
polinom legkisebb pozitiv gydke szolgaltatja a niem@ny-tényedt:

ds*+ds’+ds*+ds +d, =0, (8)
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ahol a polinom egyutthatoi a két koordinata-rendsze adott pontok koordinatai altal
meghatarozott bonyolult fliggvényei a Grobner bamistMegjegyzendl hogy a negyedfoku
egyenlet megoldasa utan még kulon probléma a gyékétkvalasztasa, a négy gyok kozul a
megfeleb méretarany-tényézivalasztasa.

A rekonstrualhatosag érdekében megadjuk a negyedpgiolinom egyutthatoit:
d, = X13* Y12* Y12* Y23+ X12* X12* X13* Y23- X12* X12* X23* Y13- X12* Y13* Z12* Z23 )

-X23*Y12* Y12* Y13+ X13* Y12* Z12* Z23- X23* Y12* Z12* Z13+ X12* Y23* Z12* Z13

d, = c12* X13* Y12* Z23-b13* X12* Z12* 723 -c13* X12* Y23* Z12+b23* X13* Y12* Y12

-a23* X12* X12* Y13+ ¢23* X12* Y13* Z12+cl12* X12* Y23* Z13+al3* Y12* Y12* Y23
-b12* X23* 212* 713 -a23* Y12* Y12* Y13+ b12* X13* Z12* Z23 -c12* X12* Y13* Z23 (10)
+al3 X12* X12* Y23 -c23* X13* Y12* Z12 -a23° Y12* Z12* Z13+c13* X23* Y12* Z12

-b13* X23* Y12* Y12 -b13* X12* X12* X23+b23* X12* 212* Z13+al3 Y12* Z12* 723
+b23* X12* X12* X13+al2* Y23* Z12* 713 -a12* Y13* Z12* 723 -c12* X23* Y12* 713

al3 b23* X12* X12+b12* b12* X23* Y13+ b12*c13* X23* Z12 -c12*c23* X13* Y12
+b13*c23* X12* Z12 -a23* b12* 712* Z13+al2*al2* X23* Y13 -b12* b12* X13* Y23
-al2*al2* X13* Y23 -a23 b13* X12* X12+al3* b23* Y12* Y12 -a23*b13* Y12* Y12
+al2*b23* 212* Z13+a23*c13* Y12* Z12+al2*c12* Y23* Z13-b12*c12* X23* Z13 (11)
-b23*c13* X12* 212 -al2* b13* Z12* 723 -a23*c12* Y12* Z13+al2*c23* Y13* Z12
+b12*c12* X13* 223 -al2*c12* Y13* Z23 -a13*c23* Y12* Z12 -c12*c13* X12* Y23
+c12*c13* X23* Y12+ c12*c23* X12* Y13 -b13*c12* X12* Z23+h23*c12* X12* Z13
+al3 bl2* Z12* 723 -al2*c13* Y23* Z12+al3*cl2* Y12* Z23 -b12*c23* X13* Z12

-al2* b13*c12* 223+ b12*cl2*c13* X23+b12* b12* b13* X23 -al3* b12* h12* Y23
-al2*al2* b23* X13+a23*c12*cl13* Y12 -al3*cl2*c23* Y12+al2* b13*c23* Z12
-al2*al2*al3* Y23 -b23*cl12*c13* X12+al2* b23*c12* Z13 -a23* b12*c12* Z13 (12)
-b12* b12* b23* X13+a23* b12*c13* Z12 -al2*c12*cl3* Y23+al2*al2* b13* X23
+al2*al2*a23* Y13 -al2* b23*cl13* Z12 -al3* b12*c23* 212 -b12*c12*c23* X13
+b13*c12*c23* X12+al2*cl12*c23* Y13+a23 b12* b12* Y13+al3* bl2*c12* Z23

d, = al2*b13*c12*c23-a13 b12* b12* b23+al2*al2*a23 b13-al2*al2*al3 b23 (13)

-al2b23*c12*c13+a23* bl12*b12*b13+a23 b12*c12*c13-al3* bl2*cl12*c23

A méretarany-tényézismeretében az egyenletrendszerek linearisaké&samelyeknek a
megoldadsa méar nem jelent problémat (Awange és @rada(2002)). A ferdén szimmetrikus
Smatrixa, bésc elemeit az alabbi linearis egyenletékbyerhetjik:

ahol

p,*a+ p,=0, (14)

P, =-s*s*s* X13*Y12* 712 -b12*s*s* X13* Z12 -a13* b12*cl2 -al3s*s* Y12* 712

+b13*s*s* X12* 212+ cl12*s*s* X12* Y13 -al13*cl2*s* Y12+al2* b13*cl2
+al2*b13*s* Z12 -al3* b12*s* 712 -b12*c12*s* X13+al2*s*s* Y13* Z12
+8*s*s* X12* Y13* Z12+al2*cl12*s* Y13 -c12*s*s* X13* Y12+ b13*c12*s* X12
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P, = -al2*al2*al3-al2*cl3*s* Z12+al2*s*s* Z12* Z13+al2*cl2*s* Z13
-c12*c13*s* X12 -al2*c12*c13+s*s*s* X13* Y12* Y12 -c13*s*s* X12* 712
+8*s*s* X12* X12* X13+s*s*s* X12* Z12* 713 -al2*al2*s* X13 -b12* b12*s* X13
-al3* b12* b12+al3*s*s* X12* X12+al3*s*s* Y12* Y12+ cl2*s*s* X12* Z13
4, *b+ ,=0, (15)
ahol
0h = b12*cl2*s* X13+b13*cl2*s* X12 -al3* bl12*s* Z12-s*s*s* X13* Y12* 712
-al3*cl12*s* Y12+al2* b13*cl2+al2*s*s* Y13* Z12 -al13*s*s* Y12* 712

+al2*b13*s* Z12+s*s*s* X12* Y13* Z12 -al3* b12*cl2+cl2*s*s* X12* Y13
+al2*cl12*s* Y13 -b12*s*s* X13* 212 -c12*s*s* X13* Y12+ b13*s*s* X12* Z12

Qo = -al2*al2* b13-c12*c13*s* Y12+ h13*s*s* Y12* Y12+ cl2*s*s* Y12* Z13
+S*S*s* Y12* Z12* Z13+s*s*s* X12* X12* Y13 -b12*c13*s* Z12+ bl2*s*s* 712* Z13
-b12* b12* b13-al2*al2*s* Y13+ b13*s*s* X12* X12 -c13*s*s* Y12* 712
+b12*c12*s* Z13+s*s*s* Y12* Y12* Y13 -b12* b12*s* Y13 -b12*c12*c13

nL*c+ r, =0, (16)
ahol

I =-b12s* X13-al3s*Y12-s*s* X13* Y12 -al3 b12
+8*s* X12* Y13+alz* b1li+alz* s* Y13+ b1 s* X12

I, =-al2*al3-b12*b13+s*s* Z12* Z13+s*s* Y12* Y13
-c12*c13+al3*s* X12+b13*s* Y12 -al2*s* X13
+8*s* X12* X13+¢12*s* Z13 -b12*s* Y13 -c13*s* Z12

Az R forgatasi matrix felhasznaldsaval sz a, b, és c értékek ismeretében a még
ismeretlenX,, Y, ésZ, eltolasi paraméterek ertékeket a (1) kégletifejezve az alabbi

dsszefiiggéssel nyerhetjik:

X,] [a 1+a?-b*-c*  2(ab-c) 2(ac+b) |[X,

_ _ S A2 2_ 2 _
Yo 7|0 e 2ab+c) 1-a’+b*-c 2(bc-a) ||Y |17)
Z,| |c 2(ac-h) 2(bc+a) 1-a?-b*+c?||Z

4. A datum-transzformaci6 Bursa-Wolf modellje

Az (1) transzform@ciot (j jelolésekkel irjuk f8hen Y. Z., Chen Y., Zheng D. H. (2006)

tanulmanya alapjan:
s =t+k[Rp, i=212..,n, (18)

ahol t az eltolas-vektork a méretarany-tényéz R a forgatasi matrix, és illetve p;
ugyanazon a pont ismert koordinatai a két koordin@&ndszerben. Térjink at sulyponti

koordinatékra (a sulypont koordina#siil. p):
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Asl =s| —s:>sI =As| +S,

_ _ (19)
Api :pi _p:pl :Api +p
Visszairva a transzformacio képletébe kapjuk:
As +s=t+k[RAp, +p),i=12,...n. (20)
Atrendezés utan adddik:
As +s=t+k[RP+kRAp,,i=12...n. (21)

A transzformacio képlete a sulypontra is igaz, eaéeplet kozepe elhagyhatd, és marad:
As =k[RAp,,i =12,...,n. (22)

Az ismeretlert eltolas-vektortdl igy megszabadultunk, marad mégR.

5. Az ismeretlenek meghatarozasa szélséérték feladatbol

Hatarozzuk meg a maradékvektort:
Av, =As -k[R[Ap,,i =12,...,n. (23)

Tekintsik a kovetkezoptimalizalasi feladatot:
. T _ . _ T _
rnanAvi Av, _TIRnZ(AS‘ kR [Ap,)" {As —kR@Ap,). (24)
Mivel R ortogonélis matrixR'R=E), az egyenlet a kdvetkéalakban is felirhato:

min(Y (0] 18s) -2k (4] (RIBp,) +Kk*Y. (Ap] Bp))}. (25)

A célfiggvény szétsértékét ak szerinti parcialis derivalt dihése esetén veszi fel, igy
kapjuk, hogy

k= Z(AS DRUSIO)/Z(AIO. [Ap;). (26)
Visszahelyettesitjuk kra kapott értéket a szétmek feladatba:
I‘T?RIH{Z(Aﬁ m&)_Z(AS [Rmpi) /Z(Api mpi)}- (27)

Mivel k-t mar kikliszoboltik, a szélérték mar csak aR forgatasi matrix figgvénye, igy
(27) el tagja elhagyhatd, a méasodikbdl viszont agjetlmiatt maximum szamitando6 (a
nevedt is elhagyhatjuk, mert nem tartalmaz ismeretlent):

mRaxZ (As' [RIAD,). (28)
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6. A szélsoérték szamitas megoldasa kvaternio-algebraval

Kvaterniokra (4 dimenziéS=(0,A s')" P=(0, A p")" vektorokra) &ttérve a (28) bilinearis
alak az ismeretlerR forgatasi matrix helyett az ismeretlé=(qo,q"')" kvaterniéval is
felirhatd, ahol a kereseR forgatasi matrix és a szamitdft kvaternio kozott az alabbi
0sszefliggés van:

R=(q;-q" @) E+2(q[@" +q,T(q) - (29)
A kvaterniokra vonatkozo6 legfontosabb 6sszefliggések

Q:CIo+q1[i+q2[j+q3[k:qo+q
Q =0, -q=(dy,—9")",|Q| =& + 2 +qZ + 2

0 — 0 d,
Cw={ags 0 -q (30)
-0, O, 0

+_| % -q’ ~_| -q'
N [q quE+C(q)}’Q [q quE—C(q)}

Most mar minden adott (28) 6sszefliggés atirasahoz:

max ' R, =max® (S Q'[P MQ)=maxQ" [N
2) (8s' (R[Bp;) =max) (§ [Q° R Q) =maxQ' @, (31)
aholN (4x4) matrix a kovetkdrzalaku :

N = { As' (Ap, As' [T(Ap,) }

T (32)
—C(As)[Ap; As [Ap; +C(As)T(Ap;)

A (31) kvadratikus alak akkor éri el maximumat, @asajatvektoradN-nek, ekkor értéke
megegyezikN sajatértékével — tehat a maximalizalasi felatlatmatrix maximalis A
sajatértékének, illetve a hozza tartoz6 egysé@nyajatvektornak (a keresett kvaterniénak) a
meghatarozaséara vezet.

A Q kvaternio ismeretében (29) alapjan Ré;) forgatasi matrix mar felirhato, ezért a
forgasszogek kiszamithatok:

a= arctg(r% 3), B =arcsiner,),y = arctg(r%l) : (33)

ahol o az x tengely, azy tengely, ésy a z tengely korili forgatési szoget jeldli. A
méretarany-tényét ezutan (26) osszefliggés alapjan szamitjukelolas-vektort pedig (18)
alapjan atlagolassal hatarozhatjuk meg.
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Osszefoglalas

A tanulmanyban megadtunk egy moédszert a 3D, 7 pateres transzformacio
nemlinearis egyenletrendszerének megoldasara atfmigmatrix parametrizalasaval. Az
eljaras sem nem iterativ, sem nem kdveteli meg gfigyelési egyenletek linearizalaséat és
tetsdleges koordinatatengely-menti elforgatdsok esetéénges. A 3D, 7 paraméteres datum
transzformaciés probléma targyaldsa soran a Gréidmsra vald attéréssel a datum
transzformacié méretarany-téng@gmek meghatarozasahoz negyed-foku polinom-egyanlet
kell megoldani.

A mésodik, Bursa-Wolf modellben a kiegyenlités a6 nélkil, kdzvetlenul oldhatéd
meg kvaternio-algebra segitségével, ami jéeszamitasi igény csokkenéssel jar.
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