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A 3D, 7 paraméteres hasonlosagi transzformacio egy egyszeri
megoldasa

Zavoti Jozsef
MTA CSFK GGl

A természetben fenndll6 0&sszefliggések, torvényekbstgikben nemlinearis
egyenletekre vezetnek, amelyeket altaldban linglwaz iteracioval szokas megoldani. A
linearizélas eleve elhanyagolast, kdzelitést erege® Bizonyos esetekben lebstg nyilik
arra, hogy a nemlinearis probléméakra egzakt, korrekgoldast kapjunk. Az @&dasban
megadtunk egy levezetést a 3D hasonlosagi tramsafbé nemlineéaris feladatanak
megoldasara. A médszer sem nem iterativ, sem nemiddo meg a megfigyelési egyenletek
linearizalasat. A méretarany paraméterének megimidara masodfokd polinom-egyenletet
adodik, a forgatasi matrix paraméterei a legkiselgyzetek modszerének ez eldels
levezethatk. Maga a végeredmény ismert a szakirodalomban, aeamegoldas az
egyszetfiségével meégis figyelmet érdemel.

1. Bevezetés

A datum transzformaciok szamitdégépes algebrai mardkkel tortééd targyaldsaban
Awange és Grafarend (2002, 2003a, 2003b) évekbegieteat tanulmanyai tekinthat
kiindulasi alapnak. Magyar nyelven Zavoti (200anulmanya maodositasokat javasolt a
matematikai modellhez. A Zavoti, Jancso (2006) adnmy a modositasokat pontositotta. Az
abszolut tajékozasi probléma kvaternidkkal tofténegoldasat Horn (1987) tanulmanya
tartalmazta az eb& kozott.

A szakirodalomban eddig publikalt eredmények azanbam tekinthéik végleges
megoldasnak, mert az alkalmazdsuk nehézkes, a dgakielhasznélads soran fellép az u.n.
kombinatorikus robbanas problémaja.

Ezen tanulm&nyban olyan matematikai megoldast adwenkely kikiiszoboli a
kombinatorikus robbanas problémajat, és az egyéteribus nehézségek is elmaradnak.

2. A 3D, 7 paraméteres transzformacio megoldasa

A 3-dimenzids, 7-paraméteres transzformacid gyakhasznalt eljards a imzaki
tudomanyokban, ugymint a geodézidban, a navigaendszerekben, a kartografiaban, az
drkutatasban és a szamitégépes grafikdban. Az eggtumban megadott pontokat
torziomentesen a masik datumba atvivanszformacié matematikai 6sszefliggése az alabbi

osszefliggéssel adhaté meg:
X Xo X
Y, [=] Y, [+AR Y, i=1,2,..n, (1)
Zi
ahol:

z, Z
[x,,Y.,z] célpontok koordinata értékei,
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[X,.Y,.Z,] @z ismeretlen eltolasi értékek,
A az ismeretlen méretarany-téng§ez
R(w,¢,k) a forgasi matrix,
[x .y z] targypontok koordinata értékei.
Az R forgasi matrix a harom tengely korili elforgatdssdarom flggetlen,
meghatarozanda, ¢ ésk paraméterrel irhato le:

R =R ()R, (#)R,(x) - 2)

Feladat A 7 ismeretlen paraméter becslése a két rendszésimert koz6s pontokng 3)
alapjan.

Az R forgatasi matrixot azS ferdén szimmetrikus matrix bevezetésével a kowétke
maédon irhatjuk fel:

R=(1,-S)*(1,+S), 3)

ahol I, a harom dimenzios egységmatrix,ematrixot aza, b ésc paraméterekkel az alabbi
maodon adjuk meg:

0 -c b
S=lc 0 -a|l. 4)
-b a O

Az adott k6z6s pontok alapjan meghatarozhatdk adrétszer sulypontjainak koordinatai:

X = i=1 Y - i=1 Z = i=1
s on s n o n ' (5)
2% 2.V 2%
— =1 :i=1_ —_i=1
XS n 1 yS n 7 ZS n

A sulypontok kielégitik az alabbi egyenleteket:
§ = +X, +cY, -bzZ, +Ax, -Acy, +Abz, -X, -cY, +bZ, =0

S

s, = —-cX, +Y, +az, +Acx, +Ay, -Aaz, +cX, -Y, -azZ, =0 (6)
s;i= bX, -aY, +Z, -Abx, +Jday, +Az, -bX, +aY, -Z, =0

Az (1) egyenleteket pontra felirva, az alabbi egyenletek adodnak:

=  +X, +cY, -bz, +Ax -Acy, +4bz -X;, -cY +bz, =0

= -cX, +Y, +az, +Acx +Ay, -Jdaz +cX, -Y, -az =0

= +bX, -aY, +Z, -Abx +Aay, +Azz -bX, +aYy -Z =0

= +X, +cY, -bz, +Ax, -Acy, +4Abz, -X, -cY, +bz, =0

= -cX, +Y, +az, +Acx, +Ay, -—-Jaz, +cX, -Y, -azZ, =0 (7)

= +bX, -aY, +Z, -Jbx, +Aay, +Az, -bX, +a¥Y, -Z, =

iy

N

EN

4]

—h—h—hw—h—h—h

o

= +X, +cY, -bz, +Ax, -Acy, +Abz, -X, -cY, +bzZ =0
= -cX, +Y, +aZ, +Acx, +Ady, -—-Aaz, +cX, -Y, -azZ, =0
f,,.= +bX, -aY, +Z, -Abx, +Aay, +Az, -bX, +aY, -Z, =0
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A fenti egyenletekbl az s, s, éss, stlyponti egyenleteket rendre kivonva, eltavolitliat
az eltolasi paramétereket és az egyenletekbentaggittériink a sulyponti koordinatakra:

fi = fi-s= A —Acy,,  +Abz,  -X,, ¢, +bZ, =0
fos = f,-s,= Acxg +Ay,, —Aazg toX, -Y, -az, =
fy = fi—s,=  —Abx, +Aay, +Az, -bX, +aY, -7, =
fie = f,—s = My —Acy,, +Abz,, -X,, -—cY, +bzZ, =
foo = fs—s, = AC%,g tAY,, —Aaz, tcX,, —Y,, —aZ,, =0
f

6s = f6 - SS = - /]bXQS + /]ay25 + /]ZZS - beS + aYZs - ZZS =0 (8)

f3n—25 = f3n—2 - S.I. = /]an - /]Cyns + /]bzns - an - CYns + bzns = O
f3n—1:; = f3n—1 -5 = /lcxns + /]yns - /]azns + ans _Yns - aZns =0
fSns = f3n -5 = - /]bxns + /]ayns + /]Zns - bxns + aYns - Zns =0
ahol
Xe=X, =X, Yo=Y,-Y,, Z,=Z,-Z, i=123..n
>(iszxi_xs! yiszyi_ys' Ziszzi_zs i: 12'3""n'

Az f,,, f,..(=123.n egyenletekbl a b paramétert, illetve aza paramétert
kifejezve, kapjuk az aldbbi formuléakat:

b = (_/]Xis+/]cyis + Xis + CYis)/(Zis +/]Zis) .
(i=223...n). 9)
a= (ACXS +/1yis +Cxis _Yis)/(zis +/]Zis)
Az f, (1=12123,...,n) egyenletek a kovetkézamddon is felirhatok:
(/]yis +Yis)a_ (/])ﬂs + xis)b = Zis _/]Zis' (I = l2,3...,n) . (10)

A (9) 6sszeflggéssel ada@ttésb paramétereket a (10) képletbe helyettesitve adalik
alabbi egyenlet:

(Ayis +Yis)[/]yis _Yis +C(Axis + >(is)] + (AX15 + >(is)[/]xis - xis _C(Ayis +Yis)] = Zli —AZZé, (11)
(i=123...n).

Néhany egyszésités és 0sszevonas utan azt tapasztaljuk, haggraeretlen paraméter
kiesik, és al paraméterre egy ismeretlenes, masodfoku, talteaétregyenletrendszer alléel
eqgy:

PE+yZ+2)=X2+Y2+ 22 (i=123..n). (12)
Az egyenletrendszer a kovetkealakban is felirhato:

(W +yr 2 X+ 22 [+ yi+ 2 +XEn¥EvzE)=0  (1=123..0).  (13)

Ezen tulhatarozott egyenletrendszer megoldasa sarénméretarany-tényéze - a
szadmunkra fizikai jelentéssel bir6 pozitiv gyokpgden - az aldbbi, az Albertz-Kreiling (1975)
kézikbnyvben megadott, a tapasztalatbdl is ismesszéfliggés, vagy a Horn (1987)
tanulmanyéban a kvaterniokkal levezetett 6sszefigdédik:
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VXEHYEH+ZE

! . (14)

n

2 2 2
; Xis +yis +zis
=

s

A=

Tehat esetliinkben a méretarany-tédyee masodfokl egyenletetdb egyértelntien
meghatarozhaté — a szakirodalombol ismert (AwangeGéafarend (2002)) negyedfoku
polinom gyokeinek kénysziiszétvalasztasi eljarasaval ellentétben.

3. Alinearis paraméterek meghatarozasa

A 1 méretarany-tényéz ismeretében valamennyi pontra a (8) O6sszefliggés
felhasznalasaval az alabbi formaban irhatjuk t@zavetith egyenleteket:

S Az +Z, (v +Y)]
"X, -] vy ] - (/]z1S + le) 0 /]Xls + X
Yis = AYis Vi )Iyls + Yls - (/1)(13 + Xls) 0
le - /]zis VZl O /1223 + ZZS - (/1)/25 + YZS)
X25 - /1X25 V><2
st _/]yzs Vyo - (/1223 + 225) 0 /1)(23 * x23 a
Zys = A2y + Vaa | _ /1y25 +Yos - (AXZS * XZS) 0 b (15)
xns - /]an VXn ' ' |
Yns _/]yns Vyn 0 /1an + ZnS - (AynS + YnS)
L Zns _/]zns_ _Vzn_ - (Azns + Zns) O Axns + an
Ayns + Yns - (/b(ns + XHS) O -

A Gauss-Helmert modell alapjan keressik az alatdggrték feladat megoldasat:
%Vﬁi +vi+vE O (16)

Néhany matrix-aritmetikai azonossdg alkalmazaséxalkovetked normal métrix
vezethet le:

Sy + v+ 02+ 2] -EO XML ) -0, X )z +Z,)
i=1 . i=1 ':nl . (17)
Slove, +xJ + 02+ 2 f] -2y e )0z +2,)

3k + X, F + Oy + VY]

i=1

Hasonlé modon adddik a normalvektor:
Zi(yiszis - ZisYis)
2}\ Zn:(zisxis _Xiszis) ' (18)
i=1

zn: (X isYis - yisx is)

A 3x3 mérett normal egyenletrendszéilbaz a, b és c paraméterek szamos eljarassal
meghatarozhatdk, mi a singular value decompositiédszert javasoljuk. A még ismeretlen
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X,, Y, ésZ, eltolasi paramétereket az (1) 0sszefligges alegmaalabbi egyenletib lehet
meghatarozni:

X, ] X, 1+a’-b?’-c>  2(ab-c) 2(ac+b) X,

Y, |=]Y, —% 2(ab+c) 1-a’+b*-c®  2(bc-a) AE (19)
l+a“+b°+c

Z,| |z, 2(ac-b) 2lbc+a) 1-a’-b*+c?| |z

ahol a sulypontok a két koordinata-rendszerbent &dat)'s pontok koordinataibol szamoltak.

4. Osszefoglalas

A tudomanyos kutatdsokat ségiechnikai eszkdzok, eljardsok fajesével a rszaki
tudomanyok elmélete is féiik: Uj elméletek alakulnak ki, Uj modellek keletkek, Uj
kiértékelési modszereket dolgoznak ki, amelyek psatbbak, vagy egysidibek, mint a
korabbi eljarasok. A friszaki tudomanyok egyik fontos feladatara, a 3D, araméteres
nemlinearis hasonl6sagi transzformacié megoldasdyaolyan 0 levezetést mutattunk be,
amely dsszhangban van az eddigi eredményekkel, zdasraert elméleteknél sokkal
egyszeiibb és vildAgosabb matematikai eszkdzoket hasznal fel

A 3D, 7 paraméteres nemlinearis hasonlésagi trans#cio megoldasahoz az altalunk
megadott 0j matematikai levezetés a forgasi méatlkalmas paraméterezésén alapul. Ez a
modszer nem igényel iteraciot és nem sziukségesgligyelési egyenletek sorba fejtése,
linearizaladsa sem. Nincs megko6tés a tengelykdaitidtasok nagysagrendjére vonatkozdan
sem. A modell levezetése soran a 3D, 7 paramétitesn transzformacio problémajat mi
egy masodfokl polinom egyenlet megoldasara vezetisza, a szakirodalomban ismert
negyedfoklu egyenlettel szemben. A kidolgozott mat#aai modell nem a szakirodalombal
ismert kvaternibkat, nem a Grdbner-bazist, nem &obi vagy Sylvester rezultanst
alkalmazza, hanem elemi matematikai eszk6zokenidagzl.
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