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A (4,5,4,5) mozaikhoz tartozo Kkristalynovekedési hanyados

Németh La&szlo
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ABSZTRAKT. Ebben a cikkben egy hiperbolikus félig szabalyuszaik, a
(4,5,4,5) mozaik kristalyndvekedési hanyadosatrbaraik meg, amely egy
cella koéré létrehozott, egymas utani dvezetek etdmsai hanyadosainak
hatarértéeke.

1. Bevezetés

Tekintsiink egy mozaikot. A mozaik egy téieges elemét (vagy egy pontjat) tekintsik
0. bvezetnek. AA4. dvezet tartalmazza azokat a mozaikelemeket, megkekan k6zos pontja
a 0. ovezettel. Ezen Ovezetek kdré hozzunk létre tovébbzeteket a kdvetkézrekurziv
maédon. Az(i + 1). bvezet alljon azokbdl a mozaikelemékbmelyeknek van legalabb egy
k6z0s csucspontjuk d@zovezettel, de nincs egyetlen kdz6s pontjuk serfi azl). dvezettel
(i > 1). Jelentser; az i. 6vezetben le¥ mozaikelemek (vagy cellak) szamat, ekkor
alim,_,(r;+1/7;) hatarértéket, Vermes |. javaslatara, a mozaikhapzo kristalynévekedési
hanyadosnak nevezzik. A hiperbolikus szabélyos ikokza&setében nem csak a sikban ([1],
[2], [6]), hanem t6bb dimenzios terekben is kiszh&komar e hataréerték ([3], [4], [5], [7]). A
tovabbiakban egy félig szabalyos esetre, a hipigumlsikbeli (4,5,4,5) mozaikra vizsgaljuk
meg a kristalyndvekedési hanyadost.

2. A 0. ovezet egy szabalyos otszog

Tekintsuk a (4,5,4,5) félig szabalyos hiperbolikmsozaikot. A mozaik minden
csucspontjaban kéttszabalyos négyszdg és KeHzabalyos 6tszdg valtakozva érintkezik.
Legyen a). 6vezet a mozaik egy szabalyos 6tszoge (1. Abmibkan az etsnéhany dvezet
elemei azonos szinekkel (azonos arnyalattal) vajetale.
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A 0. Ovezet OtszOgének cslcsait nevezAlktipusi pontoknak. Tovabba az egyes
Ovezeteken I&y minden olyan 6tsz6g pont& tipustunak hivunk, melyekhez csak dgy
Ovezetbeli mozaikelem tartozik. A masik harom ekekdvetked 6vezetben van. Legyen az
i. bvezeten le§ csucsponB tipusy, ha két. és két(i + 1). Ovezetbeli elem kdzos cslcspontja
(2. &bra). Jelolja; azi. dvezetbeliA tipusu pontok szamai; azi. 6vezetbelB tipusu pontok
szamét. Ekkor az 1. abra alap@n=>5, b, = 0 ésry, = 5, valaminta; = 10, b; = 10 és
r, = 10, tovabbéa, = 25, b, = 30 ésr, = 30.

Tétel. Mindeni-re teljesul, hogyt;,; = 2a; + %bi, b;y1 = 2a; + b; ésr;.4 = 2a; + b;.

BizoNYiTAS. A fentiek alapjan lathatjuk, hogy az allitas 0 ési = 1 esetén teljestl. Most
tegyuk fel, hogy tetstegesi—re is igaz a tétel. Az Ovezet kil§ hatardn 1é¢ egyesA ésB
tipusu pontokhoz rendeljik hozza azokatiaz 1). 6vezet kil§ hataran le§ csucspontokat,
melyek mozaik élek szamat tekintve a legkdzelebibnak az adott ponthoz. Kor, illetve
négyzet jeloli ezeket az &, illetve B tipusu pontokat (2. abra). A hozzarendelés apntok
esetén egyeértelim de egyB ponthoz hozzarendelt & tipusu pont egy masik 6vezetbeli
ponttol is ket ,élhossz” tavolsagra van. Az ilyemnpok szamat, a tébbszori beszamolas miatt,

csak%—es szorzoval vessziik figyelembe az adbypontnal. igy adodik, hogy a& pontok

esetén az W, illetve B pontok szama is 2, 6vezetbelB pontok esetén pedig 1 2%5

Hasonl6an minden csucsponthoz csatlakozik a kozétkeezetlél harom vagy ket
mozaik elem. Egy tet§legesA pont esetén egy mozaik cella (szabalyos otszé@)akszik
kizardlag a tekintett ponthoz, a masik ketella mindegyike egy-egy tovabbibvezetbeli
ponthoz is csatlakozik. Hasonl6an adzéekhez, a multiplicitas elkertlése végett, csak a

szamuk felét vesszik figyelembe a tekingegponthoz, azaz szamuk 6sszesen?2 % = 2.
Hasonléan szamolva egy teikzyesB pont esetérR E: 1 Uj cellat kapunk. A 2. abran
lathato eseteken kivil tobb eset ninss.

Az 0. tételben szerepl; ésb; rekurziv sorozatok kdzotti 6sszefliggeést irjuknfgtrixos

formaban. Ekkor
a: a:
(i) =M (5,)

1
M=<2 E).
2 1

Ismert, hogy aim,_, (r‘i) hatarérték megegyezik a¥ matrix legnagyobb valés

Ti
sajatértékével [3] [4] [5]. Ezek a sajatértéke?éﬁ és a%g ami bizonyitja a kovetkéz

tetelt.

ahol
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1. Tétel. A (4,5,4,5) hiperbolikus félig szabalyos mozaikstiéynovekedési hanyadosa
F < 2,6180.

2. A 0. ovezet egy csucspont

Vizsgaljuk meg a mozaikot arra az esetre, lfa@vezetnek egy csucspontot tekintiink
(3. abra). Ekkor definialnunk kell edy tipusu pontot is. Legyen egydvezet kil§ hataran
lévé csucsponC tipusu, ha csak egydvezetbeli négyszégnek csucspontja. Ekkor a & abr
alapjana, = 0, by = 0, ¢, = 0 ésr, = 0, valaminta, = 4, b; = 4, ¢c; = 2 ésr; = 4, tovabba
a, =12,b, =16,c, = 2 ésr, = 16.

3. Tétel. Mindeni > 1-re teljeSUI, hogwi+1 = Zai + %bl + ¢;, bi+1 = Zai + bi + ZCi!
Ci+1 = C; ésri+1 = Zai + bi + 2Ci'
BizONYITAS. A tétel bizonyitasa teljesen hasonlé az 0. tBiebnyitdsahoz. AC ponthoz

hozzéa rendelt Uj csucspontok szaméat a 4. abrértdhlet olvasni. Az abran @ pontokat
haromszoggel jeldljiuk.

4. abra
2 1/, 1

Ebben az esetben kapoM =, 1 2| matrix sajatértékei nyilvanvaléan
0 0 1

megegyeznek az &0o6 esethez tartozd rekurzi6 matrixanak sajatértékeivehat a
lim;_,q, (”ri) hatarertek sem adhat mas eredmeéniyt.
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3. Az {5,4} szabalyos és a (4,5,4,5) félig szabalyos hiperbolikus
mozaikok dsszehasonlitasa

A (4,5,4,5) félig szabalyos mozaik az {5,4} szalwély hiperbolikus mozaikbdl
csonkolassal szarmaztathato. Ha az {5,4} mozaikdenn6tszdgét a szomszédos oldaliélez
pontok altal meghatarozott egyenesek mentén lekdgfua kapcsolodo levagott részeket
egyesitjuk a négyszogeres 6tszogekdl allé mozaikot kapjuk. Ez az 5. aran jol lathato.

5. abra

Ha a (4,5,4,5) mozaik minden négyzetét az atldiktére felvagjuk haromszoégekre és a
szomszeédos Otszogekkel egyesitjiuk, akkor az {5,d¢aikot kapjuk. Felmerilhet a kérdeés,
hogy mivel a két mozaik egymasbdl szarmaztathaszeakezetik nagyon hasonld, esetleg a
kristalyndvekedési hanyadosuk is megegyezik. Médik.és [5] alapjan az {5,4} mozaik
kristalyndvekedési hanyado®at 3, ami nem egyezik meg a fent kiszamolttal.
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