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OSSZEFOGLALO. A cikkben az optikai, mechanikai éekEomossagtani
példadkon keresztul mutatom be az elemi, illetve asabb matematikai
mdbdszereket, amelyeket hasznalhatunk a fizikailpnodk megoldasaban.

ABSTRACT. In this paper, | present elementary aigthér mathematical methods
through optical, mechanical and electricity exersithat can be efficiently used for
solving physical problems.

Néhany probléman keresztil szeretném bemutatny holyen matematikai eszkdzéket
hasznalhatunk a fizika oktatdsa soran. Természetesalogatas 6nkényes, vannak kimarado
modszerek (etsorban itt a vektor tveletekre gondolok), és vannak olyanok is, amelgekh
magasabb matematikai ismeretekre van szikség.dbbiakat természetesen csak az emelt
szinti matematikat tanulé didkoknak lehet megmutatni.

1. probléma: Fényterjedés

Felhasznalva a legkisebbsidFermat elvét A fény a legrévidebb idéj palyan mozog.
Ennek harom kdvetkezményét vizsgalhatjuk, amely@kikaz el§ ket trivilis, ezért csak
a harmadikat vizsgaljuk meg részletesebben:

1.1. kévetkezmény: A fény a homogén kézegben egyenealban terjed, azaz >
c

minimalis, has is minimalis ¢=allando).

1. 4bra

1.2. kdvetkezmény: A fényvisszadees torvénye: beesési sz6g = visszédési szog
(2. &bra).
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visszavert sugar
beesési méteges

| 1. kbzeg

bee$ sugar Terjedési sebesséwgl:

2. abra 3. abra

3y . : . . . _sina _V,
1.3. kbvetkezmény: Snellius-Descartes torvény, tiingg: —— =+

sing v,

=n,, (3. abra).

Helyezzik el az abrat egy koordinata rendszerbal#).

1. 4bra

A fény a hatarfellleten I&E pontban térik meg.
A pontok koordinatai legyenek a kovetk&z A(a;b) B(¢ 9 HE x0).

Mivel a terjedés ideje: t=—+—.

. ) \/(x— a)2 ( x)2
A pontok koordinatait felnasznalvex) = v + v
1 2

A terjedési id szélgertéket ax szerinti el§ derivaltbol tudjuk meghatarozni:
2(x—a -2(c—- X
(=208 e

2\ (x-a)°+ 8 2vy(c Y+ &

. S X—a . . c— X
Az &bra alapjansing = ———— es sing =

(x-a) +F (c- X+ &
igy az id5 derivalt figgvénye a kdvetkézéppen alakul:

=0.
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t’(x) _ sina _sing 0.

Vl V2
Ezt atrendezve kapjuk a keresett 6sszefliggést:
sing _Vi_
sing v,

2. probléma: Valtakozo fesziiltség effektiv értéke

lgazoljuk, hogy a szinuszosan valtakozo feszilessgeny % !

Megjegyzés: A valtakozofesziltség annak az egyeifsggnek az értéke, amely
ugyanazon az ellendllason adott mlatt ugyanannyi munkat végez, mint az adott kaka
feszlltség.

A valtakoz6 fesziiltség a kovetketiiggvénnyel adhaté megl (t) =U,, 8in(wi) .

2
A valtakozo fesziiltsédt idétartam alatt végzett munkajaw = U? [At.

A teljes periédus iél alatt végzett munka ezen elemi munkak 0-t6l Tay bsszege, azaz
integrélja:

= _dt— Umaxsm a)Et dt= —max Y i sm a)Et dt (2)
)

Felhasznalva, hogy;in2 X = % :
Kapjuk a kbvetkedt:
max]l cos( 2wit) | _UZ, [t sif 20() T *
) R|2 4w 0

Rendezve:

sin(ZZﬂTj
2 sin( 20T 2 2
W= Umaxtéz_ ( )]:Umax T OUT | Y d g

R 12 4w R 12 4 | R 2

Mivel az egyenfesziiltség munkdjadé alatt:

U 2
W=—T (4
= (4)
A két munka egyekégélsl adodik, hogy:
U 2
U2 — ~ max 5
eff 2 ( )
Azaz: Uy = Yinax (6)
) eff \/E

Természetesen a modszer nem csak a szinuszosakozaltfeszultségre alkalmazhato,
hanem barmilyen itben peridédikusan valtakozo fesziiltség esetén isoiéan jarhatunk el
az aramdisseg esetén is.
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3. probléma: A harmonikus rezgémozgas

Minden harmonikus re#gnozgashoz tartozik egy ugynevezett referencia kigas. A
harmonikus rezgmozgas rezgésszama (frekvencigja) és a koérmozgaklldtszama is
egyenb, tehat a rezgés szogsebessége a kormozgas sEsggphel egyehl A
rezgdmozgas amplitiddja és a kbrmozgas palyajanak sigaragegyezik.

1:rezgész f kérmozgas ‘[ZT[

(*)rezgés: W kérmozgas

.
el NP

8 : 180"
OJ B=0" a0’ 270" faen’
Y

2. abra

Az elébbiek felhasznalasaval és az abrabdl adodik, hogmarenonikus rezgmozgas
kitérése:
x = AN wl) (1)
Vizsgaljuk meg, hogyan fligg a harmonikus K@ngzgast végztest sebessége asidl!

3. dbra 7. &bra

A rezg@ test sebessége (az abrabdl):

cosa=—" = v=ylcos (2)
Wi

Egyenletes kdrmozgas miatt:=wld ——  v=\ [cow).

A keruleti sebesség és a szogsebesseg kozottfiigges:v, = r [
v=roswd (3

Mivel r = A, ezért a harmonikus re@mozgast végz test sebessége:
v= Albltodwd)  (4)
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Mivel a rezggmozgas valtozo sebessiémozgas, ezért a rezgest gyorsulasa sem nulla!
Vizsgaljuk meg, hogyan fligg a harmonikus K@mgzgast végr test gyorsulasa az

idétol!
X3

o
/ : PO

4. dbra

acp — a korpalyan mozgo test centripetalis gyorsulasa
a— arez§ test gyorsulasa (azp X iranyl komponense)
A rezg test gyorsulasa (abrardl):
. a
sina =—,
%p
a=-g,L5ina.
Egyenletes kdrmozgés miatt:= w(f .
Centripetalis gyorsulasa,, = r [
a=-r [0 in(w) (4)
Mivel: r = A, a harmonikus re#gnozgast végztest gyorsulasa:
a=-Aly 5inwl) (5)
A harmonikus rezgmozgast végz test gyorsulasa aranyos a kitéréssel, de azzal
ellentétes irdnyu, ezt fejezi ki a negatitjel.
Kb6z6s koordinata-rendszerben abrazolva a fliggveaty@k abra).
Természetesen az elemi levezetést kivalthatjuk nabpamatematikai ismeretekkel.
Mivel a sebesség a kitéréssidzerinti el§ derivaltja, a gyorsulas pedig a masodik, igy
kapjuk, hogy:
x = AGsin(w) (6)

x(t) = ( ACsifw0)) = AwCcobwlf  (7)
x(1) =( Alsin(wD))’ =- Ae? Osifwl}  (8)

V(1)
a(t)
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5. abra

4. probléma: A sulylokés optimalis szoge

Milyen szdg alatt kell elhajitanunkh magassagbdl, adotty kezdisebességgel a
sulygolyét, hogy vizszintesen a lebiéegnagyobb tavolsagot érjik el? [1]

/”-—\-..\
&/ \\\
e =
N
N
h N
N\
! \
- X s
6. abra

Az 10. abra alapjan a ferde hajitas féigges és vizszintes dsszétiev
—h = v, @ Cina —% gt (1)
X =, [Atosx (2)
Fejezzuk ki az iét a (2) egyenletll és helyettesitsik be (1)-be:

g 2
~xdan-h=0 (3
2V§El20§(xx xHa (9

Oldjuk meg az egyenletet:

2
x:VE sina [tos +\/ﬁg sifia 0 cosa +@h (4)
g
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20h
v

2
xzvgo(sina [cosx + cosv sio 3 4() (5)

Bevezetve ak® = jelolést:

Ezt derivalvan, szerint:

dx =V—g(—sin2a +coda- s siRa® R+ sifa 3 gSinatcos o (bos a J (6)

da ¢ Vsin®a 3k
Széldértéket keresunk, tehéccfi:l—x =0.
a
Megoldva, kapjuk a kovetkétr

cos2a 3/ sifa 3 K = K sim— sia 0 cax (7)
Ezt négyzetre emelve, majd rendezve kapjuk, hogy:
cosa- sifa = K sifa (8
cot? o =1+ K (9)
Felhasznalva a kovetk&két azonossagot:

cot’ o +1=— il. cosa :ﬂ (10)
sif a 1+ cof a
. . V1+k?
sina = ill. cosa =

1
NI Nl

eredményre jutunk. Ezeket a (5) egyenletbe behebjéte kapjuk a maximalis tavolsagot:

2
xmax=VE°V1+ k(12

Visszairvak? értékeét: X = VEOJVS +2gh (13

Lathatjuk, hogy az elérh&tlegnagyobb tavolsag fligg az inditds magassagétéh é
sulygoly¢ inditasi sebességit

Eredményeinket tablazatba foglalva kiszamitottuk cgtimalis szdget, az elérléet
legnagyobb tavolsagot, valamint 6sszehasonlitash@@3°, 45°, 47°-0s szogek esetén az
elérheb tavolsagot. Jdl lathatd, hogy valoban a I6Hegnagyobb tavolsagot érhetjuk el. Bar
a 43°-0s és az optimdlis szogek esetében (tobblIfimi's kezdbsebességnél) az eredmények
gyakorlatilag megegyeznek fuggetlenll az inditagasaagatol.



60 Nagy Zsolt

h (m) h (m) h (m)

Vo
(m/s

optimalig
sz6g

optimalig optimalig

X X X X m X X X X m X X X X
max 43 45 47 szog max 43 45 47 sz6g max 43 45 47

10 | 40,68 |11,841,8311,7911,64 40,28 | 12,0311,99/11,91{11,78| 39,89 | 12,2012,1412,0511,94

11 || 41,34 |14,014,0013,9313,8(| 40,99 | 14,1914,17|14,09/ 13,95 40,65 | 14,3714,33/14,2414,1(

12 | 41,86 |16,336,3716,3016,1¢ 41,56 | 16,5616,54|16,46|16,32( 41,26 | 16,7316,71/16,6216,4]

13 || 42,29 |18,948,9418,8718,7y 42,01 | 19,1219,11/19,04({18,88| 41,75 | 19,3(019,29 19,2019,04

14 | 42,63 |21,7p1,7021,6421,494 42,39 | 21,8921,88|21,81| 21,65 42,15 | 22,0722,06/21,9821,8]

15 | 42,91 24,624,6'24,6]24,4!1 42,70 | 24,8624,85| 24,79 24,61 42,49 | 25,0425,0424,9624,71

1. tablazat
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