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OsszEFOGLALG Ebben a cikkben adott megfigyelési értékek alapjdegkisebb
négyzetek médszerével ugy becsuljuk meg egy kidgyeegyenes paramétereit,
hogy az egyenes és az adott értékek eltéréseingketésszege minimalis legyen.
Két lehebség létezik: vagy csak az egykvagyy) vagy mindkét valtozotx(ésy)
véletlen hibaval terhelt mérési eredménynek teldnt]

ABSTRACT. In this work we apply the least squares methodhteet of given
observation values to obtain the parameters ofdausted straight line so that the
sum of the squares of the differences of the giadnes from the straight line is
minimal. There are two possibilities: either onlyeoof the variables x and y or
both of them are considered as results of measutsroentaining random errors.

ZUSAMMENFASSUNG In diesem Beitrag wird mit der Methode der kiéams
Quadratsumme die Parameter der ausgleichenden éperads einer Reihe
empirischer Beobachtungswerte so bestimmt werdexss ddie Summe der
Quadrate der Abweichungen der Funktionswerte vaneatapirischen Werten ein
Minimum wird. Es gibt zwei Mdglichkeiten: entwedegine & odery) oder beidex

und y) Koordinatenkomponenten mit zufélligen Fehlern dfedte MessgrofRen
sind.

1. Einfiihrung

In den angewandten Wissenschaften besonders inEdgineering Practice ist eine
allgemeine Aufgabe zu gegebenen Punkten eine Fumatipassen. Mit diesem Problem sind
viele Forscher schon beschatftigt. Einige der erStnsuchen der Total Least Squares (TLS)
kann man in York (1966), in Golub und Van Loan (Ap8nd in Reed (1989) finden. Huffel
und Vandewalle (1991) und Reed (1992) hatten dasaWien weiterentwickelt. Weitere
Verfeinerungen hat Nievergelt (1994) und Schaff2006) empfohlen. Die Anwendungen
der TLS sollte man unter anderem Lenzmann und Lanmam(2001), Guo (2007) und
Reinking (2008) erwéhnen. In Ungarn verhandelteayd2980) das Thema.

2. Mathematische Modellen der Anpassung der ausgleichenden Geraden

Gegeben seien n Punktéx,y, ),i=12,...,n, n=2 in einem kartesischen

Koordinatensystem. Ziel ist die Bestimmung einesgheichenden Gerade mit der Gleichung
y =ax+b wobei geometrisch gesehen die Unbekanngendie Steigung undb der

Achsabschnitt sind.
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I. Das herkdmmliche, allbekannte Modell. Bei dieserti i es so betrachtet, dass es
sich bei den Wertery, um mit zufalligen Fehlern behaftete Beobachtunged bei den

Wertenx um fehlerfreie Gro3en handelt. Wenn man die Ves&remgenv, einflhrt, erhalt
man die linearen Beobachtungsgleichungen

y +v, = ax +b i =12,...,n. 1)

Die Losung dieser Ausgleichung nach der Methoden kleinsten Quadraten ist
wohlbekannt und nimmt folgende Gestalt an:

> (% = - 9)
i(xi _2)2

[I. Wenn die Variabl&mit zufalligen Fehlern behaftet ist, dann die Besttangerx,
sind mit Verbesserunger) versehen:

a

O

I
<
&,

(2)

Y, = a(x +v,)+b i=12,...,n. 3)
Fur die transformierten linearen Beobachtungen tmekbman
_ Yy _b .-
+y, = - i=12...N. 4
X+ = o L (4)

Nach elementaren mathematischen Schritten ergdht die LS-Losung, die mit der
Parameterschatzung im linearen GM-Modell identisth

> -9’
a= i=1

=— , b
Z(x-?)(yi-s‘/)

y-a. (5)

[ll. Wenn es sich sowohl bei den Werkeals auch bei den Wertgn um mit zufalligen
Fehlern behaftete Beobachtungen handelt, man einfiie Verbesserungen undyv, flr
beide Variable

y, +v, = a_(xi +VX‘)+b i=12,...,n. (6)

Yi

Von jedem gegebenen Punkt ist eine lotrechte Geradgesuchten Gerade zu ziehen. In
diesem Fall soll man die Bedingungen formulierend umst das nachstehende

Gleichungssystem fur die Unbekannteq, y, zu)dsen

Yo =ax +b
- X 7
Yooy =% (7)
a

Die Losungen sind die Folgenden

_ay +x-ab a’y, +ax +b
a?+1 ' 0 a?+1 - (8)
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Die Minimierung das Quadrat der lotrechten Distan# ausgleichende Gerade ist

gleichbedeutend mit der Minimierung voﬁv +v , wobei v, und v, die an den
i=1

Punktkoordinaten(x,y, janzubringenden Verbesserungen sind. Damit koénnan das
Quadrat der lotrechten Distanz aufschreiben

2 2 2
2 _\2 42 = _ay +x—ab _a‘y +tax +b L
d”=v, +v, (xi rTE j +(yi — j i=12,...,n. (9
Nach einiger mathematischen Wandlung vereinfachi die vorige Formel
_ _ 2
gz = Y- ax —b) i=12,..n. (10)
a“+1

Also zur Losung der Aufgabe soll man die Extremeeginer zweivariablen Funktion
F (a,b) aufsuchen

—ax —b)? ~ min (11)

1 n
Fab) = a’+1
i=1

Zur Existenz der Extremwerte eine notwendige Bedlgg ist, um die partiellen
Ableitungen verschwinden. Nehmen wir zuerst digigie Abteilung nach der Variable b

oF (a,b) _
ax —b)=0. 12
% o +1z(y. X-b)= (12)
Aus dieser Bedingung kommt man zu der Formel
Man kann zur Schwerpunktkoordinaten tibergehen
X. = X
Al i=12...n. (14)
=Yy

Der gewéhlten Verfahren ermﬁgllcht es, von derfdiédtion mit zwei Variablen zu einer
Zielfunktion mit einer Variablen Uberzugehen. Marh&t auf diese Schreibweise der
Punktkoordinaten und mit der Bedinguhg y — ax ein Modell nur mit einer Variablen und

die ZielfunktionG(a)

1 & .
G(a) = -~ min. 15
@= 72 (15)

Durch Bildung der Ableitung nach des Varialaiegelangt man zu dem Zusammenhang

aG(a) -2a
X, (Y, —aX,) =0. 16
da (a2 +1)2-Z( ( 1)2_1: ( )= (16)
Aus dem vorherige Formel ergibt sich zunéchst
(@ +1)Z(XiYi _axi2)+aZ(Yi -aX;)* =0, (17)
i=1 i=1

lautet dann die Gleichung mit zweiten Grad als Egditat
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n

&Y XY +a ) (X2 -¥) -3 XY, =0, (18)

Fir die Losungen einer quadratischen Gleichungesith nach der sogenannten kleinen
Lésungsformel fur den Paramet@der folgende Ausdruck

-3 —Yf)i\/(i(xiz —Yf)} + ixmj

a,=— = i . (19)

Da unter dem Wurzelzeichen eine positive Zahl ayfigibt es zwei reelle Losungen,
kann man es anzeigen, dass die FunkEga,b) mit dem positiven Zeichen ihr minimaler
Wert, mit dem negativen Zeichen ihr maximaler Warfinimmit.

3. Numerisches Beispiel

In Neitzel und Petrovic (2008) ist eine numeris®wspiel von der Arbeit Kupferers
(2005, S91., Tab. 1) genommen.

X

INFRTENY Y
WIN|IFR|IO
o|hR|O|=

Tab. 1: Numerisches Beispiel

Die Aufgabenstellung besteht darin, eine ausgl@ideeGerade durch die Punkte 1 bis 4
zu berechnen, wobei die Koordinater,y, als gleichgewichtige und unkorrelierte
Beobachtungen angesehen werden.

In diesem Beispiel versucht Kupferer zu zeigen, sdaBe TLS-Lésung einer
ausgleichenden Geraden und die GH-Losung voneinaateeichen und Neitzel und
Petrovic (2008) hat die selbe Aufgabe durch einenge Auswertung des nichtlinearen GH-
Modells gel6dst. Wir geben die exakte Losung an (Bab

Ergebnisse GH-I GH-II Kupferer GH, strengExakt-1l|
Steigunca 3.000 3.2667 3.241 3.241804  3.2418p4
Achsabschnitb -1 -1.4000 -1.362 | -1.362706 -1.3627p5
verbesserungs- | g0 | 04082 | 0372| 0372046  0.372946
guadratsumme ' v

Tab. 2: Losung des numerischen Beispiels
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4. Schlussbemerkung

In diesem Beitrag als Hauptergebnis wurde die exh&sung der ausgleichenden Graden
in Rahmen der TLS Methode abgeleitet indessen daglithkeiten der Methode der
kleinsten Quadrate vollig einhielt waren, das heMturde jeweils die zuldssige
Losungsverfahren des nichtlinearen GH-Modells esegg. Dieser Teil der Arbeit ist als
heuristische Losungsverfahren des TLS-Modells zunes.

Aullerdem anhand eines speziellen Beispiels, in didi;n exakte Losung der
ausgleichenden Geraden angewendet war, wurdegtiedass die strenge Auswertung des
nichtlinearen GH-Modells und die Anwendung des TU8thode die gleichen Ergebnisse
liefern.
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