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Osszefoglald. Ez a cikk a 2D projektiv transzforidgmaramétereinek a becslését
targyalja L1 normaban és az iter4cié soran Ujrasulyozott lepkisnégyzetek
mddszereivel A transzformacids egyenletek két siditikus egymasra illesztését
irjdk le. Emellett, a projektiv transzformécié feinalis modellt szolgéltat sik
teruletek aerotriangulacios feladatanak megoldéasého

Abstract. This paper deals with the estimation okefficients of the two

dimensional projective transformation using thenorm and the iteratively
reweighted least squares methods. The equatiaiésafansformation express the
analytical rectification from one plane to anothér. addition, the projective

transformation can be the functional model solv@agotriangulation problem on
flat terrains.

1. Bevezetés

A tér sikra tortét leképezése gyakransébrduld feladat (példaul a szamitégépes grafika,
vagy a festészet). A fényképezés soran a targyakdwoknak minden egyes pontjahoz
egyértelnien hozzarendeljik a keletkezett kép bizonyos pibnfat a megfeleltetést pont-
transzformacionak nevezzik. Egyes esetekben a ettetképen a targy bizonyos
deformaciokat szenvedhet, mint példaul a projeknszforméacié esetében is. A digitalis
kamerak digitalizalt képeit projektiv transzform@aal kéthetjuk 6ssze.

2. A 2D projektiv transzformacio alapegyenletei

Keét sik centralis projekcidjanak alaptsszefligges@tismert tortlinearis egyenletekkel
adhatjuk meg [1] és [3]:

X = 2aX*tapytag y = DXty +hs 1)
CiXx+coy+1 CiX+coy+1

ahol &, y)" a képpont koordinatai,
(X, V)T a targypont koordinatai,

q"= (a1, a2, as, by, by, bs, 1, ¢2)" ismeretlen paraméterek.

A nyolc fuggetlen ismeretlen paraméter meghatdéimis legalabb négy nem
kollinearis pontparra van szikség. Négynél tobb ttagmntpar esetén kiegyenlitéssel
hatédrozhatjuk meg az ismeretleneket. Az ismergibmaméterek meghatarozasa utan az (1)
egyenletek hasznalhatok teikeges, a képkoordinata-rendszerben megadott poninak
targykoordinata-rendszerbe valo transzformaciojahoz
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3. Projektiv transzformaci6 paramétereinek becslése L;- normaban

Az (1) egyenletrendszer nevgevel valo atszorzas, és az egyenletek rendezéseaut
méreési eredményekre az alabbi javitasi egyenleekdk fel :

Ve TTagX —ayy; —azt e X, ey X, + X
vy, = =bix b,y —by+ XY +cLy Y+ (2)
i=1,2,...n

ahol n = 4 a mindkét rendszerben adott koz6s pontok szama.
L1- normaban az ellentmondasokat a koveiképp definialjuk:

o= /vi +v§i20, i=1,2,...n 3)

Célunk megkeresni az alabbi célfiggvény minimumat:
n
f(a)= XA (4)
1=
Helyettesitsiik (3) 6sszefliggést az aldbbi e@ylemiséggel:

/vi +v§i <p (5)

Az (5) formula megengedi, hogy a transzformalt poagy ap, sugaru kor belsejében,
vagy a kor hataran helyezkedjék el.

A (3), (4) és (5) osszefliggések egy nemlinearisy@izalasi feladatot definialnak. Ezt
a nemlinearis optimalizalasi feladatot a FuchsaJ&jl bevezetett modszerrel linearizaljuk.

A (vy\, ,vyi) ellentmondas vektorokat irjuk fel polar-koordiridtal:
Vx = f; COST| Vy =g Sing;. (6)
Ekkor tetspleges) (0= < 27)esetén igazak a kovetkeasszefliiggések:

Vy COSA = p; cosT; cosA

o ()
vy Sind = p; sinzj sinA
A (7) képletben szerepplegyenleteket sszeadva kapjuk:
Vy CosA +vy sinA = g cos(ry - A)< g, (8)

0<A<2nm.
A fentiek szerint az (5) 0Osszefuggés helyettesitheégtelen sok(/] D[O,Zni)
egyenbtlenséggel:
-a, X cosd —a,y, cosl —a, cod +cx X, cob+c,y X, cdstX, cbs @)
—-b,x; sinA —b,y, sind —b, siM +c,xY, siM+c,yY, sim+Y sid < p,
i=12,...,n, 0<A<2n.
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Véalasszunk minden pontra csak véges ﬂgl(j =12, m) értéket. Geometriailag ez
azt jelenti, hogy a kort egyn oldalt poligonnal kozelitjik. Ekkor az eredeti namaéris

optimalizalasi feladatunk a kdvetkelineéris programozasi feladatba megy at:
—a,X; cosA; —bx siMd; —a,y; cod; —byy, sid; —a, cok —b, sh
+cl(xiXi cosd; +xY, sin)lij)+cz(yi X; cod; + VY, si|7lij)—pi <-X; cob; -Y, sk
> p, - min 0. =20 (10)
i=12,...,n j=12,...m
Az elébbi linearis programozasi feladat az eredeti nesdliis optimalizalasi feladatot
approximalja. Ha a (10) formulakkal atdefinialt netitt primal linearis optimalizalasi
feladatnak tekintjik, akkor a hozzatartoz6 dualbpmat is megadhatjuk, amelynek a
megoldasa utan kapjuk a primal, az eredeti feladajoldasat.

4. A sikbeli projektiv transzformacio iteracios becslései

4.1. Hagyomanyos Kkiegyenlitési modell

Az (1) formulak k6zds nevépvel tortérd atszorzas, valamint az egyenletek rendezése
utan kapjuk:

- X =—gX—-ayy-ag+xX +coryX (11)
—Y =-byx-byy=bz+ i XY+ CoyY

A sikbeli projektiv transzformaci6 hagyomanyos kegjitési modelljében a

targykoordinatak kapjak a javitasokat. Matrix fobma a javitasi egyenletek igy adhatok
meg:

&
=% 0 -y 0 -1 0 xX yX bl X Vi,
0 -x 0 -y 0 -1 xY yY a, Y Vy,
-% 0 -y, 0 -1 0 xX, Yy,X, b. - X, Ve
0 -x 0 -y, 0 -1 XY, Y, 8.2 =LY | R Yy, |- (12)
: 3 : :
-x, 0 -y, 0 -1 0 xX, VX, b, - X, .
0 X% 0 ~Yn 0 -1 XnYn ann Cl - Yn Vyn
CZ

Az (X;,Y)i=12,...,n pontokhoz rendelt stlyokat jelt'jl(epXi Py )
Ekkor a fenti kiegyenliiszamitasi modell normal méatrixa a kovetldezppen adhatd
meg:
2RX 0 2P XY 0 2R 0 2K 2P

0 2% 0 2 PXY, 0 2Rx PR -2 P XYY
2PXY, 0 2RV 0 2RV 0 2RXYX 2R

13

0 D%y, 0 DoV 0 DY 2 RXWY =3B, YWY (13)
2 PX 0 2PV 0 n 0 2B XX —2 B Y%
0 3B, % 0 DBY 0 n ->p, %Y > P, Y

SSpE% =R ~ShxyX ~SpxvY -SexX -SexY e+ prxyi(xzﬂﬂz)
SSRxYX =YY YR YR -YRuX ~YRyY SRxw(xe+) Y yixe+v)




46 Zavoti Jozsef

A normal vektor az aldbbi alakot veszi fel:

RS- Y % YR NI R XS RY-Y x-Sy a4)
Az elss lépésben ap, =1 és p, =1 (i=12,...n) sulyokkal elvégziink egy

hagyoméanyos kiegyenlitést, majd valasztunk egy maximum Hikedl tipusu becslést és a

kapott javitasok alapjan a valasztott mddszer sulyfliggvénye falidasaval 0j sulyok

hatarozhatok meg. Az iteraciot addig folytatjuk, amig a korererig. egy adott hatart elér.
Részletek a [5] szakirodalomban talalhatok.

4.2. Percy Tham féle modell
A sikbeli projektiv transzformacioPercy Tham [7] féle modelljében a kép-
koordinatékrol tételezzik fel, hogy hibakkal terheltek. Legyen
S = aX+a;y+ag 5, =bix+bly +bg f=c/x+cyy+L. (15)

A kezdbértekeket megadhatjuk a hagyomanyos modeb é@sraciojabdl szarmazé
értékekkel.

Az X(a,a,a,c,C,) és Y(bb,b,c.c,) fllggvények linearisan kozelitlidt a tobbvaltozos
fliggvényekTaylor sora szerinti sorfejtés alapjan:
x =54 xday + yda, N dag syxdc; syydc,
6 6 12 12 oz oz

v _Sy, xdby N ydb, +%_ syxdc; syydc,
g 0 e e 62 62

(16)

A fenti egyenletekbl a sikbeli projektiv transzformaciBercy Tham féle kdzvetib
egyenleteire a kovetkéxkifejezéseket kapjuk:

sX—HX:—xdal—ydaz—da3+ﬂdcl+ﬂdoz

e g (17)
—6Y=—xdbl—ydb2—db3+%dc+ydc
Sy g dat g

Altalanosan a Percy Tham féle modell kozvetét egyenleteinek matrixa a
kovetkedképpen adhaté meg:

S S
-xg 0 - 0 -1 0 x-% =
1 Y1 1 9 Y1 0
0 _Xl 0 _yl 0 -1 X]_Sfy ylsl
0 e
S S
X 0 -y, 0 -1 0 X ?x i ?x (18)
0 -x 0 - 0 -1 % Sy
‘ 2 Y2 279 Y2 2
S S
0 - X 0 - 0 -1 x, Y x, Y
n Yn ng ng

Vezessuk be a kovetk&eloléseket:

dXi = S)( - H)(i (19)
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Ebben az esetben a normal vektor a kdvéikemmaban adodik:
(—z>qd>ﬁ,—z>qd\f,-2md>ﬁ ~RyidY 2dX '_Zd\f-z)ﬁ(sxxi +sin),Zy.(sxXi +sin))T . (20)

A projektiv transzformaci®ercy Tham -féle moédszerének robusztus becslési modelljét
agy kapjuk, hogy a (17) kozvetitegyenletekhez sulyokat rendeliink —o6elépésben
p, =L p, =1 (i=12,...n) — és ezen sulyok felhasznalasaval végezziik el a kiegyenlitést.
A tovabbi Iépésekben a 4.1 alfejezetben ismertetett iterativ becslésinaigoszerint hajtjuk
végre a szamitasokat.

4.3. Tarczy - Hornoch féle modell
A Tarczy-Hornoch [6] féle modellben a képkoordinatakat tekintjiéketten hibaval
terheltnek, és a kiegyenlités soran a képkoordinatdkhoz rendegivikidsokat:

) e U )
cl(x+vx)+cz(y+vy)+1 cl(x+vx)+c2(y+vy)+1

A keresett ismeretlenekre vezessiik be adzal,al,b?,b?,b?,c’ és & kozelit
ertékeket, amelyeket kaphatunk példaul a hagyomanyos kiegyedilitésb

Az X(a,a,2,¢,¢,) €s Y(bb,h,c.c,) fliggvények Taylor sorfejtésében hanyagoljuk el a
masod- és magasabb rérndgokat, ekkor a (21) dsszeflggés#ktapott javitasi egyenletek
a kovetked alakot veszik fel:

Sy — xXcg + chg -X= (Xc? - a?}\/x + (Xcg - ag}\/y - xdgy - yda, —dag + xXdg; + yXdc,  (22)
Sy = chg + chg -Y = (Yc? - bf }\/X + (ch - bg }\/y - xdb; — ydb, —dbs + xYdc, + yYdc,

A fenti egyenleteket valamennyi kdzos illegaintra felirhatjuk:

Ryv, +Agq=b,
R,v, + A,q =D, (23)
ann+Anq:bn
vagy
Rl 0 0 0 V1 A]_ bl
0 R A b
2 214|720 q= | 2, (24)
0 0 0 R,||v| |A, by
ahol q'=(a,b,a,b,a,b,c,c,) ismeretlen vektor.
b = Sx_xixicg"'YiXicg_Xi
=
sy ~XYic+ Y3,
R = Xicg_agxicg_ag (25)
Yic? ~bpYic) —b3
A= 0 -y 0 -1 0 xX yixij
0 =% 0 -y 0 -1 XY yY
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A feladat hipermatrixos alakja:
Rv+Ag=h. (26)

Az (x,Y;) (i=12...n) pontokhoz rendelt sUIyokatjeI('jl(ep& B, )

Ezen sulyokat az elslépésben egységnyinek valasztjuk. A tovabbi iteracios Iépések
soran a sulyok értékének megallapitasa a 4.1 és 4.2 alfejezetbgit teobusztus becslési
moddszerek adott sulyfliggvényei alapjan torténik.

A (26) Osszefliggésben szekeiiegyenlitszamitasi modell megoldaddikhail [4]
alapjan:

q= (AT (RQRT )_1 AJ_l AT (RQRT )_1b (27)

ahol Q a p, ésp, sUlyok felhasznalasaval addd6 kofactor matrix.

A megoldasi algoritmust Uj sulyok bevezetésével addig ismétediiiig az egymas
utani lépésekben szamolt javitasok az altalunk valasztott siabKritériumnak megfelelnek.

5. Osszefoglalas

s sz

Téargyaltuk a leképezés paramétereinek becslésé@ormaban, amelyben az eredetileg
nemlinearis problémat linearis programozasi feladatra vezettik vissazditiik a projektiv
transzforméacié hagyomanyos modelljének normal egyenletét. A Héiamy féle modellnek
altalanosan megadtuk az iteraci6 soran Ujrasulyozott legkisebghzeték modszerével
eléallithatd megoldasat. A Tarczy-Hornoch féle kiegyéslitimitasi modellt hiperméatrixok
felhasznalasaval oldottuk meg. A [8] szakirodalom a projektiv zfameacido numerikus
megoldasara is tovabbi tampontokat nyuijt.
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