DIMENZIOK 49
Matematikai Kdzlemények
IV. kotet, 2016

doi:10.20312/dim.2016.07

Tobbvaltozés linearis regresszio a gyakorlatban

P6dor Zoltan
NymE Simonyi Karoly Miszaki, Faanyagtudomanyi édivészeti Kar,
Informatikai és Gazdasagi Intézet
podor@inf.nyme.hu

OsszEFOGLALG Cikkiinkben bemutatjuk a tobbvéaltozds linearis resgzio
gyakorlati alkalmazasanak nehézségeit az eredménfghkasznalhatésaga
szempontjdbdl. A matematikai-statisztikai alaplaréigok altal generdlt idedlis
modellek sokszor nem felelnek meg teljesen a vizsgatokat add szakterilet
elvarasainak.

ABSTRACT. In this paper we introduce the difficulties oétpractical application of
the multivariable linear regression in terms of thesult's usability. The
mathematical-statistical based optimum models da aoeswer exactly the
expectations of the examined data’s area.

1. Bevezetés

A kulonboz mérési adatok kozotti kapcsolatkeresés az adatfgldas fontos feladata.
Sza&mtalan statisztikai modszer ismert ennek viasgad az egysziérkétvaltozos lineéris
kapcsolat elemzésita tobbvaltozds nemlinearis kapcsolatkeresésesskdil a mar inkabb az
adatbanyaszat tertletére kimutatdo mesterségesliseuabbkig bezardlag. Azonban fontos azt
is latni, hogy modszertani értelemben egyre boriaddb és szamitasigényesebb feladatokrol
van szo.

Jelen munkaban a tobbvaltozos linearis regresszy@kaglati alkalmazéasaval,
alkalmazhat6saganak kulonkoaspektusaival foglalkozunk. Kitériink a médszegkényeire
€s a gyakorlatban tapasztalhatdo hatranyaira isészedi jelle§ adatok és alapwét
meteoroldgiai paraméterek kdzott végzett dsszeRig@gsgalatokon keresztil mutatjuk be a
modszertan felhasznalasaval kapcsolatos gyaktafasztalatokat €s nehézségeket.

Kilondsen a kapott eredmények értelmezésével, mertebségével kapcsolatosan
felmertb kérdésekre és problémakra fokuszalunk, mint pélad@mnyire 6sszeegyeztethet
matematikai értelemben legjobb modell az adott terélet szdméra j0 és elfogadhato
modellel. Mennyire lehet a kilénb®Zam azonos alapu) adatsorokra kapott eredményeket
egységesen kezelni, a kapott dsszefliggéseket assaitani.

A dolgozatban részletesen is bemutatjuk az alkadthamodszertant, hiszen ennek
ismerete fontos a fenti kérdések vizsgalatanak paeatjabol.

2. Alkalmazott modszertan, felhasznalt adatok

A fejezetben bemutatjuk a tobbvaltozés linearisresgzid elméleti hatterét és a
felhasznalt erdészeti jellégadatokat. Ez a regresszios modszer alkalmas tokbedtt a
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diszkrét adatsorok folytonossa tételére, adathiénkinigré adatok kezelésére, zdjszsre és
természetesen jébeni eéertekek é@lrejelzésére is a fuggetlen paraméterek medgfelel
rendelkezésre allasa esetén.

2.1. Tobbvaltozos linearis regresszio

A regresszié szamitas [3] letieé teszi, hogy linearis kapcsolatot allitsunk fgy éligg
és tobb fliggetlen valtoz6 kdzott, felépitve rajgl énearis modellt (1).

y=b+a;x;+ayx, + -+ ay,xy,, (1)

ahol y a fugd, xq,x,,...,x, a fuggetlen valtozokp,a,,a,, ...,a, pedig a regresszios
egyttthatok.

A modellbe bevont fliggetlen valtozok szamanak rés@lel a modellt jellentz
determinacids egyitthat®{) értéke minden egyes Iépésben biztosan nem roaitdaban
javul is valamennyit. Ez azt a tévképzetet kelthetnink, hogy a legjobb modell a legtébb
valtozé bevonaséaval érléeel. Ezzel szemben az optimalis modebadlitasahoz meg kell
hataroznunk azon valtozok minimalis korét, melyetteéni, statisztikailag is mértiehatast
fejtenek ki a figg valtozora és egy-egy Ujabb valtozé bevonasavghgiiansan javitjuk a
modellt.

Ezért olyan megoldasra kell torekedni, mely soramogdellbe csak a minimélis szadmu, 0-
tol szignifikdnsan eltér egyutthatoju, egymassal minél kevésbé 0OsszéfUimagyarazo
valtozo kertljon bevonasra, mégpedig ugy, hogypottanodell még megfelélbiztonsaggal
frja le a vizsgalt folyamatot. Osszegezve, a meégékes soran optimalis egyensulyra
torekszlink a gazdasagossag és a j6 kozelités kozott

A feladat megoldasara kulonk®zechnikak léteznek, az egyik ismert és elterjedt
modszertant a lépésenkénti regresszids technikédatije A lépésenkénti regresszios
technikaknak [1] alapvéen harom tipusat szoktak megkulonbdztetni:

» forward selection,
* backward elimination,
* stepwise regression.

A modbdszerek mindegyikének alapétlete, hogy egydséirsgaljuk a lehetséges
valtozokat és egyenként dontjuk el, hogy az addttozéra szikség van-e az épul
modellben. Annak eldontésére, hogy egy valtozo ibésp a modellbe szignifikans javulast
hoz-e az eggyel korédbbi allapothoz kép&sprobat hasznalunk (2). Annak vizsgalatara, hogy
egy beépitentl valtozd egyutthatdja a modellben szignifikdnsatéred O-t0l t -probat
alkalmazhatunk.

F = (rf.Lz,...,p—7”3%.1,2,...,;)—1) (2)

2
1=ry1,.2,.p

n-p-1

A harom, emlitett médszer esetében a megkozetdidgaban van kilonbség. farward
selection soran egyeseével vesszik a lehetséges magyardpadkat, és dontjuk el, hogy
beépitésre keriljon-e vagy sem. igy a modell kdmtetegyetlen fiiggetlen valtozot sem
tartalmaz, majd minden egyes iteracioban egy-eggmlel [Bvilhet ez a halmaz, bevonva
azt a valtozét, mely a ledesebb kapcsolatot mutatja a filggéaltozéval. A backward
selection ennek éppen az ellentettje. A ké2adpésben minden lehetséges fliggetlen valtozot
bevonunk a modellbe, majd az egyes iteracios |&péseegyesével hagyjuk el azokat a
valtozokat, melyek a legkevésbhé gyakorolnak haaasigg valtozora.Sepwise modszer
pedig a fenti két eljaras otvozete. Egy-egy itaFadépésben bevonunk egy Uj valtozét, mely
szignifikans javulast okoz a modellben, majd vifisda hogy a mar bevont valtozék kozul el
tudunk-e hagyni ugy, hogy az ne okozzon statisitiganérhed romlast a modell jésagat
tekintve.
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Az illesztés, modellezés soran az illeszkedés fisdig mérésére leggyakrabban hasznalt
mutat6é azR? determinacios egyutthatd. & mellett olyan mutatok alkalmazasa is célézer
amelyek figyelembe veszik a becslés sordn a bev@ltdzok szamat is, és ezaltal a kevés
szamu paramétert tartalmazé modelleket — még héskéviinnek is pontosnak, mint a tébb
paramétert tartalmazo6 tarsaik — versenyképessék tastobb valtozot, illetve paramétert
tartalmazo modellekkel. A legegystibb ilyen mutato a Theil-féle, szabadsagfokkal lgziti
determinéaciés egyutthaté (3), ahol n az dsszeddépes paraméterek, p pedig a modellbe
bevont paraméterek szamat jeldoli.

n-1

R?=1-

(1-R?% 3)

n-p-1
2.2. Felhasznalt adatok

Néhany magyarorszagi, adott hélyszarmazo erdészeti jellé@datsorokat vizsgaltunk,
mint figg paramétereket, illetve az ezekhez kdthetlyi méréé meteoroldgiai adatsorokat,
mint flugg paramétereket. A flugg paraméterek éves bontdsuak és 1994-2010
vonatkozasaban 4éllnak rendelkezésre. A meteorolégimtok pedig helyi méréseib
szarmazd, havi bontasu atlégmérséklet és csapadékdosszeg adatok. A gyakorlati
felhasznalhatésag szempontjabdl fontos hangsulydamgy ez az a két paraméter, ami
gyakorlatilag az orszag barmely pontjara, t@esges idszakra elérhétés hasznalhato.

Az alap meteoroldgiai adatok mellett a CReMIT [2paszer alkalmazasaval specialis,
idoszaki adatokat is képeztiinkseb év januarjatél adott oktdberéig, legfeljebb 6 hima
szélesséf idéablakok alkalmazasaval. Ez lebet teszi a kulonbdzidészakok és az &t6
év meteoroldgiai hatasainak figyelembe vételétsgimpla havi adatok mellett.

3. Eredmények

Az eredmények kapcsan bemutatunk tobb illesztésdreényt, a hozzajuk tartozo
modelleket. Ugyanazon jellégerdészeti adatsorra tobb helyen is elvégeztiklegziést.
Megvizsgaltuk a modelleket tdbb szempontbdl is: my&e hasonlithatdak 6ssze egymassal a
kulonbo® foldrajzi terlleten, de azonos adatsorokra kapmttlellek, mennyire hangolhato
0ssze a matematikai értelemben legjobb modell &nsaiaszempontokkal. Készitliee
univerzalisan j0 modell tdbb, hasonlé adatsorra;@@nnek |étjogosultsaga egyaltalan?

Négy adatsorra mutatjuk be az eredményeket. Ahaajg hatni fogjuk ezek kdzul 3 elég
hasonlo karakterisztikat mutat, egy pedig jeleah eltér mar az alapadatok tekintetében is. A
harom homogén adatsor esetében 2003-ben tapasatathgnteien egy kiugré adat, ez a
negyedik adatsor esetében egyaltalan nem mutattiatégy itt eleve nem is varnank
feltétlentl a masik haromhoz hasonlé eredményeket.

A vizsgalatokat az ingyenes R szoftverrel [4] végkz illetve a regressziés modell
megvalositdsa sajat fejlesztés alapjan tortént, y hagyan részletinformaciok is
megjelenhessenek a folyamat soran, amit egyébvezekben nem, vagy csak nehezen lehet
elérni. Igy a kimenetben teljesen nyomon kévétlzemodellépités folyamata, az egymas utan
bevonéasra kertl valtozék, az aktualis modell egyitthatéi és a igatt determinacios
egyutthato értékei. A modellek vizsgalata 90%-agrsfikancia szinten tortént, ez definialta
egyuttal azt is, hogy melyik Iépésben all le a nilégétés folyamata.

Az aldbbiakban, az 1.-4. abrak mutatjak az erefigjgé paraméterek adatait és az
illesztette, tobbvaltozds regressziés modell @ealeralt adatokat. Az x-tengelyen az évek, az
y-tengelyen pedig a vizsgalt erdészeti adatok ért@itszodnak. Jol érzékelldehogy az els
harom esetben az illeszkedés meglétmt j6, mig a negyedik esetben elég gyenge. Ezt a
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kapott korrigélt determinécids egyutthatdk is mégiették, azonban ennek részletezéseére
most nem térink ki.
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1. &bra. El$ helyszin, eredmények
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2. dbra. Masodik helyszin, eredmények
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3. dbra. Harmadik helyszin, eredmények
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4. abra. Negyedik helyszin, eredmények

Az egyes helyekhez az alabbi tobbvaltozos regréssaodellek alltak ét

Modellbe bevont paraméterek listdja
paraméterl | paraméter? | paraméter3 | paraméterd | paraméter5 | paraméteré | paraméter7 | paraméter8 | paraméterd
modelll|Temp_a5_a7|Temp_al a6|Temp p8 p8|Prec_pl2_ab| Prec_p3 p3 | Temp_p5 p6 |Prec_p9 pll| Prec_p7 al | Prec_p3_p4
modell2 | Temp_a5_a8|Temp_al a5|Temp p6 p7| Prec a4 a5 | Prec_a2 a3 |Temp pll pll| Prec_p3_p3 |Temp_a7 a7|Prec_a9 al0
modell3 |Temp_a5_a8|Temp_al a6|Temp _p6 p6| Prec_pb_p7 |Temp_p8_p8| Prec p4 p4 |Temp a3_a3| Prec_a5_a7 | Prec_p4 p8
modell4 Temp_p7 _pliTemp_p4 p5{Temp p6 p6| Prec_p7 p8 | Prec_a2 a2 | Prec a6 a6 | Prec_p8 al | Prec_p3_p7 |Temp_a7_a?

1. tablazat. A négy helyszin modelljeinek paramétéstdja

Az 1. tdbldzatban lathaté a négy vizsgalt tertletetije, amely tartalmazza a modellbe
bevont paraméterek neveit, melyeket az alabbi médtmimezinkTemp, illetve Prec elétag
utal arra, hogy émérséklet vagy csapadék adatrél van-e sz6. Az ézeik két érték a
vizsgalt ablak kezdete és vége honapban megadeba ala aktualisp az ebzé évre utal. igy
példaul Temp p9 a2 az ebzé év szeptemberét adott év februéarjaig tarté ddzak
atlagtbmeérséklete. Most csak ezeket az értékeket jelénitég, eltekintink a modellek
részletesebb adatainak (egyutthatdk, determin&gjgistthatd) megjelenitése.

A tabldzatban megjelén bevont paraméterek sorrendje egyuttal a modelal®
bekertlés sorrendjét is tukrozi. Figyelembe véwegyhaz el§ harom vizsgalt alap adatsor
megleheisen homogén az eredmények tekintetében is egyskgpst varnank. A
hasonléségot itt most az egydma¥g kedvéért a bevont paramétereéfoetiuldsaval és
bekerllési sorrendjével értelmezzik. Ugyan felfedéek hasonlosagok az 8Is3
modellben, kiléndsen az élsarom bevont paraméter tekintetében, de az adik@&emek
mar meglehéisen vegyes képet mutatnak mind a bevonas sorrekgdjémind az
eléfordulasnak a tekintetében. Ennek oka vélbetabban keresebdhogy a modellezés
pusztan matematikai megkdzelitést hasznal, azaadgly lepésben azt az elemet vonja be az
épub modellbe, ami lokalisan a legjobb javulast hozisisztikai értelemben. Ugyanakkor
elképzelhet, hogy statisztikailag egy kicsit gyengébb javulhsz6 paraméter bevonasaval
egy adott lépésben homogénebb és/vagy szakmaier@lieh jobb modellsereg lenne
létrehozhatd. Azonban esetleges szakmai szempdiggklembe vételét a matematikai
megkdzelités ebben a formaban nem teszidebet

A negyedik adatsor karakterisztikajaban is eltéelézé haromtdl, igy a kapott modell is
teljesen mas elemeket tartalmaz, nem vagy neheasnlithatd dssze azéeb modellekkel.
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Felmerilhet itt is a kérdés, hogy ha nem pusztatenmatikai oldalrél kozelitjuk a kérdést
kialakithato-e egy kicsit gyengébb, de a masik iiduaz jobban hasonlitd modell.

A nem pusztadn matematikai, statisztikai szempofigkelembe vételének fontossagat
tamasztja alda az is, hogy specifikus, szakmai &tdd esetében sok esetben jobban
értelmezhet egy matematikai értelemben gyengébb, de szakm@lalgan magyarazhato
modell.

4, Osszefoglalo

A valtozok kozotti kapcsolatkeresés az adateleneggsfontos feladata. Ennek egyik, a
statisztikabdl jol ismert mddszere a regressziligtvié annak egy specialis valtozata a
tobbvaltozos lineéris regresszid. Erdészeti jéllpgldakon keresztil felhivtuk a figyelmet a
pusztan matematikai alapokon nyugvd modellalko&isetséges kérdéseire, problémaira
elsssorban az adatokat szolgaltatd szakterllet szepdpoht Biztos-e, hogy a matematikailag
legjobb modell szakmailag is a legjobb? Osszehétbanbak-e azonos jellégadatsorokra
kapott egyedi modellek? Varhatunk-e azonos, hasenddményeket ilyen adatsorokra?

A bemutatott példak kapcséan azt a tapasztalatetfmaghatjuk meg, hogy a matematikai
alapokon nyugvo modellek nem biztos, hogy szakmalemben is a legjobbak. Sok esetben
eléfordulhat, hogy egy statisztikai értelemben gyefgéindell szakmailag sokkal jobban
magyarazhato adott szaktertleten, mint a mateniakbegetsebb. Ugyanakkor a szakmai
szempontok bevonasa kdzvetlen médon az ilyen jeltlegdellezésben nehéz, ha egyaltalan
lehetséges.

Ez megneheziti az egységes modellek kialakitdsBelttelezhét, hogy univerzalisan j6
modell altalaban nem feltétlentl alakithatdo ki mégyanolyan jelledy adatsorok esetében
sem, igy lokalis optimumokra tudunk térekedni meagkai oldalrol.
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