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0sSZEFOGLALO. Bemutatjuk, hogy a GeoGebra dinamikus geometriai szoftverrel
hogyan lehet dbrazolni egy 4-dimenzids konvex politdpot a 3-dimenzids euklideszi
térben centralis vetiiletként, majd Osszegezzilk a szerzOonek a témakorrel
kapcsolatos oktatasi tapasztalatait.

ABSTRACT. We demonstrate how one can visualize a 4-dimensional convex
polytope with GeoGebra, represented by its central projection in the 3-dimensional
Euclidean space. Then we sum up the educational experiences of the author in this
subject.

1. Bevezetés

Megmutatjuk, hogyan tudunk szemléltetni egy adott 4-dimenzids konvex politopot annak
3-dimenzids térre torténd centralis vetiileteivel, melyek 3-dimenzids poliédercellakbol allnak.
A politop modellezéséhez €és a 3-dimenzids vetiiletének az abrazolasahoz a GeoGebra
dinamikus geometriai szoftvert hasznaljuk (1d. [3]).

A 3-dimenzidban centralis vetiiletként torténo abrazolas azért kézenfekvo, mert az emberi
latdsnak megfeleld centrdlis projekcié (amely a 3-dimenzidés térben egy sikra torténd
kozéppontos vetitéssel biztosit perspektiv nézetet) 4-dimenzids térbeli analogonja egy
3-dimenzi6s affin altérre (vetitOhipersikra) torténd centralis projekci6, é€s ez az altér
azonosithaté a 3-dimenzids euklideszi térrel (1d. [1], [4], [5] hivatkozasokat a 4D alakzatok
3D-ben torténd szemléltetése témakorben).

Mivel a dimenziocsokkenéssel informécidvesztés jar egyiitt, ezért az alkalmazott centralis
vetitést tobbféle nézdpontbol, a centrum és vetitOhipersik egyiittes megvaltoztatasival is
célszerli elvégezni (akér folytonos keringést végezve), amely mivelet felfoghat6 dgy is, hogy
a centrum és a vetitOhipersik (valamint egy hozzajuk tartozé koordinata-rendszer) fix, és a
4-dimenzids konvex politdp mozog, ill. véltoztatja méretét (eltolds, forgatas és kozéppontos
nyujtas alkalmazéasainak hataséara).

A SZIE Ybl Miklés Epitéstudoményi Karon a ,,Matematika és geometria az épitészetben”
valaszthaté targy keretein beliil foglalkoztunk ezzel a problémaval, mert ezen izgalmas,
emberi fantazidt megmozgatd témakor kapcsan a geometriai transzformaciok matematikai
elméletébe is mélyebb betekintést tudtunk nydjtani a hallgatoknak. (Igy a sikbeli és
haromdimenzids térbeli szamitasokkal teljesen anal6g mddon lehetett megadni a forgatas és
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vetités eredményét a 4-dimenzids térben, ahol mar a szokdsos abrazoldsi mddszerek nem
lehetségesek.) Tovabba a transzformdacidk hatasat vetiiletek segitségével is tudtuk lttatni a
hallgatok szdmara dgy, hogy érdekes haromdimenzids alakzatok abrazoldsara vezetett ez a
feladat.

2. Konvex politopok

Egy d-dimenziés konvex politopon (ahol d > 1 egész szdm) a d-dimenzids euklideszi tér
véges sok zart félterének a metszetét értjiik, ha az egy nemiires belsejli korlatos részhalmaza a
térnek. Megmutathat6, hogy ezzel ekvivalens véges sok, nem egy kozos hipersikban
elhelyezkedd pont konvex burkaként definidlni a konvex politépot. Egy d-dimenzids konvex
politop beadgyazhatd egy d -nél magasabb dimenzids euklideszi térbe, ha annak egy
d-dimenziés affin alterének a részhalmazaként van megadva. A politép hataran k-dimenzios
lapok helyezkednek el (0 <k <d—1), ésk=0,1,2,3,d — 1 esetén ezeket csicsoknak,
éleknek, 2D-lapoknak, 3D-lapoknak, ill. hiperlapoknak nevezziik (tehat d = 4 esetén a
hiperlapok a 3D-lapok). A csucsok konvex burka kiadja a konvex politopot, a hiperlapok
unidja kiadja a politép hatarat, a hiperlapok egy cellarendszert ((d — 1)-dimenziés konvex
politépokat) hataroznak meg, egyméshoz (d — 2)-dimenzids lapjaikkal csatlakozé elemekkel
(1d. [6]).

A 3-dimenziés euklideszi térben a konvex politopot konvex poliédernek hivjuk. A
d-dimenziés konvex politopokat roviden konvex d-politépoknak is nevezziik.

A 4-dimenziés konvex politépok koziil az egyik legnevezetesebb osztily a szabdalyos
konvex 4-politopoké. Ezt az a 6 politop alkotja, amely a 3-dimenzids szabélyos poliéderekkel
analég moddon szabalyos hiperlapokkal rendelkezik, és a csucsalakzata is szabalyos, azaz
barmely cstiicsdhoz kozel elmetszhetd egy olyan hipersikkal a politop, mellyel a metszete egy
szabalyos 3-dimenzids poliéder, és az annak a kdzéppontjan atmend és a hipersikra merdleges
egyenes athalad a csucson is. (Ezzel a metszet szimmetriai a csticsalakzat és egyben az egész
politop szimmetridiva is kiterjeszthetok.)

A szabdlyos konvex 4-politopok: 4-szimplex (5-cella, a tetraéder analogonja),
4-keresztpolitop (8-cella, az oktaéder analogonja), 4-kocka (16-cella, a kocka analogonja),
24-cella (nem analogonja egyik haromdimenzids szabalyos poliédernek sem, azonban a
rombikus dodekaéder analogonja, amely 3-dimenzioban nem szabalyos test), 120-cella
(a dodekaéder analogonja), és a 600-cella (az ikozaéder analogonja), 1d. [2]. A celldk szama
az elnevezésekben a hiperlapok szamat adja meg. A 120-cellanak mar 600 csucsa és 1200 €éle
van, a 600 cellanak pedig 720 éle €s 1200 2D-lapja van, ezért ezeknek elég nehézkes a
szemléltetése. Emiatt ez utébbi politopoknak gyakran csupan a hiperlapjaik egyes csoportjait
(melyek bizonyos értelemben Osszetartozé elemekbdl allnak) szokds egyszerre abrazolni
(3-dimenzi6s vetiileteikkel szemléltetve azokat), hogy még felismerhetdk legyenek az egyes
abrazolt alakzatok.

3. Modellezés és szemléltetés GeoGebraval

A kovetkezOkben leirjuk a 4-dimenziés politoépok GeoGebraban torténd modellezésének
és abrazolasanak a lépéseit, ahogy azt megvaldsitottuk a SZIE Ybl Miklés Epitéstudomanyi
Karon a ,,Matematika és geometria az épitészetben” valaszthato targy keretein beliil.

Az adott kurzuson a 4-dimenzids kockat készitettiik el ilyen modon, a hallgatok hazi
feladatként hasonldé modon elkészitettek egy-egy masik szabdlyos konvex 4-politopot
(a 4-keresztpolitopot, ill. a 24-cellat).
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1. abra. A modellezés GeoGebra munkalapja

Az itt leirt modszer tetszéleges konvex 4-politdp abrazolasara hasznilhatd, ennek csupan
az lehet a gatja, ha a politdp olyan sok elembdl all, hogy azt mar a szoftver (jelen esetben a
GeoGebra) nem tudja kezelni.

3.1. Csucsok megadasa

Elészor felvissziik a csicsok koordinatdit, n csics esetén egy n X 4 -es matrixba,
amelyben az egyes sorok tartalmazzak egy-egy csucs koordinétdit a 4-dimenzios térben. Azért
nem a szokasos oszlopvektor megadast vélasztottuk az egyes csicsokra, mert sorvektorok
esetén jobban lathat6 a matrix a bal oldalon elhelyezkedd Algebra ablakban.

Ha a Téblazatkezeld celldaiba gépeljiik be a 4-kocka cstcsait, pl. az Osszes +1 értéki
koordinétat tartalmaz6 koordinata-négyesekként, akkor a 16 csics miatt 16 X 4-es tOmbot
kapunk. Ezutan kijelolve a celldkat, jobb egérgombbal klikkelve, kivéalaszthaté a Létrehozas
— Matrix opcid, végiil az elkésziilt matrix atnevezhetd egy kivant (pl. M) névre.

3.2. Csucstranszformacio

Eltolas és forgatds egyiittes alkalmazisaval valdsitjuk meg a csicspontok tetszoleges
mozgatasat.

A 4-dimenziés térben 2-dimenzids affin alterek koriil lehet forgatni. Az Osszes
2-dimenziés koordinatasikra elkészitiink egy-egy forgatisi matrixot (a rdjuk merdleges
2-dimenzids koordinatasikok pontjai a forgatas fixpontjai): (x,y, z, w) valtozokat hasznalva
az egyes koordinatakra, az Fyy, F,y, Fyz, Fyy, Eay, By, forgatasi matrixok F szorzatmétrixa az
alkalmazott forgatasok egyiittes hataséara keletkez0 forgatas matrixa. Példéul az Fy, igy adhat6
meg (az ay, szoget ugy adjuk meg, hogy ért€ke egy csuszkan allithat6 legyen):

cos(@yy) —sin(ayy,) 0 0

Fyy = sin(ay,y) cos(ayy) 0 O
0 0 10

0 1

0 0
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A tobbi forgatasi matrix is hasonléan adhaté meg, csak esetiikben értelemszeriien nem az elso
két koordinitiban torténik a forgatds, hanem maésik koordinitapar alkalmazasaval. Igy
Osszesen 6 forgatasi szog allithaté be csuszkan. Kevesebb forgatdsi szog is elégséges lenne
ahhoz, hogy egy tetszOleges forgatést létrehozzunk, de eldnyos az 6sszes 2D-koordinatasikon
torténd forgatas lehetdségét meghagyni a szemléltetéshez.

Egy v eltolasvektor alkalmazéisdval (melynek koordinitdi mind allithatok csuszkan) az
M, matrix minden sordra az x; = x + v képlettel kiszamitjuk az eltoltjat (igy keletkezik az
M; matrix), majd az M = M; - FT transzponalt matrixot tartalmazé métrixszorzas utén
megkapjuk az eltolt, majd forgatott csticsok M matrixat.

Nytjtast nem alkalmazunk (amely a zoomolasnak felelne volna meg), ennek hatasat a
vetitOhipersik helyzetének a megvaltoztatisaval (parhuzamos eltolasaval) tudjuk majd
imitilni (1d. a modellezés kdvetkezd 1épését).

3.3. Centralis projekcio

Egy paramétertd] fiiggd vetitési centrumot hozunk létre a K(0,0,0,7) € R* pontban, a
vetitési hipersiknak pedig a w = —c egyenlethez tartozé hipersikot vessziik fel (r > 0,¢c >0
csuszkén allithaté paraméterek).

A vetitOhipersikra torténd centrélis projekcio képlete egyszertien kiszamithat6. Ha egy
x € R* helyvektori pont vetiilete az y € R* helyvektord pont, melyre igy az (n,y) =a
egyenlet teljesiil (amely azt fejezi ki, hogy y végpontja a vetitOhipersik egy pontja), ahol
n € R* a vetitési hipersik normalvektora, { , ) skalarszorzatot jelol, a € R, és K€ R* a
centralis projekcié kozéppontjanak helyvektora, akkor azt keressiik, hogy hol talalhaté y
végpontja az X és K helyvektori pontok altal meghatirozott egyenesen, azaz felirhatd
y = tx + (1 — t)k alakban, és keressiik az ebben szerepld t € R paraméter értékét. Ez a
kovetkezOképp tehetd meg:

y=tx+ (1 -tk =k+t(x—-K), (n,y) = a,
(nk+t(x—Kk))=a,
(n,K) + t(n,x — k) = a,
a — (n,K)
M-k

®°
@13
Qo1
5
.14. -
[
@6
‘ @1
® .16 ;
E = 11 @4
@8
®15
@3
@7

2. abra. A csucsok vetiilete az indexfelirataikkal
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Jelen esetben n = (0,0,0,1), k = (0,0,0,7), a = —c, ezért

—C—7T
t =

Xy — T
ahol x, a 4-edik, w koordinataja az X vektornak. Az igy kiszamitott vetitést alkalmazzuk az
0sszes transzformalt csucsra, azaz az M matrix minden sorara. A vetités utan kapott M’ méatrix

soraiban a 4-edik koordinatak mind —c-vel egyenlOk, azokat elhagyva egy n X 3-as N métrix
készithetd, amelybdl a

Pontlista=Sorozat(Pont(Elem(N, 1)), i, 1, n)

paranccsal egy pontlista készithetd, ez dbrazolasra keriil a GeoGebra 3D-s nézet ablakaban.
Az élek, majd késObb a lapok vetiiletének az elkészitéséhez segitséget nyujthat, ha latjuk
az egyes csucsok sorszamait (indexeit). Ehhez létrehozzunk egy feliratlistat:

Feliratlista=Sorozat(Szoveg(i, Elem(Pontlista, 1) + (0.1, 0, 0)), 1, 1, n)
Azért szerepel a fenti parancsban egy (0.1,0,0) vektorral torténd eltolas, hogy a felirat ne
l6gjon bele a cstcsot reprezentalo kis gombbe.
3.4. Elekvetiilete

A TéblazatkezelOben felvissziik az élek indexeinek listajat, ez egy ny X 2-es tomb azon
(i,j) indexparokkal (1 < i < j < n), melyekre az i-edik és a j-edik csiics (azaz az M i-edik
és j-edik sordhoz tartozd cstcsok) éllel vannak Osszekotve. Ebbol készitiink egy nq X 2—es
élmatrixot. A 4-kocka esetén ez egy 32 X 2-es matrix.

3. abra. Elek abrazolasa kiilonboz6 nézetekben

Majd készitiink egy éllistat a csticsok vetiileteit 0sszekotd szakaszokbdl az élekhez tartozo
csucsparok esetén:

Ellista=Sorozat(Szakasz(Elem(Pontlista, Elem(Elmatix, i, 1)), Elem(Pontlista,
Elem(Elmatrix, 1, 2))),1, 1, n_1)

3.5. Lapok vetiilete

A Téblazatkezeldben felvissziik a lapok indexeinek listdjat, ez egy n, X k,-es tomb azon
indexekkel egy sorban, amelyekhez tartozo csucsok egy 2-dimenzids lapon vannak, a
megadas sorrendjében egymas utdn kovetkezve a sokszoglap hataran (k, a 2D-lapok
csucsszamainak maximuma, €s olyan lapok esetében, ahol kisebb a csticsszdm ennél, ott
nullakkal pétoljuk ki a tomb érintett sorat). Ebbdl egy n, X k,-es 2D-lapmatrixot készitiink
Lapmatrix néven. A 4-kocka esetén ez egy 24 X 4—es matrix.
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Majd egy laplistat készitiink a csucsok vetiileteire illeszked6 sokszogekbdl a 2D-lapokhoz
tartoz6 csucsok esetén ugy, hogy eldszor egy Lappontlista listdban felsoroljuk egy 2D-lap
vetiiletének a csucsait, majd ezekhez készitjiik el a sokszogeket 3-dimenzidban:

* Lappontlista=Sorozat(Sorozat(Elem(Pontlista, Elem(Lapmatrix, 1, j)), J, 1, k_2),
i, 1,n_2)
* Laplista=Sorozat(Sokszdg(Elem(Lappontlista, 1)), 1, 1, n_2)
Az el6bbi parancsok koziil a Lappontlista megadési parancsa akkor miikodik j6l, ha minden

2D-lap pontosan k, csuiccsal rendelkezik — ha nem ez a helyzet, akkor kicsit mddositani kell a
parancson, a Lapmatrix i-edik sordbdl csak a nem nulla értékekre végeztetve el a szamitast.

4. abra. Lapok megjelenitése kiillonb6z6 nézetekben

4. Tovabbilehetdségek GeoGebraval

A kovetkezdkben felsorolunk néhany, a fentebb leirt modellben még nem megvaldsult
abrazolasi, ill. modellezési lehetdséget, melyekkel tovabbfejlesztve a modellt, még
szemléletesebbé tehetd az dbrazolas, vagy egyszeriibbé tehetd a modellkészités.

4.1. Vetiileti kép korrekcidja

A kapott 3-dimenziés vetiilet csak akkor helyes, ha nincs olyan csuics, melynek a z
koordinataja r-nél nagyobb, ugyanis ilyen esetben annak a csucsnak nem létezik vetiilete a
vetitd hipersikra, mert a vetitdsugar félegyenese nem metszi azt a hipersikot. Mivel a modell
az egész vetitbegyenesnek a vetitOhipersikkal vett metszéspontjat szamitja ki, igy ilyen
esetben kapunk egy fals csticsvetiiletet, és az abba a cstcsba fut6 €élek, ill. a csticsra illeszkedd
sokszogek vetiiletei sem lesznek helyesek. Az érintett élek helyett félegyeneseket kellene
berajzolni, mert az élek vetiilete ilyenkor nem korlatos. Az érintett 2D-lapok helyett pedig
sikbeli nem korlatos konvex sokszdgtartoményokat kellene berajzolni. Ha nem konvex a 3D
vetiileti kép, akkor tudhatjuk, hogy ezzel a problémaés esettel allunk szemben, ekkor allitsuk r
értékét megfelelden nagyra.

4.2. Lathatdsag

A lathatésag nem keriilt megoldasra ebben a modellben, igy a hiperlapok vetiileteinek
cellai kétszeresen fedik le a vetiilet konvex burkéat, a lathaté (azaz a vetitOsugaron a
centrumhoz kozelebbi pontokat tartalmazé hiperlapok vetiiletcelldi) és a nem lathat6 (azaz a
vetitOsugaron a centrumtdl tivolabbi pontokat tartalmazé hiperlapok vetiiletcellai) részek
mind &4brazolasra keriilnek. Azonban konvex d-politép hiperlapjainak a normélvektorait
ismerve konnyen eldonthetd a lathatdsdg. Ugyanis akkor és csak akkor lathaté egy konvex
d-politopnak egy hiperlapja, ha a vetités centruma a hiperlap 4ltal kifeszitett hipersiknak a
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politépot nem tartalmazd nyilt félterében helyezkedik el. A vetitési centrum helyvektoranak a
hipersik normalvektoraval vett skalarszorzatiaval mindez konnyen leellendrizhetd, mint ahogy
az is, hogy mely €lek és 2D-lapok fekszenek egy 3D-lapon, ennek eldontéséhez elég a 3D-lap
normalvektordnak a skalaris szorzatat kiszamitani az él vagy 2D-lap egy tetszdleges relativ
belsé pontjaval (pl. a csicsaik silypontjaval).

4.3. Tetszbleges 2-dimenzios sik koriili forgatas

A 4-dimenzids térben tetszdlegesen bedllithatd, de fix 2-dimenzids sik koriili forgatas
megvaldsitdsa hidnyzik a modellbdl, csupan specidlis irdnyu forgatasok egyszerre torténd
alkalmazasaval jon ki altalanos iranyu forgatas. Erdemes lehet ilyen fogatast is megvalositani.

4.4. Konvex burok laphaléjanak kiszamitasa

A csicsok megaddsa mar meghatarozza a konvex burok lapstruktirdjat, de sajnos a
GeoGebra nem teszi lehetévé ennek a lapstruktiranak a kiszamitasat altalanos esetben, mivel
ez a szoftver inkdbb 4brazolasra alkalmas, nagyobb mennyiségili szamitas elvégzésére mar
nem. Szerencsére, ha mar ismert a lapstruktira, vagy mas mddon ki tudjuk azt szdmitani,
akkor az élek, 2D-lapok és akar a 3D-lapok illeszkedései is felvihetdk GeoGebraba
(a 3D-lapokat azért nem vittiik fel a 4-dimenziés modellbe az abrazoladskor, mert azok
vetiileteit kozvetleniil dgysem lehet abridzolni, hanem csak a 2D-lapjaikat, ill. éleiket).
Mindenesetre j6 lenne, ha a csicsok koordinitain tilmenden minél kevesebb adat bevitele
lenne sziikséges a modell szamara.

5. Oktatasi tapasztalat

A SZIE Ybl Miklés Epitéstudoményi Karon a ,,Matematika és geometria az épitészetben”
valaszthat6 targy keretein beliil foglalkoztunk ezzel a témakorrel.

A CAD programok és egyéb 3D grafikai programok hasznédlatdval a hallgatok
elkényelmesedtek, mivel a 3D transzformaciok (forgatas, tiikkroz€s, nyujtas, eltols), és a 3D
keringés is kényelmesen, kozvetleniil megvalosithatok az ilyen programokban. Nincs igényiik
a mogottes matematikai miiveletek megismerésére.

Azért, hogy a geometriai transzformiciok matematikijaba jobb betekintést nyudjtsunk a
hallgatoknak, és a szamukra is érdekes témakorrel tegyiik ezt, elvégeztiik a 4-dimenzids terek
egy alakzatdnak (4-dimenziés kocka) a 3-dimenzids térre valo centralis projekcidjat, az
alakzat forgatasat, eltolasat lehetdvé téve szemléltetéskor.

5. abra. Szabalyos dodekaéder lapsikjai térfelosztasanak az abrazolasa
lapsikokba rajzolt korlapokkal, kiillonb6z6 sugarméretek esetén
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A lathat6sag megval6sitdsara mar nem jutott idé ebben az esetben. Azonban 3D konvex
szabalyos, ill. archimédeszi poliéderekre kaptak olyan feladatot a hallgatok, hogy vizsgaljak
meg, hogy a poliédernek milyen laphalmazai lathatok egyszerre centralis vetiiletként — ez attdl
fiigg, hogy a lapok sikjainak melyik oldalan helyezkedik el a vetitési centrum, tehat a lapsikok
altali térfelosztast vizsgaltak a hallgatok tobb-kevesebb sikerrel, de nagy lelkesedéssel.
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Parancssor:

6. abra. Szabalyos dodekaéder lapsikjai térfelosztasanak az abrazolasa
az egy lapsikba metszé tobbi lapsik egyenesmetszeteivel

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni Németh Laszlonak, hogy errdl a témakorrdl eldadhattam
Sopronban a Matematika Oktatasa és Kutatdsa Szeminarium (MOKUS) 2017-es program-
jaban.
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