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OsSZEFOGLALO. Bemutatjuk, hogyan lehet megjeleniteni a 120-cella laphél6jat a
3-dimenziés euklideszi térnek olyan parkettazdsaként, melynek minden eleme
konvex poliéder vagy annak komplementere, és a parkettdzds cellarendszere a
szabalyos dodekaéder szimmetriaival rendelkezik. Konstrukcidkat mutatunk a 600-
cella élgrafjanak dodekaéderes szimmetridju 3-dimenzids reprezenticidira is.
Végezetill 0Osszegezzilk a szerzének a témakorrel kapcsolatos —oktatasi
tapasztalatait.

ABSTRACT. We demonstrate how we can represent the face lattice of the 120-cell
as a tiling of the 3-dimensional Euclidean space in which every cell is a convex
polyhedron or its complement, and the cell system of the tiling possesses the
symmetries of a regular dodecahedron. We construct 3D representations of the
edge graph of the 600-cell with dodecahedral symmetry as well. Finally, we sum
up the educational experiences of the author in this subject.

1. Bevezetés

Két probléma motivalta a szerzot ebben a munkaban. Egyrészt, mivel a 120-cella és a
600-cella szerkezetét leginkdbb csak bonyolult &abrdk lattatjak, ezért j6 lenne olyan
abrazolasuk, amely vildgosan bemutatja a szerkezetiiket, mindenféle hosszadalmas leiras
nélkiil! Masrészt, a 120-cella laphéldjanak poliéderekbdl allo térbeli parkettazassal valo
modellezését érdemes lehet-e a felsdoktatasban térgeometriai feladatként feladni?

Idézziik fel a konvex politépok alaptulajdonsagait! A d-dimenzids euklideszi térben
(d = 0) k-dimenziés konvex politopnak (0 < k < d) hivunk egy konvex halmazt, ha az
eldall, mint véges sok, affin hipersik altal hatarolt zart féltér metszete, amelynek affin burka
egy k-dimenzids affin altér (amely persze tekinthetd egy k-dimenzids euklideszi térnek is).
Egy d-dimenziés konvex politopnak egy olyan affin hipersikkal (tdmaszhipersikkal) vett
metszetét, amely nem tartalmazza a politop belsd pontjait (€s igy a politoép a hipersik altal
hatarolt egyik zart féltérben helyezkedik el), a poliéder egy lapjanak nevezziik (plusz még a
politépot magat a politdp d -dimenzids lapjanak is tekintjiikk). Egy d-dimenzids konvex
politépnak a valddi lapjai (azaz a legfeljebb (d — 1)-dimenzids lapjai) nala kisebb dimenzids
konvex politopok, hatéra pedig hiperlapjainak (azaz (d — 1)-dimenziés lapjainak) uni6ja. Egy
politop lehet korlatos vagy nem korlatos. A korlatos konvex politopok megkaphatok, mint
véges sok pont (a csucsaik, azaz a 0-dimenzids lapjaik) konvex burka. A 2-dimenzids korlatos
konvex politopokat konvex sokszognek, a 3-dimenziés konvex politopokat konvex
poliédernek hivjuk.

KULCSSZAVAK. Szabalyos test, konvex poliéder, parkettazas, szimmetria, geometria oktatas.
KEYWORDS. Regular solid, convex polyhedron, tiling, symmetry, geometry education.
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Egy d-dimenziés konvex politdép lapjainak Osszessége a tartalmazas relaciora nézve
részben rendezett halmaz, amely egy algebrai halo — ezt a politép laphaldjanak hivjuk. A
laphaloval ekvivalens halot kapunk a tartalmazas relaciora nézve, ha a kiillonb6z6 dimenzids
lapok helyett azok csicshalmazait vessziik a halé elemeinek.

Egy d-dimenzi6és konvex politép 0-dimenzids lapjait csicsoknak, 1-dimenziés lapjait
éleknek, 3-dimenzids lapjait celldknak, (d — 1)-dimenzids lapjait hiperlapoknak hivjuk, ill. a
3-dimenzi6és konvex poliéderek 2-dimenzids lapjait roviden lapoknak is hivhatjuk. A
k-dimenzi6s lapokra a kD lap elnevezést is haszndlhatjuk. A k-dimenzids politépokra a kD
politép, vagy k-politdp elnevezés is haszndlhatd. A laphédlénak a tartalmazas relacidra vett
maximadlis lancai (d + 1) elemtiiek, 0-dimenziés laptdl d-dimenzids lapig bezarélag minden
dimenzios lapbdl tartalmaznak egyet, az el6z0 elem a rakovetkezd elem részhalmaza.

A d-dimenzids euklideszi térben szabdlyos testnek neveziink egy d-dimenzids konvex
politépot, ha az korlatos, minden hiperlapja egy szabalyos (d — 1)-dimenzids test, hiperlapjai
egybevagdk, minden cstcsalakzata egy szabalyos (d — 1)-dimenzids test, és csucsalakzatai
egybevagok. (Szabalyos test csucsalakzatan az egy csucsbol kiindulo éleken a csucstdl adott
tavolsagra levé pontok konvex burkét értjiik, amikor az a tavolsadg az €lek hosszanal kisebb.)
Szabdlyos testek szimmetriacsoportja tranzitivan hat a lapjainak dimenzié szerint novekvo
maximalis lancain, azaz barmely két ilyen lanchoz létezik olyan egybevagdsaga a d-dimenzids
térnek, melyik az egyik lancot a masikba viszi, €s igy a testet is onmagara képezi le (tehat ez a
testnek egy szimmetridja). Ez utébbi tulajdonsag ekvivalens a szabalyos testek definicigjaval.

Az euklideszi terekben a szabalyos testek (hasonlosag erejéig) a kovetkezok:

e sikban a szabalyos konvex sokszogek (végtelen sok ilyen van),

e harom dimenzidban a szabalyos tetraéder, oktaéder, kocka, ikozaéder, és a dodekaéder
(5 test),

e négy dimenzidban a szabdlyos 4-szimplex (5-cella), a 4D kocka (8-cella), a 4D
kereszt-politop (16-cella), a 24-cella, a 120-cella, és a 600-cella (6 test),

e d-dimenzids terekben (d > 5) csak a szabélyos d-szimplex, a d-dimenzios hiperkocka
és a d-dimenzids keresztpolitop a szabélyos testek (3 test).

A szabdlyos testek minden lapja (akdrhany dimenziés lapja, pl. hiperlapja, 2D lapja)
szabalyos test (persze egy kisebb dimenzids térbeli szabalyos test). Ha egy 4-dimenzids
szabdlyos testet n-cellinak neveznek valamely n szamra, akkor ez azt jelenti, hogy n darab
hiperlapja (azaz n darab 3-dimenzids lapja) van.

A 4-dimenzi0s szabalyos politopokrol par jellemzd:

e a szabdlyos 4-szimplex (5-cella) cellai tetraéderek, egy csticsban 4 cella talalkozik,
egy élre 3 cella illeszkedik (azaz egy élét 3 cella tartalmazza),

e a 4D kocka (8-cella) cellai kockék, egy csucsban 4 cella talalkozik, egy élre 3 cella
illeszkedik,

e a 4D keresztpolitop (16-cella) celldi tetraéderek, egy csucsban 8 cella talalkozik, egy
élre 4 cella illeszkedik,

e a 24-cella cellai oktaéderek, egy cstucsban 6 cella taldlkozik, egy élre 3 cella

illeszkedik,

e a 120-cella celldi dodekaéderek, egy csucsban 4 cella talalkozik, egy élre 3 cella
illeszkedik,

e a 600-cella celldi tetraéderek, egy csucsban 20 cella talalkozik, egy élre 5 cella
illeszkedik.

Megjegyzendd, hogy 4D politdpok esetében barmely 2D lapra 2 cella illeszkedik (azaz
egy 2D lapot 2 cella tartalmaz).
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Mindegyik szabalyos testnek van egy dudlis politdpja (pl. a hiperlapkdzéppontok konvex
burka), az is szabélyos test. Dudlis politép dudlisa onmaga (hasonlosag erejéig), igy a dualitis
szimmetrikus relaci6. A szabdlyos tetraéder dudlisa szabdlyos tetraéder, a kocka dudlisa
oktaéder. Dodekaéder dudlisa ikozaéder. A szabalyos 4-szimplex dudlisa 6nmaga, a 4D kocka
dualisa 4D keresztpolitop. A 24-cella dualisa onmaga. A 120-cella dualisa 600-cella.
Szabalyos d-szimplex dudlisa Onmaga, a d-dimenzids hiperkocka duélisa d-dimenzids
keresztpolitop.

A kovetkezd fejezetben a 120-cella szerkezetét irjuk le részletesebben.

2. A120-cella

A 4-dimenzids szabalyos politopok laphdléit mar azok a lokalis tulajdonsidgok is
egyértelmilen meghatarozzak, hogy melyik poliéder laphédldjaval ekvivalensek a celldinak
laphal6i, mennyi celldja taldlkozik egy csticsban és mennyi celldja illeszkedik egy élre.
Azonban ezek csak lokalis tulajdonsagok, azaz az egy csucsra illeszkedd, vagy legfeljebb az
egy adott cellaval legalabb egy k6zos pontot tartalmazé celldk elrendezését lehet egyszeriien
meghatarozni az el0bb emlitett 6sszefliggésekbdl, az egész laphald szerkezetét nem irjak le.

Fdleg a sok cellabol all6 szabalyos 4D politépok esetében (120-cella, 600-cella) elég
komplex a laphdl6é struktirija — ezekben az esetekben nem is ismert olyan abrdzolasa a
laphalénak, vagy akarcsak az élgrafnak (a csicsokat €s az é€leket tartalmazo grafnak), amely
egy abraban, és attekinthetd modon abrazolja az illeszkedéseket.

A fejezet tovabbi részében leirjuk a 120-cella szerkezetének fontosabb jellemzoit.

A 120-cella alaptulajdonsagai: 120 szabalyos dodekaédercella alkotja, minden csucsban
4 dodekaéder talalkozik, minden €élre 3 dodekaéder illeszkedik. 600 csucsa, 1200 éle és 720
darab 2-dimenzios lapja van.

A 120-cella celldinak csaladjat csoportokba, ,rétegekbe” oszthatjuk tugy, hogy egy
tetszOleges celldjat kivalasztjuk, és a cellak szimmetriakdzéppontjainak a tavolsagait tekintjiik
a kivalasztott cella szimmetriakozéppontjatél. Ekkor az azonos tavolsagra levd
cellakdzéppontokhoz tartozo cellak alkotnak egy réteget. A tavolsagok szerinti novekedd
sorrendben indexeljiik az egyes rétegeket. 9 réteg adodik.

Egy réteg cellakozéppontjai egy 3-dimenzios konvex poliéder csucsaira illeszkednek
(ezek a 3D poliéderek egymassal parhuzamos affin hipersikokban helyezkedek el, melyek a
120-cellanak egy szimmetriatengelyére merdlegesek), kivéve az 1. és 9. réteget, amelyek 1-1
cellabol allnak. A rétegek a kovetkezOképp jellemezhetdk, a cellakdzéppontjaik konvex
burkaval (Id. [1], [3]):

1. réteg (1 cella): a kivalasztott cella,

. réteg (12 cella): ikozaéderes elrendezés,

. réteg (20 cella): dodekaéderes elrendezés,

. réteg (12 cella): ikozaéderes elrendezés,

. réteg (30 cella): ikozidodekaéderes elrendezés,

. réteg (12 cella): ikozaéderes elrendezés,

. réteg (20 cella): dodekaéderes elrendezés,

. réteg (12 cella): ikozaéderes elrendezés,

9.réteg (1 cella): a kivalasztott cellaval atellenes cella.
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Tovabb pontosithato a rétegek cellakdzéppontjainak az elhelyezkedése a kovetkezoképp.
Jelolje D, a kivalaszott dodekaédercellat, I, jelolje a D, cella lapkozéppontjai altal
meghatérozott ikozaédert, F, pedig jelolje a D, cella élfelezOpontjai 4ltal meghatarozott
ikozidodekaédert (egy dodekaéder élfelez6pontjai pontosan egy ikozidodekaéder csucsait
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adjak ki). Ekkor Dy, I, és Fy egyarant a 120-cellanak ugyanabban a tamaszhipersikjaban
vannak a 4-dimenzids euklideszi térben. Legyen f az az egyenes, amely merdleges a
tdmaszhipersikra és atmegy D, szimmetriakdzéppontjan.

Ekkor a 2., 4., 6. és 8. rétegek mindegyikében a 12 cellakdzéppont konvex burka egy
olyan ikozaéder, amely kozéppontosan hasonld képe az I, ikozaédernek, az f egyenes egy
megfeleld pontjat hasonlosagi kozéppontnak valasztva.

A 3. és 7. rétegek mindegyikében a 20 cellakozéppont konvex burka egy olyan
dodekaéder, amely kozéppontosan hasonlé képe a D, dodekaédernek, az f egyenes egy
megfeleld pontjat hasonlosagi kozéppontnak valasztva.

Az 5. rétegben a 30 cellakozéppont konvex burka pedig egy olyan ikozidodekaéder,
amely kozéppontosan hasonldé képe az F, ikozidodekaédernek, az f egyenes egy megfeleld
pontjat hasonldsagi kozéppontnak valasztva.

Ha a 120-cellanak az élgrafjat sikban abrazoljuk tgy, hogy a csicsokat valamilyen médon
(de altalanos helyzetben) elhelyezziik a sikon, és az éleket csucsparokat 0Osszekotd
egyenesszakaszokként abrazoljuk, akkor a nagyszamu cstcs és €l (600 cstics, 1200 él) miatt
eléggé attekinthetetlen abrat kapunk, még ha a csiicsokat szimmetrikus médon helyezziik is
el, 1d. [1]. (Altalanos helyzetli sikgrafon azt értjiikk, hogy nem esik egybe két cstics, és nincs
harmadik csucs két, éllel Osszekotott csucs Osszekotd szakaszan.) A 120-cella egyes
Otszoglapjainak az élei olykor meghatarozhatok, de a cellak élvazanak az alakja altalaban
eléggé atlathatatlan. A dualis 600-cellandl (120 cstcs, 720 €l) is hasonl6 a helyzet, nem lehet
az élgrafjat a sikban ugy abrazolni, hogy a cellarendszer szerkezetét jOl szemléltesse, 1d. [2].

A dualitds miatt a 600-cella jellemzését nem sziikséges részletezniink, mert a 120-cella
fentebb emlitett tulajdonsagai konnyen atfogalmazhatdk a 600-cella tulajdonsigaira. A 600-
cella szamunkra legfontosabb tulajdonsagait azért a 4. fejezet elején Osszefoglaljuk.

3. A 120-cella 3D reprezentacioi

A 3-dimenzids térben olyan, konvex poliéderekbdl vagy azok komplementereibdl allo
parkettazast szeretnénk eldallitani, amelynek a laphaldja ekvivalens a 120-cella laphaléjaval.
Megjegyezziik, hogy parkettazason olyan konvex poliéderekbOl vagy komplementereikbol
allo fedését értjiik a 3D térnek, amelyben a celldknak paronként nincs kozos belsd pontjuk, és
barmely két poliéder metszete azok egy kozos, valahany dimenzids lapja, vagy az iires
halmaz. Parkettazas laphdl6jan pedig a parkettazds elemei és azok lapjai altal meghatarozott
algebrai halo tértjilk a tartalmazds relaciora nézve. Elonyds minél tobb szimmetriaval
rendelkezd cellarendszert tekinteniink, hogy minél kevesebb kiillonbozé alaku cella legyen a
parkettizas cellarendszerében, ez az dbrazolas konnyebb attekinthetdségét is segiti.

Ha a 120-cellat parhuzamos vetitéssel képezziik le egy 3-dimenzids affin alterére, akkor a
120-cella vetiiletét a cellainak a vetiiletei kétszeresen fedik: a cellai feloszthatok lathatod és
nem lathaté celldkra (némely, a vetitésugarral parhuzamos cella képe elfajuldé — azaz
2-dimenzios — lehet). Ezért parhuzamos vetitéssel nem kapunk a 120-cella laphaldjabol a
3-dimenzios tér konvex poliédereibdl allo parkettazast, de azért ilyenkor is kapunk a laphal6
egyik felét abrazold cellarendszert (1d. [3]), valamint hasonlon, a dualis 600 cella-esetén is
kapunk a laphél6 egyik felét abrazol6 cellarendszert (1d. [4]).

A 120-cella centralis vetiilete esetén, ha a vetités az egyik cella 4ltal kifeszitett
3-dimenzi6s hipersikra torténik, és a vetités centruma elég kozel van a cellanak egy belsd
pontjdhoz, akkor az Osszes tobbi cella vetiilete abba a cellaba esik bele. A vetitéskor fixen
maradt cellara mondhatjuk, hogy annak képe legyen a cella 3-dimenzids hipersikjanak a
kiilseje, ekkor a 120-cella laphalgjaval ekvivalens laphalgju, a teret parkettazo cellarendszert
kapunk. Egyszerlibben &tlathat6 struktirat kapunk dodekaéderes szimmetridji centrilis
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vetiilet esetén — ehhez sziikséges, hogy a vetités centruma a szabalyos dodekaédercella
kozéppontjan atmend, a dodekaédercellara merdleges egyenesen legyen rajta, igy ekkor
egyetlen paramétertol fiigg a vetiilet alakja. A sok cella miatt lesznek olyan celldk, melynek
vetiilete mar nagyon kicsi a legkiilsd dodekaédercellahoz képest, ezért a vetiileten a 120-cella
egészének a szerkezete nem atlathato.

Sztereografikus projekcidval is dbrazolhaté a 120-cella: eldszor a koriilirt gombjének a
felszinére vetitjiik a gdbmbkozéppontbdl a cellait, majd egy gombfeliileti pontbdl (egy gdombi
cella relativ belsé pontjabdl) centrilis vetitéssel az atellenes pont gdmbi tdmaszhipersikjara
vetitjiikk a gdmbi celldkat. Ekkor az egyik cella képe nem korlatos tartomany, a celldk vetiiletei
kiadjdk az egész sikot, de sajnos a celldk képei nem poliéderek, hanem méasodrendii
feliiletdarabok altal hatarolt, olykor nem konvex testek.

A kovetkezdkben olyan 3D cellarendszereket tekintiink, amelyek altalanositjak azt az
esetet, amikor dodekaéderes szimmetriaval rendelkez0O centralis vetitést alkalmazunk a 120-
cellara, és ebbdl kapjuk a 3-dimenzids térnek egy parkettizasat. Ezért a 3-dimenzids
euklideszi térnek olyan parkettazasait vizsgaljuk, melyben minden cella egy, a szabalyos
dodekaéder laphaldjaval ekvivalens laphaloju konvex poliéder vagy annak komplementere,
mindegyik csucsban 4 cella taldlkozik és mindegyik élre 3 cella illeszkedik.

Ekkor a cellarendszer laphédldja ekvivalens a 120-cella laphédldjaval, a cellarendszer
szimmetriakozéppontjat (jeloljilk ez O -val) tartalmazd celldhoz (tovabbiakban: kézponti
celldhoz, a 2. fejezet D, jelolését hasznalva rd) viszonyitva a celldkat, 9 rétegre bomlik fel a
3D cellarendszer, aszerint, hogy a celldknak megfeleltethetd 120-cellabeli hiperlap melyik
rétegbe tartozik a kozponti cella hiperlapjdhoz viszonyitva. A szimmetria miatt az egyes
rétegekben a cellak egymassal egybevagok.

A 2-8. réteg cellai olyan szimmetridkkal rendelkeznek, melyek egy dodekaédert fixen
hagynak, és melyek ezen feliil a dodekaéder egy lapjat, vagy csucsat, ill. élét is fixen hagyjak.
Tehat ezek a szimmetridk egy sikbeli alakzatot onmagaba visznek, és a sik féltereit fixen
hagyjak, a kovetkezoképp:

az 1. réteg egy szabalyos dodekaéder,

a2.,4., 6., ¢és 8. réteg cellai egy szabalyos 0tszog szimmetriaival rendelkeznek,

a 3. és 7. réteg cellai egy szabalyos haromszog szimmetriaival rendelkeznek,

az 5. réteg celldi egy sikba dgyazott szakasz szimmetridival (tehét pl. egy nem egyenld
oldalu téglalap szimmetridival) rendelkeznek,

e a09.réteg egy szabalyos dodekaéder kiilseje.

Az 6tszoges, haromszoges és téglalap szimmetridju, dodekaéderrel ekvivalens laphaloju
konvex poliéderek alakjat (egybevagdsig erejéig) befolydsolo fiiggetlen paraméterek szamat
megkapjuk, ha egy ilyen poliéder lapsikjainak a szimmetriatengellyel bezart szdgeit, valamint
ezen sikoknak a tengely egyik végpontjatol vett tavolsagait tekintjiik, és az egymastol
fiiggetlen, nem konstans szogek, ill. tavolsdgok maximdlis szaméat vesszik.
(Szimmetriatengelyen azt a szakaszt értjiik, amely a poliéder olyan szimmetridinak a
fixpontjaibol all, melyek az adott sikidom —szabélyos 6tszog, szabalyos haromszog, téglalap—
sikjanak a féltereit fixen hagyjak.) Igy adodik, hogy otszoges szimmetridji poliéder esetében
5, haromszoges szimmetridju poliéder esetében 7, téglalap szimmetridji poliéder esetében 9
fiiggetlen paramétertdl fiigg a cella alakja (csak a szimmetriafeltételt és a dodekaéderrel
ekvivalens laphalot megkovetelve a konvex poliédertdl — igy azt, hogy ez a poliéder egy
térbeli parkettazis egyik rétegének az eleme legyen, még nem vettiik figyelembe).

A cellaparkettazas feltétele az egyes celldk konstrukcidinal a fentebbi szabadsigi fokokat
csokkenti. Ha ugyanis az 1. réteg Dy szabalyos dodekaéderét fixnek tekintjiik, és a 2-8.
rétegek poliédereit egymds utan, a rétegek novekvo indexei alapjan készitjiik el, akkor az
egyes rétegek celldinak a konstrukcioikor figyelembe kell venni a kordbban elkészitett
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rétegekkel kozos lapokat, és hogy az egyes rétegeken beliil a celldk sokszor k6zos lapokkal
rendelkeznek. Igy a cellaparkettdzasra Gsszesen 13 szabad paraméter adédik gy, hogy a 2., 3.
€s 5. rétegnek 3 szabadsagi foka van, a 4., 6., 7. és 8. rétegnek 1 szabadsigi foka van. Persze
a siklapok tengellyel bezart szogei és tengely végpontjatél vett tavolsigai helyett maés
paraméterek is hasznalhatok, pl. a cellak élhosszai, oldallapjainak szogei koziil a megfelelden
kivalasztott mennyiségek Att6l, hogy egy mennyiség szabad paraméter, még vannak ra
korlatozo6 feltételek, €s a tobbi paraméter értékétdl is fiigg, hogy milyen intervallumon vagy
intervallumokon vélaszthatd meg ugy az értéke, hogy a kivant tulajdonsdgi konvex
poliédercellat kapjuk.

Amennyiben az 6tszoges szimmetridju cellakat, azaz a 2., 4., 6. és 8. rétegek poliédereit
készitjik el el6szor, azokhoz is 13 szabad paraméter rendelhetd, igy ekkor a 3., 5. és 7.
rétegek poliéderei mar egyértelmiien adottak. A 2., 4., 6. és 8. rétegek Osszes celldja (48
darab) lefog a 120-cella 600 cstcsa koziil 560-at, a maradék 40 csucs koziil 20 darab a 3. és 5.
rétegek cellaira, 20 darab pedig az 5. és 7. rétegek celldira illeszkedik. Az 1. dbran l4thatok az
1-8. réteg poliédercellai — a szabad paraméterek varialasdval persze mastéle alaku cellak is
kaphatdk. A 2. dbran mutatjuk be a modellezési fazisokat, amikor az egyes rétegeket egymas
utan, indexeik szerint novekvo sorrendben adjuk hozza a cellarendszerhez (az utols6 fazisban
a 7. és 8. réteget egyszerre adtuk hozza a cellarendszerhez, mert a 8. réteg attetszOsége miatt a
7. réteg is Ol latszik ilyenkor).

Egy geometriai feltétel is adhat6 a celldkra: ha a 2., 4., 6. és 8. rétegek Otszoges
szimmetriaju poliédereit elkészitjiikk ugy, hogy kozos lapjaik legyenek a 2. és 4., a 4. és 6.,
valamint a 6. és 8. rétegek poliédereinek, akkor azok egy olyan végtelen gilaban kell, hogy
elhelyezkedjenek, melynek csicsa a dodekaéderes szimmetria O kdzéppontja, €s a gilat az 1.
réteg D, szabdlyos dodekaéderének az egyik Otszoglapja fesziti ki. A 2. és 8. réteg
poliédereinek is vannak lapjaik (5-5 darab) a végtelen gula hataran, igy lesz a Dy kdzponti
cella éleinél, valamint a 9. réteg dodekaéder éleinél a cellarendszer parkettazas (azaz igy lesz
ott hézagmentes a cellaelrendezés).

P

ez 2
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Erdekes lenne megvizsgalni, hogy a 3., 5. és 7. rétegek poliédereinek az alakja hogyan
véltozik a 2., 4., 6. és 8. rétegek Otszoges szimmetridju poliédereinek az alakja fliggvényében.
De még az sem vilagos, hogy milyen mér0szamokkal (pl. térfogat, beirt gomb sugara, koré irt
gomb sugara, szimmetriatengelyek hossza valamelyikével, vagy mas mennyiségekkel) lenne
érdemes jellemezni a poliédercellak alakjat, hogy ilyen 0sszefliggéseket kapjunk.

az egyes rétegek indexeik szerinti novekvo sorrendben torténé hozzaadasa utan

4. A 600-cella élgrafjanak a 3D reprezentacioi

Ebben a fejezetben a 600-cella élgrafjanak két 3D reprezentaciojat is megadjuk.

Mivel a 600-cella a 120-cella dudlisa, ezért a 600-cella absztrakt élgrafja megkaphat6 egy
olyan grafként, melynek csucsai a 120-cella cellainak felelnek meg, két csucs pedig akkor van
Osszekotve éllel, ha a 120-celldban a nekik megfeleltetett cellaiknak kozos 2D lapjuk van. A
600-cella absztrakt laphdldjanak a tovabbi elemei, a 2D lapoknak és celldknak megfeleld
laphaloelemek pedig azon csicsharmasok, ill. csicsnégyesek, melyek eseteiben barmely két
csucs éllel van 6sszekotve az élgrafban.

Ha a 120-cella szabdlyos dodekaéder hiperlapjainak kdzéppontjait gdombkozéppontoknak
vessziik a 4-dimenzids euklideszi térben, olyan maximalis gombsugarakat hasznalva, hogy
gombpakolast kapjunk, akkor a 120 gobmb mindegyikének 12 szomszédja lesz (azaz 12 masik
gomb érint egy gombot a maradék 119 gombbdl) a 4-dimenzids euklideszi térben (két gomb
pontosan akkor lesz érintd, ha a gombkozéppontok celldinak van egy kozods 2-dimenzids
lapja, az érintési pontok a cellakdzéppontok altal meghatarozott 600-cella élfelezd pontjaiban
lesznek).

Ekkor a gdmbok érintési pontjai egy F gombfeliileten helyezkednek el, és azt a 120 gomb
mindegyike merdlegesen metszi. Alkalmazzunk egy olyan inverzidt, melynek a kozéppontja
az egyik gomb kozéppontjdnak az F gombfeliilet kozéppontabdl az F gombfeliiletre torténd
vetitéssel kaphaté meg! Ekkor 120 olyan gombét kapunk, melyek kozéppontjai egy
hipersikon fekszenek, mellyel lemetszve a gomboket, egy 3D gombelrendezést kapunk
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dodekaéderes szimmetridval. Ebben minden gombnek 12 szomszédja van, egy gOmb
tartalmazza az Osszes tobbit, a maradék 119 gomb pedig gombpakolast alkot — az egymast
érintd gombok érintési sikjai cellarendszert hataroznak meg, a cellarendszer dodekaéderes
szimmetridval rendelkezik. Mind a 119 korlatos cella beirt gombje a gombpakolés eleme.

3. abra. A 600-cella dodekaéderes szimmetriaju 3D gombelhelyezésként torténé reprezentaciéjanak
felépitése az egyes rétegek indexeik szerinti novekvo sorrendben torténé hozzaadasa utan

Ezért a 120 darab 3D gomb 9 kiilonbozd sugard gombbdl all, az egyforma sugari gombok
egy-egy rétegben helyezkednek el, 9 rétegre osztva fel a gombelhelyezést (1d. 3. és 4. 4bra).
Ez a gombelhelyezés a 600-cella élgrafjaval ekvivalens: a gomboknek feleltehetk meg a
600-cella csucsai, az éleknek pedig a gombok paronkénti érintési pontjai (amelyek két-két
gombre illeszkednek).

4 abra. Azonos aranyban lekicsinyitett gombok a 600-cella dodekaéderes szimmetriaju
3D gombelhelyezésként torténo reprezentaciéojabol
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Az altalunk készitett modellben kozvetleniil a 600-cella csucsainak a 4-dimenzids
koordinataibdl szamitottuk ki a 3D gombok kozéppontjait €s sugarait, inverzidt és merdleges
vetitést alkalmazva — ugyanis igy egyszerlibb elkésziteni a gdmboket, mint kdzvetleniil a 3D
gombkonfiguracié érintési tulajdonsagai alapjan rétegenként megszerkeszteni a gomboket
(mivel ilyenkor tobb réteg gombjeinél is sziikséges 3D inverzid alkalmazéasa a szerkesz-
tésekhez).

A kovetkezokben a 600-cella élgrafjanak egyetlen &braban torténd, atlathato
vizualizacidjat adjuk meg. Ehhez érdemes a 120-cella dodekaéderes szimmetridgji 3D
600-cella csucsaihoz 3-dimenzids térbeli csucsok tartozzanak, €s a csdicshalmaz dodekaéderes
szimmetridju legyen. Ekkor a graf csucsai ikozaéderek, dodekaéderek, és egy ikozidodekaéder
csucsaiban helyezkednek el (kivéve az 1. és 9. osztdly egyelemii halmazait). A csicsokat 9
osztalyba sorolhatjuk (1d. [2], [4]): az 1. osztdly egyponti — a dodekaéderes szimmetria
kozéppontja, a 2., 4., 6. és 8. osztily csucsainak a konvex burka ikozaéder, a 3. és 7. osztaly
csucsainak konvex burka dodekaéder, az 5. osztaly csticsainak konvex burka ikozidodekaéder,
a 9. osztaly egyelemi, ez a végtelen tavoli pont (a 3-dimenzids euklideszi teret jelen esetben
egy végtelen tavoli ponttal kibOvitett, ezaltal kompaktifikalt euklideszi térnek kell tekinteniink
— a dodekaéderes szimmetria kdvetkeztében a 600-cellanak a szimmetriakdozépponthoz tartoz6
csucsaval atellenes csucsat a 3D térben mar nem tudjuk reprezentalni).

5. abra. A 600-cella élgrafjanak 3D reprezentaciéja takaro lapokkal

Az egyes csucsok irdnya a szimmetria egy fixen hagyott dodekaédere altal meghatarozott
lapkozéppontok, csucsok, ill. élfelezépontok irdnyédba kell, hogy essen, igy hasonldsag erejéig
Osszesen 6 szabadsagi foka van a 3D reprezenticid csicshalmazinak (mivel ekkor a csticsok
1. és 2. osztalyanak halmaza adottnak tekinthetd).
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Megfeleld 2D sikidomok berajzolaséval (a szimmetriakozéppontbdl dodekaéder-élekig,
ill. ikozaéder-élekig terjedd sarga, valamint vildgoskék haromszoglapokkal) segitjiik a
vizualizaciot: a 1étrejovo takardsok miatt nem lesz kusza az abrazolds, €s a szimmetridk
hangsilyozasa is megtorténik ezaltal. Ezek a haromszoglapok tehat nem a 600-cella lapjai, az
oldalaik sem a 600-cella élei.

A 600-cella 2D lapjainak 6sszességét nem abrazoljuk, csak megjegyezziik, hogy pontosan

a haromszogekhez (azaz azon csicsharmasokhoz, melyekben barmely két csucs kozott van €l)
tartozik 2D lap, valamint, hogy azon csicsnégyesekhez, melyekben barmely két cstics kozott
van él, 3D cellak tartoznak.
1. osztaly csucsa (a szimmetriakdzéppont), a kék csticsok a 2., 4., 6. és 8. osztaly csucsai (a
szimmetriakdzéppontbol kifelé novekvd indexszel), a voros cstcsok a 3. és 7. osztaly cstcsai
(szintén kifelé novekvO indexszel), a zold csucsok pedig az 5. osztaly csticsai (a 9. osztaly
csicsa a végtelen tavoli pont, nincs abrdzolva). Az egyes osztilyok csicsai egyforma
tdvolsagra vannak a szimmetriakdozépponttdl.

Az egyes osztalyokon beliili élek a konvex burok élei, azaz a kék legkozelebbi és
legtavolabbi csucsok (2. és 8. réteg csticsai) esetén ikozaéder-€élek, a voros csucsok esetén
dodekaéder-€lek, €s a zold csucsok esetén ikozidodekaéder-€lek tartoznak az élgrathoz. Ezen
élek nincsenek megjelenitve az 5. abran (hogy az é4bra ne legyen atlathatatlan), de a
vilagoskék, €s sirga takar6lapok tartalmazzak a dodekaéder-éleket, ill. az ikozaédér-éleket, és
ezeknek a lapoknak a lila, ill. barna kiilsd élei épp ilyen €élhalézatokat adnak ki, csak a
szimmetriakdzéppontbol kinagyitottan (de az ikozidodekaéder-élekre ez nem mondhato el).

A szimmetriak0z€éppontbdl kiinduld, sugériranyban elhelyezkedd egymads utdni kék
csucsok élekkel vannak 6sszekotve (ezek szerepelnek az dbran), sot a legbelsd kék csticsokat
élek kotik 0ssze a szimmetriakdzéppontbeli csticesal. A sarga haromszoglapokon élek kotik
0ssze a zold csucsot 4 voros csdccsal (ez szerepel az abran). Két egymas utani kék csucsot a
szimmetriakozépponttol vald tavolsagra nézve kozottiik elhelyezkedd, hozzajuk legkozelebbi
sarga lapokon taldlhat6 csucsokkal élek kotik Ossze, azaz a 2. és 4. osztily kék cstcsai és a
3. osztaly voros csucsai, a 4. és 6. osztaly kék csucsai €s az 5. osztaly zold csucsai, valamint a
6. és 8. osztaly kék csucsai és a 7. osztaly voros csucsai élekkel vannak 6sszekotve ezekben
az esetekben, ezeket az éleket voros, ill. zold haromszoglapok éleikén abrazoltuk (ezek a 2D
lapok kiilonben ténylegesen a 600-cella 2D lapjai). Ami még hianyzik az abrardl: a 9. osztaly
végtelen tavoli pontban levo csucsat €l koti Ossze a 8. osztaly minden csucsaval.

5. Oktatasi tapasztalat

A SZIE Ybl Miklés Epitéstudomanyi Karon oktatott ,,Szamitégépes térgeometriai
modellezés” kurzus egyik témakore a poliéderek modellezése. A tapasztalatok alapjan a
hallgatoknak megfelelé ismereteik vannak az alaptestekrdl (hasab, gila) és a szabalyos
testekrdl. De tovabbi konvex és nem konvex poliéderekrdl, vagy azok tulajdonsigairdl az
ismereteik elég hidnyosak. A konvex poliéderek dualitdsat csak szabalyos poliéderek esetében
értik jOl, mar az archimédeszi poliéderek esetében is nehézséget okoz szamukra a dudlis
poliéder konstrukci6janak a megértése.

A 120-cella 3D reprezentacidja olyan feladatnak bizonyult, mely elég nagy kihivéas volt a
hallgatoknak, de a térbeli szerkesztési lépésekre bontott feladat mar megoldhatd volt
hallgatok nagyon élvezték és latvanyosnak talaltdk, itt az egyszerliség kedvéért a
gombkozéppontok koordinatait egy szoveges fajlban megkaptik (a koordinatdk GeoGebraval
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lettek kiszamitva) és AutoCAD script f4jlt készitettek, melynek futtatasakor késziilt el a
gdombpakolas.

A kurzuson a 3D poliéderek modellezéséhez Cabri 3D, GeoGebra, és AutoCAD
szoftvereket hasznalunk. Geometriai méodszerekkel szerkesztjilk a poliédereket. A 120-cella
modellezéséhez a Cabri 3D szoftvert hasznaltak legszivesebben a hallgatdk, de volt, aki
AutoCAD-ben szivesebben modellezte a cellakat, korabbi AutoCAD-es modellezési
tapasztalatai miatt. A GeoGebrat tulsdgosan matematikai szintaktikat hasznalonak talaltak
ennek a feladatnak a megoldasahoz, igy kissé nehézkesen tudtdk alkalmazni, de mivel
megfeleld eldkésziiletek utdn a GeoGebraban a Sorozat paranccsal nagyon latvanyosan meg-
sokszorozhatok a celldk, ezért a 120-cella GeoGebraban torténd modellezése is nagyon
érdekelte a hallgatokat.

A cellak elkészitéséhez felhasznaltuk a szimmetridkat €s az alkalmazhaté geometriai
transzforméacidkat. Mindez hozzéisegitette a hallgatdkat, hogy jobban megértsék a poliéderek
kombinatorikus és metrikus tulajdonségait, €és fejlodjon a térlatasuk.
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