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OsSZEFOGLALO. Hamilton 1843-ban dolgozta ki a valés kvaterniok algebréjit,
amely lehetéséget nytjt térgeometriai problémak vizsgéilatara. Dickson 1912-ben
bevezette a test feletti altalanositott kvaternié algebrak fogalmat. Ezek struktdrait
vizsgilva bevezetjilk a szimmetrikus altalanositott kvaternié algebrakat és
megvizsgaljuk e struktirak egy érdekes tipusit.

ABSTRACT. Hamilton worked out the real quaternion algebra theory in 1843, that
enables us to examine problems of spatial geometry. Dickson introduced the
generalised quaternion algebras over local fields. Based on their structures, we
introduce the symmetrical generalised quaternion algebras and examine an
interesting type of them.

1. Bevezetés

A klasszikus komplex szdmok algebrdjdnak rendezett valds szdmparokbol torténd
felépitését 1833-ban publikalta Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) ir matematikus,
fizikus és csillagdsz. Mivel a komplex szdmok eredményesen haszndlhatok sikgeometriai
problémak megoldasara, ezért Hamilton a térgeometriai problémdik analog kezelésére a
rendezett valés szdmharmasok algebrijanak megalkotasat tiizte ki célul. 1843-ban ismerte fel,
hogy rendezett valos szamharmasok helyett rendezett valos szamnégyesekkel érhet célt és
megalkotta a valos kvaterniok algebrijat. A kvaterniokhoz sokban hasonlé split kvaternidk
struktirajat 1849-ben az angol Sir James Cockle (1819-1895) dolgozta ki. (HAMILTON
1834, 1844)

Leonard Eugene Dickson (1874-1954) 1912-ben bevezette a test feletti altalanositott
kvaterni¢ algebra fogalmat és 1919-ben megalkotta a késdbb Cayley-Dickson-féle
megkettdzési eljarasnak nevezett modszert, amellyel Hamilton-féle kvaterniokbol kiindulva
felépitette a Cayley-féle oktoniok strukturdjat. (ROSENFELD 1997, WARD 1997)

Ebben a dolgozatban a Cayley-Dickson-féle eljaras egy altalanositasat alkalmazva a valos
szamok R struktirijabdl elindulva eldszor az altalanositott komplex szdmok C, struktirdjat,
ebbdl pedig ezutan az altalanositott kvaterniok H,g struktarajat épitjiik fel.

2. Az altalanositott komplex szamok

Jelolje {R, +,-} a valos szamok testét és értelmezziink miiveleteket az
RXR:={(a,b):a,b€R}

KULCSSZAVAK. Altalanositott komplex szamok, altalanositott kvaternidk, hiperkomplex szamok,
Cayley-Dickson eljaras
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direktszorzatban az alabbi mdédon:

skalérral val6 szorzas: r-(a,b) := (r-a,r-b), (1)

Osszeadas: (a,b) + (c,d) :=(a+c,b+d), (2)

SZOTZA4s: (a,b)-(c,d):=(a-c—a-b-d,a-d+b-c), 3)
ahol r€ R, (a,b),(c,d) ERXR tetszélegesek, tovibba a € R egy rogzitett valds
paraméter.

Egyszerii kozvetlen szamolassal igazolhatjuk, hogy R X R az (1),(2) és (3) muveletekkel
egy 2-dimenziés kommutativ, asszociativ €s neutralis elemes algebrat alkot az R test felett. E
struktira Osszeadasi neutrdlis eleme a 0:= (0,0), szorzési neutrdlis eleme az 1:= (1,0),
tovabba mint R feletti vektortérben az 1:= (1,0) és az i := (0,1) egy természetes bazist alkot.

Az S:= {(a,0) : a € R} c R X R halmazrdl kénnyen belathatjuk, hogy zért az (1), (2) és
(3) miiveletekre, tovabba az f : R — S, a = (a, 0) leképezésr6l megmutathatjuk, hogy egy
algebra-izomorfizmus, amelynek alapjan az f*":R->RXR, a+~ (a,0) algebra-
monomorfizmussal R beledgyazhaté az R X R algebraba.

A bedgyazds eredményeként nyert struktirdt az dltaldnositott komplex szdmok
algebrajanak nevezziik és a C, szimbolummal jeloljiik. Specidlisan, ha ¢ = 1, akkor a
klasszikus Gauss-féle komplex szamok C, ha ¢ = 0, akkor a dudlis komplex szamok C°, s ha
a = —1, akkor a split komplex szamok C' algebrijahoz juthatunk el. Bizonyithat6, hogy
minden R feletti 2-dimenzids asszociativ algebra izomorf az ¢ € R paraméter 1,0, vagy —1
értékéhez tartozo C, struktira valamelyikével.

Az i =(0,1) € C, elemrdl megmutathaté, hogy (a) i* = —a, .(b) (0,b) =hb-i,
(c) minden (a, b) € C, felirhat6 a + b - i alakban, amelyet az altalanositott komplex szam
algebrai alakjdnak neveziink. Az Aaltalanositott komplex szamok algebrai alakjaval a
kovetkez0 szamolasi szabalyok szerint dolgozhatunk:

r-(a+b-i))=@-a)+@-b)-i, 4)
(a+b-D)+(c+d-))=(@+c)+(b+d) i, (5)
(a+b-i)-(c+d-i)=(a-c—a-b-d)+(a-d+b-c) i, (6)

aholr e Résa+b-i,c+d-i€ C, tetszleges elemek.

Az=a+b-i€C, konjugdltian aZ=a—b-i € C, szdmot értjiik. A konjugélést az
alabbi tulajdonsagok jellemzik: (a) Z =z involutiv, (b) 7-zZ=r-Z homogén,
(c) Zz+t=2z+t additiv, (d) z-t = Z-t multiplikativ, (e) z-Z=2Z-z=a’+a-b?€R
teljesiil, ahol r € R, z,t € C,.

A z=a+b-i€C, normdjign az N(z):=2z-zZ € R valds szamot értjik, amelyre
teljesiilnek a kovetkez6 osszefiiggések: (a) minden z,t € C, esetén N(z-t) = N(z) - N(t),
(b) a z € C, invertilhat6 akkor és csakis akkor, ha N(z) # 0, (c) ha z,t € C, invertilhat6
elemek, akkor a z - t € C, is invertalhat6 és (z-t)™1 = z71 -t~ L.

Az=a+b-i, t=c+d-i€C,elempar skaldris szorzatdin a{z,t) :=a-c+a-b-d
valos szamot értjiik. A skalaris szorzat egy szimmetrikus bilinearis leképezés, amelybdl a
norma az N (z) = (z, z) alapjan szarmaztathato.

A z=a+b-ie€ C,éltalanositott komplex szamok reprezentilhatok az

a=(_%, Demm ()

alakd masodrend(i négyzetes matrixok M<(R) halmazaval, mert a

9:CooMi®,a+b-im (O D) ®)
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leképezés egy algebra-izomorfizmus, tovabba érvényes az

N =detc(_ D) ©)

Osszefiiggés.
3. Az altalanositott kvaterniok
Az Altaldnositott komplex szdmok C, 2-dimenzidés kommutativ és asszociativ

algebrdjabol kiindulva a C, X C, := {(2y,2,) : 74,2, € C,} direktszorzatban miiveleteket
értelmeziink az alabbi médon:

skalarral val6 szorzas: 1 (zy,2,) = (r-zy,723), (10)
Osszeadas: (z1,25) + (W, wy) = (20 + Wy, 2, +Wy), (11)
sz0rzas: (21, z3) - (W, wy) := (2, wy — B~ 25 * W3, 21wy + 25 - Wy) , (12)

ahol r € R, (z4,2,), (wy,wy) € C, X C, tetszOlegesek, tovabba B € R egy rogzitett valds
paraméter.

Egyszerti, bar hosszadalmas szadmitassal belathatjuk, C, X C, a (10), (11) és (12)
miuveletekkel egy 4-dimenzids, nem kommutativ, de asszociativ €s neutrdlis elemes algebrat
alkot az R test felett. E struktirdban az Osszeadds neutrdlis eleme a
(0,0)=(0+0-i,0+0-1i), aszorzas neutralis eleme (1,0) = (1 +0-i,0 + 0- i), tovabba
mint R feletti vektortérben az

(1,0)=(1+0-i,0+0-10), (i,0)=(0+1-i,04+0-10),
j:;=00,1)=0+0-i,14+0-1), 0,)=0+0-i,0+1-1).
elemek egy természetes bazist alkotnak.

AT :={(z,0):2z €C,} S C, X C, halmaz zart a (10), (11) és (12) miiveletekre, az
F:C,—T,z; » (21,0) leképezés egy algebra-izomorfizmus, ez alapjan az
F*:C, = Cy X Cy, 2z, = (24,0) egy algebra-monomorfizmus, amellyel a C, beleagyazhaté a
C, x C, algebraba.

A bedgyazas eredményeként nyert struktirdt a tovabbiakban dltaldnositott kvaterniok
algebrdjdnak nevezzik és a M,z szimbélummal jeloljiik. Specialisan, ha (a,p) = (1,1)
akkor a klasszikus Hamilton-féle kvaterniok H, ha (a, 8) = (1, —1), akkor a split kvaterniok
H', ha (a,f) = (1,0), a szemi kvaterniok H°, ha (a,B) = (—1,0), akkor a split szemi
kvaterniok H'°, végiil ha (a, ) = (0,0), akkor a kvézi kvaterniok H°° algebrajat kapjuk.

A j=(0,1) € Hyp elemrél megmutathatd, hogy (a) j* = —pB, (b) (0,2;) =2, ,
(c) minden (zy,z;) € Hp felirhaté z; + z, - j alakban, amelyet az dltalanositott kvaterni6
komplex algebrai alakjdnak nevezziik. Az éaltalanositott kvaterniok komplex algebrai
alakjaval a kovetkez6 szabalyok szerint dolgozhatunk:

r(z1+2z,j)=(r-z)+(r-2z)j (13)

(z1+ 2z )+ Wi +wyj)=(z +wy) + (22 +wy) - j (14)

1+ 2z ) Witwyj)=(z1-wy — B2 W) +(zy wy + 2z, wy) - j (15)
Megmutathatd, hogy ha wy € C,, akkor érvényes a

Jrwi=wij (16)

Osszefiiggés, amelynek specidlis eseteként

jri=—itj an
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adodik.

Hazy =a+b-i,z;=c+d-i€Cyésq=2+2,j€Hyz, akkor a q éltaldnositott
kvaterni6 felirhat6 agq=a+b-i+c-j+d-i-jalakban, s bevezetve a k :=i-j jelolést
minden q € Hp elbéllithat6 a

q=a-1+b-i+c-j+d-k (18)

alakban, amelyet az altalanositott kvaternié valds algebrai alakjanak hivjuk, az 1,i,j,k €
Hgp elemeket pedig altalanositott kvaternidegységeknek nevezziik.
A kvaternidegységek Cayley-féle szorzotablaja:

1 i j k
1 1 i j k
i i -« k —a-j
J J —k —B B-i
k k a-j -B-i | —a-f

Az Altalanositott kvaterniok valds algebrai alakjaval a kovetkezd szdmolési szabalyok
alapjan dolgozhatunk:

r-(a+b-i+cj+d-k)=C-a)+@-b) i+ (@r-c)j+@-d)k (19)

(a+b-i+c-j+d-k)+ (@ +b'-i+c'-j+d k)= (20)
=(@a+ad)+b+b) i+ (c+c)j+(d+d) k

(a+b-it+c-j+d-k)-(a@+b-i+c'-j+d k)= (21)

=(a-a'—a-b:b'—fF-c-c’"—a-f-d-d)+
+(a-b'+b-a' +p-c-d—-p-d-c') i+
+(ac'"—a-b-d" +c-a' +a-d-b")-j+
+(a-d+b-c'"—c-b'+d-a') -k,
aholr ER,a+b-i+c-j+d-ka +b' -i+c -j+d - keHgy.

A q=2z+27,-j€MHyp konjugdliign a q:=2z; — 2z, j€ Hyp szdmot értjik. A
konjugalést az alabbi tulajdonsdgok jellemzik: (a) ¢ = q involutiv, b) ¥~q = r - § homogén,
(c) q+q =q+q additiv, (d) g9 =q-q anti-multiplikativ,
) qGg=g-q=a*+a-b*+p-c*+a-p-d*e€R , ahol reR,zy=a+b"i
z,=c+d i€Cyuésq =12 +2;,j€ Hyp.

A q=12z +2z, j€Hgyg elem normdjdin a N(q) = q-q € R szdmot értjiik, amelyre
teljesiilnek az aldbbi Osszefiiggések: (a) minden q,q" € Hyp esetén N(q-q') = N(q) - N(q"),
(b) q € Hyp elem invertdlhaté akkor és csakis akkor, ha N(q) # 0, (c) ha p,q € Hgp
invertalhat6 elemek, akkor p - q € Hp is invertalhaté és (p - q) ™' = ¢~ - p~*.

Ag=a+b-itcj+d-kq =a+b-i+c-j+d -k€H,; elempar skaldris
szorzatin a {q,q'):=a-a’+a-b-b'+B-c-c'"+a-f-d-d €R szamot értjik. A
skalaris szorzat egy szimmetrikus bilineéris leképezés, ebbdl a norma az N(q) = {(q,q)

alapjin szarmaztathato.
Agq=a+b-i+c-j+d- k€ H,s iltaldnositott kvaterniok reprezentalhatok az
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a b c d
_ —a*b a —a-d c
a={ %7 ga Tt |eMm (22)

—a-f-d —fc a'b a

alakd martixok Mi!(R) halmazéval, mivel a
a b c d
G:Hpp > My(R),a+b-i+c-j+d ke _ﬁ—.ac-b ?;.d _g.d_g
—a-B-d —Bc ab a

leképezés egy algebra-izomorfizmus, érvényes tovabba az

a b c d
Ny =det| g% g, TEd s 23)

—a - ﬁ . d _’B -C a- b a
Osszefiiggés.

Minden a, 8 € R esetén a Hgp struktira Osszeaddsa €s skaldrral valo szorzasa (10) €s
(11), tovabba (19) és (20) szerint azonos, tehat az Osszeg €s a skalarszoros is fliggetlen az «
és [ paraméterek megvalasztdsatol. A H,p struktirdk kozotti eltérés a szorzésban van,
amelyet a (12) és (21) szerint az a, f € R paraméterpar hatiroz meg. E szorzast viszont az
Osszeaddsra vonatkoz6 disztributivitds szabdlya miatt egyértelmilen meghatarozza az
altalanositott kvaternidegységek Cayley-féle szorzotablija.

A t:a+b-i+c-j+d-k—a+c-i+b-j+d-k transzpozicios leképezés,
valamint a k:a+b-i+c-j+d-k—=a—b-i—c-j—d-k konjugdldsi leképezés is
algebra-izomorfizmusok, amelyek ko7 kompozicidja a Hyg kvaternidegységeinek
szorzOtabldjat éppen a Hpg, kvaternidegységeinek szorzotablgjéba viszi at. Ezért Hpg, algebra
izomorf a Hp algebréaval.

Legyen E :={-1,0,1} . Lattuk, hogy C, mindhirom alaptipusindl a € E teljesiil.
Ha B € E is fenndll, akkor kozvetleniil beldthatd, a - € E is teljesiil. Ekkor viszont az
dltalanositott kvaternidegységek négyzeteire 12 = 1,i? = —a,j* = —f,k* = —a - f miatt
12,i%,j%, k* € E is teljesiil, vagyis a kvaternidegységek szerepe szimmetrikus. Ezért az
a,B € E esetben a Hp dltalanositott kvaternidalgebrét szimmetrikusnak nevezzik, amelyet
az (a, f) értékparjainak megfeleléen a kovetkezo tablazatba rendezhetjiik:

(1,1) (1,-1) (1,0)
(-1,1) | (-1,-1)| (=10

(0,1) (0,-1) (0,0)

E 9 struktira koziil a Hyp ésHpg, izomorf volta miatt elegendd pl. a felsd triangularis 6
strukturat tekinteni:
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(1,1) (1,-1) (1,0)

(-1,-1) | (=10

(0,0)

E struktirak koziil 5 ismert, amelyek a tablazat els0 soraban és harmadik oszlopiban
szerepelnek. Ezek €ppen a Hp altalanositott kvaternidalgebrakra kordbban példaként emlitett
H, H', H°, H'° és H°° struktdrak.

Az (a, ) = (—1,—1) paraméterpérral rendelkez6 H,p 6. struktiraban az elemeket a (19)
€s (20) Osszefiiggés szerint kell skalarral szorozni és 0sszeadni, szorozni pedig a (21) szerint
az a = B = —1 helyettesitéssel. Ekkor a norméat a N(q) = a? — b? — ¢? + d? alapjan, a
skalaris szorzatot a (q,q')=a-a’'—b-b'—c-c'+d-d 0Osszefiggéssel szamolhatjuk,
végiil e struktdraban szerepld kvaterniokat a

a b c d

b a d c

¢c —-d a -b]E M,(R)
—-d ¢ —-b a

alaku matrixok reprezentaljak.

4. Befejezés

Az el6z0 részben az altalanositott kvaternioalgebrak egy, az altalanositott komplex
szdmok algebrijara tdmaszkodd felépitését mutattuk be. Ennek kapcsan vezettik be és
hataroztuk meg a szimmetrikus altalanositott kvaternidalgebrakat, s utaltunk egy, kordbban a
szakirodalomban nem vizsgalt tipuséra.

Az altalanositott kvaternidalgebrdk mas targyaldsaval taldlkozhatunk JAFARI (2016) és
JAFARI — YAYLI (2015), valamint PIERCE (1982) munkdiban is.

A dolgozatban bemutatott felépités folytathatod €s felépithetd e modszerrel a Cayley-féle
oktoniok algebrdja is, amelynek vizsgélataval a jovoben kivanunk foglalkozni.
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