Dimenziok
Matematikai Kozlemények

VII. kotet

SOE EMK Matematikai Intézet
Soproni Tudés Tarsasag
2019



° X 4
Dimenziok
Matematikai Kézlemények

VII. kotet

SOE EMK Matematikai Intézet
Soproni Tudés Tarsasag
2019



Szerkesztok:

Dr. Németh Lészl6
egyetemi docens

Dr. Szalay Laszl6
intézetigazgatd egyetemi tanar

Nagy Zsolt
cimzetes egyetemi docens

Soproni Egyetem

Erdémérnoki Kar

Matematikai Intézet

9400 Sopron, Bajcsy-Zsilinszky utca 4.

MTA VEAB Soproni Tudds Tarsasag
9400 Sopron, Csatkai Endre utca 6-8.

oS4y

& %
Q e 8

NO_. r - =1
8l NS |
il =
= | 4
B AL
U;’ = T @

Kiadja: SOE EMK Matematikai Intézet €s Soproni Tudds Tarsasag

HU ISSN 2064-2172



DIMENZIOK 1
Matematikai Koézlemények
VILI. kotet, 2019

Tartalomjegyzék

On Papkovich-Neuber type representations for solutions of the Navier-Lamé equation

in spatial star-shaped dOMAINS .........ccceiiriiiiiiiiiiie e e 3
Kozelité szogharmadolas szerkesztése GeoGebraval..........occveeeviveeriiieeniieeniieeiee e 9
Az altalanositott oktonidalgebrak egy Uj felépitésErol........coooivmiiiiniiiiniiiiiiieiieeiieee 19
Forgodlézeres szintezOmiiSzer KalibralaSa..........ccecveeeiieeeiiieeiiieeeiieeeiee e 29
Kettds Gauss fiiggvény alkalmazasa...........coovveiiiiiiiiiiiiiiieeieeeee e 37
Elsérendi differencidlegyenletes modellek ..........c.ooovvieeiiieeniiieiiieniieecee e 49

PMSB €S alKalMAZASA .....cooeeeiiiieieeeeeeeeeeeeeeee ettt e e et ettt e s e eeeessaannnes 59






DIMENZIOK 3
Matematikai Koézlemények
VILI. kotet, 2019

doi:10.20312/dim.2019.01

On Papkovich-Neuber type representations for solutions
of the Navier-Lamé equation in spatial star-shaped domains

Sandor Zsuppan
Berzsenyi Daniel Evangélikus (Liceum) Gimnazium €és Kollégium
zsuppans(@gmail.com

OSSZEFOGLALO. Papkovich-Neuber tipusi reprezenticios képletet vezetiink le a
lineéris rugalmassagtan Navier-Lamé egyenletének megoldasaira térbeli csillagszerti
tartomanyban. A kapott eredményt Osszehasonlitjuk a mér 1étez6 hasonld
eredményekkel.

ABSTRACT. We develop a Papkovich-Neuber type representation formula for the
solutions of the Navier-Lamé equation of linear elastostatics for spatial star-shaped
domains. This representation is compared to the existing ones.

1. Introduction

Papkovich-Neuber type formulae represent the solutions of the Navier-Lamé equation of
linear elastostatics via auxiliary harmonic potentials. This technique is also suitable for
generating solutions of the Stokes equations for the creeping flow of an uncompressible fluid.
It originates in the papers of Papkovich [6] and Neuber [4]. An important variant of this
representation was given by Kratz [2] for the Stokes equation, where the uniqueness of the
harmonic potentials in the representation was also proved. The Kratz representation [2] is valid
for general planar domains, but in the spatial case only for star-shaped ones. Another variant of
it can be found in [3] also for spatial star-shaped domains. In [8] the present author proved that
the representation formulae in [2] and [3] are equivalent, moreover, generalized them for the
Navier-Lamé equation of linear elastostatics. The representation formulae derived in [2] and
[8] solve the problem of eliminating the scalar harmonic potential from the general Papkovich-
Neuber representation in the special case of spatial star-shaped domains maintaining
simultaneously the completeness of the representation, see [5] and also the references given
there. Altough these formulae are ment to derive analytic solutions of the respective equations,
they can also be utilized in numerical methods, see for example [1].

In this paper we derive another representation similar to that in [8], Theorem 5.3 for a
modified Stokes type equation also equivalent to the Navier-Lamé system. The connection of
this representation to existing ones is also investigated.

2. Main result

In this paper we develop representation formulae for the solutions u € C?(Q) and q €
C1(Q) of the equation
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—Au =rotq and rotu = vgq, (1)
where () is a spatial star-shaped domain with respect to the origin. (1) is similar to the system
—Au =gradp and —divu = vp, (2)

which was (although not in this form) considered in [8]. Note that both (1) and (2) are equivalent
to the Navier-Lamé equation

(A+w)graddivu + uAu= 0 3)

in linear elastostatics, where A and u are the Lamé constants. These constants satisfy usually
2 o .
u>0and A+ Y 0, where the latter quantity is the compression modulus. In order to

establish the connection of (3) to (1) and (2) we have to set g = j:—zirotu andp = MT” divu,

respectively. We also have v = — £ in@2)and v = M2u

T e =1-vin().

Theorem 1. Let 0 € R™ be a star-shaped domain with respect to the origin, and set V € R,
>0,V # %, 1. The functions u € C2(Q) and q € C(Q) satisfy (1) if and only if there exists

a harmonic function i € C2(Q) such that
u(x) =3V (x : ﬁ(x)) +rot (x X ﬁ(x)) + (1= 2)h(x), 4)
q(x) = —2roth(x) — 4V (x) (5)

for x € Q. The harmonic function & is unique and we have

h(x) = :?(u(x) +%x X q(x) — 0

1_,17) xdivu(x) + x X qu(x)), (6)

where the function ¢ is harmonic in Q and defined by

$(x) = = [) t77x - q(tx) dt. (7)

PROOF. We need the following identities, where we assume the existence and continuity of the
involved scalar and vector valued functions. These are the same identities used in [2] and [8].

xdivu + x Xrotu = u+ V(x-u) + rot(x X u), (8)
—Au = —Vdivu + rotrotu, 9)

div(x X u) = —x - rotu, (10)

div(¢x) = 3¢ + x - Vb, (11)

rot(¢x) = —x X V¢, (12)

rot(x X V) = =V(¢p + x - Vo) + xA¢, (13)
V(r2¢) = 2¢x + r?Ve, forr = |x|, (14)

A(x-u) =x-Au+ 2divu, (15)
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Alx Xu) = x X Au+ 2rotu, (16)
A(px) = xA¢ + 2V, (17)
A(x X V) = x X VA®. (18)

From the expression (7) of ¢ we obtain setting k(x) = x - q(x) with integration by parts that
10t 1Y . d
%V (x) = ——j £ - (VE) () dit = ——f 7 £ () dt
4), 4),  at

1
- _% [th(tx)](l) + %f 49t 1k (tx) dt = —%x - q(x) — 4V (x).
0

Hence, the function ¢ defined by (7) satisfies the equation
4V (x) +x - Vop(x) + %x ~q(x) =0. (19)

Taking the divergence of the second equation of (1) gives divg = 0 in a view of ¥ > 0.
Moreover, by (1) and (9) we have Aq = —rotrotq = rot Au = Arotu = VAq, which means
Aq = 0 using ¥ # 1. This implies by (15) that Ak = x - Aq + 2divg = 0 and

1
Ap(x) = —% f £7+2(AK) (tx) dt = 0,

That is, the function ¢ is harmonic. Note also, that ¥V > 0 is sufficient for the integral in (7) to
be well defined.

First assume, that u and q are given by (4) and (5) with harmonic A and ¢. Using the
identities (9), (15) and (16) along with (19) there follows

1 - - 1 - - -
—Au = —EV(x -Ah + 2divh) —Erot(x X AR + 2roth) — (1 — 29)Ah
= —Vdivh — rotroth = —2rotroth = rotq,
1 - - -
rotu = E(V div(x X h) — A(x X h)) + (1 —-2¥%)roth

= —2¥roth + %V (x -(—2rot ﬁ)) =7(q+4Vep) + %V(x -(q +4V¢))

=7vq+V <417¢(x) +x-Vp(x) + %x . q(x)) = 7q.

Hence u and q satisfy (1).
In the opposite direction, we assume that u and q satisfy (1). For the calculation we use
repeatedly
Vdivu = Au + rotrotu = —rotq + rotvqg = —(1 — ¥) rotq
as a consequence of (1). By A¢ = 0 and (16) we have A(x X V¢) = 0 and

1
— X —_
<Au + 4A(x q) 2

Ah = -
a (1-9)

T A(xdivu) + A(x X Vd)))

2 1
= — —_ X —
1_417< rotq+4(x Aq + 2rotq)

2 1 1
=11 (—rotq +§rotq —m(xdivrotq —-2(1-9) rotq)) =0,

1 . .
m (xAdivu + 2V div u)>
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that is, the function i defined by (6) is harmonic. We calculate by (8), (12), (13) and (19) that
2

1-—-4v
+ (—V(p+x-Vop) + xAgb))

roth =

1 1
(ﬁq+z(xdivq +x Xrotqg —q —V(x-q))+mxXlevu

T 1-4v 4 4 4(1-7)
2 49 -1 1
—V(d)+x-V¢)>=1_4ﬁ< 2 q—V(¢+x-V¢+Zx-q>>

—12v
—2q¢

From this we obtain (5) by rearrangeing. We also calculate by (10) and (11) that

2 1 1 1 1
g +—-x Xrotq ——q —ZV(x-q)——xx(l—ﬁ)rotq

o 2 1 1
leh—1_4 <d1vu—zx rotq — m(3dlvu+x levu)>

2 1—-4v di 1 1
<4(1_ ) ivu — 4x rotq — mx V(- (1—v)rotq)>

T 1-4v
= ———divu.
20-7) ivu ) )
We compose the expressions for rot h and div h as
1 - - 1 1
E(xdivh+x xroth) mxdwu—ﬁ}x X q—xXxVg.

On the other hand we have by (6) that

(1 20)h=u+g -
2 ) TR,
Adding the latter two expressions and using (8) there follows

1 -~ 1 ~ - 1 - - 1 -
EV(x . h) + Erot(x X h) +(1-2V)h = E(xdivh +x X roth) + (E — 217) h =u,
that is, we have obtained (4) as intended.
Finally we prove the uniqueness of the harmonic function h in the representation (4).

Assume that the expression (4) for u is valid for two harmonic functions h; and h,. Subtracting
these two expressions and setting h = h; — h, gives

1
xXq-— 21 )xdivu+x><V¢.

%V(x -h) + %rot(x Xh)+(1-29h=0 (20)

for the harmonic function h. Taking first the divergence and then the rotation of (20) gives
1 - - -
0= EA(x h)+ (1 —29)divh =2(1 -9 divh
and

1 ~ -1 - 1 ~ ~
0= Erotrot(x X h) + (1 —2¥)roth = EVdiV(x X h) —EA(x X h) + (1 —2¥)roth

1 - -~ - 1 ~ ~
= —EV(x-roth) —roth+ (1—2V)roth = —5(417roth+V(x-roth)).

The first equation implies div h = 0 by ¥ # 1, while from the second equation we obtain
49 x -roth + x - V(x : rotﬁ) =0.
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This equation is very similar to (19). Its solution is x - rot h = 0, which we substitute into the
second of the latter equations. There follows

Proth =0,
which implies rot A = 0 by ¥ > 0. Comparing (8) and (20) gives

1. _ _ o i}
—5 (= +xdivh +x xroth) + (1 - 20k = (5—217>h,

which on the other hand implies A = 0 by 7 # %. Hence we have uniqueness for the harmonic

function A in the representation formula (4). ]

2

Remark 1. The Lamé constants usually satisfy u > 0 and 4 + éu > 0, which mean% > =3

D N - A+2u . .
This implies 1 < ¥ < 4 for the parameter V = ﬁ in Theorem 1. Hence, the assumptions for

the parameter ¥ in Theorem 1 are satisfied for every pair of Lamé constants.
Remark 2. An analogous representation for the solutions of (2) in [8] is
u(x) = —%V(x . h(x)) — %rot(x X h(x)) + (1 — 2v)h(x), 2D
p(x) = 2div h(x), (22)
where the unique harmonic function h is defined by

1
4(1-v)

h(x) = 3_2j (u(x) + %p(x)x — x Xrotu(x) + x X th(x)) (23)

with (x) = —+ (11_V) ) 01 t*AVyx - rotu(tx) dt. If we compare this definition of ¥ to (7) and

we also take into account V = 1 — v and the second equation in (1), then we can conclude that
in fact Y = ¢. Moreover, comparing this with (1), (2), (6) and (23) gives

h(x) = —h(x) + ﬁx X q(x).

Hence the representation for solutions of (1) is in fact the same as the representation in [8],
Theorem 5.3 for solutions of (2).

Remark 3. Theorem 1 of this paper (along with the related Theorem 5.3 in [8]) solves the
problem of eliminating the scalar harmonic potential from the general Papkovich-Neuber
representation for the solution of the Navier-Lamé equations in spatial star-shaped domains.
Decesive in this regard is the solvability of equation (19) for star-shaped domains by the
harmonic function (7). For the elimination of the scalar Papkovich-Neuber potential a very
similar equation is considered in [5], Section 3, see equation (3.1) in [5].
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Remark 4. If we impose a homogeneuous Dirichlet boundary condition on the function u in
(1) and (2), then we can interpret these as eigenvalue problems for the Schur complement
operators

Sgiv = —div(—A™1)V  and 8., = rot(—A Hrot

connected to the Stokes problem on a spatial star-shaped domain. They were studied for

example in [7], see also the references given there.

[1]
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Kozelité szogharmadolas szerkesztése GeoGebraval

Talata Istvan
Szent Istvan Egyetem,
Ybl Miklés Epitéstudoményi Kar, Budapest,
¢s Dunadjvarosi Egyetem, Dunadjvaros
talata.istvan@ybl.szie.hu

OSSZEFOGLALO. Ismert, hogy korzével és vonalzéval nem szerkeszthetd meg egy
tetszleges szog harmada, de a szogharmadhoz tetszdleges pontossdggal lehet
kozelitd szoget szerkeszteni. Azt vizsgiljuk, hogy melyik szerkesztési eljarassal
érdemes sok tizedesjegynyi pontossidgu kozelitd szogharmadolasi szerkesztést
elvégezni ugy, hogy viszonylag kevés szerkesztési 1épésre legyen ehhez sziikségiink.
Azzal is foglalkozunk, hogy mennyivel ndvekszik a sziikséges szerkesztés 1épések
szdma a vizsgalt kozelitd szogharmadoldsi modszerek alkalmazasa sordn, a
pontossdg novelésével. A szerkesztések GeoGebraval torténd elkészithetOségét,
valamint annak szoftveres korlatait is elemezziik, és vizsgaljuk, hogyan
mddosithatunk a szerkesztési 1épéseken a szoftveres dbrdzolhatésag érdekében.

ABSTRACT. It is known that an arbitrary angle can not be trisected by a Euclidean
construction (a construction using compass and ruler only). However, an approxi-
mate angle trisection can be constructed this way, within any given level of precision.
We consider the problem that which approximate angle trisecton method produces
good accuracy for many digits in a way that relatively few construction steps are
needed to achieve that in a Euclidean construction. We also investigate by how much
the number of construction steps is increasing during performing the different
construction methods as the accuracy of the approximation is increasing. We analyze
the realizability of the constructions with GeoGebra with espect to the software
limitations, and we consider how to modify some construction steps, so the
constructions become representable with GeoGebra.

1. Bevezetés

A szdgharmadolas egyike a hires dkori gorog matematikai feladatoknak (a masik két ilyen
feladat a kor négyszogesitése €s a kockakettdzés). Mindharom geometriai szerkesztési feladat,
melyekrol kideriilt, hogy nem oldhatok meg korzdvel és vonalzoval torténd szerkesztésekkel.

A szogharmadolési feladat — azaz, hogy adott a szog esetén korzdvel és vonalzdval
szerkessziink meg egy harmadakkora szoget — lehetetlennek bizonyult altalanos esetben, st
minden olyan konkrét esetben is, amikor a p(x) = 4x3 — 3x — cos(a) polinom irreducibilis a
Q(cos(a)) testbovités felett (azaz nem bonthatd fel kisebb fokszdmu tényezdk szorzatara gy,
hogy a tényezdk olyan polinomok legyenek, melyek egyiitthat6i a Q(cos(a)) test elemei), 1d.
[9]. Ez a helyzet példaul, ha a harmadolandé a szog koszinusza raciondlis szam, és p(x) a
raciondlis szamok felett irreducibilis polinom. Ezért a 60°-0s szog nem harmadolhatd, mert

° 1, 1. e e . . P .
cos(60°) = 5 €8 4x3 — 3x — 3 irreducibilis polinom a racionalis szamok felett.

KULCSSZAVAK. Szégharmadolas, euklideszi szerkesztés, Taylor-sor.
KEYWORDS. Angle trisection, Euclidean construction, Taylor series.
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Amiatt, hogy egy tetszOleges sz0g egész szamu tobbszordse megszerkeszthetd korzovel és
vonalzdval, nem csak 20°-0s szog nem szerkeszthetd, hanem 10°-os, 5°-0s és 1°-0s szog sem,
valamint mivel tetszOleges szog felezhetd korzovel és vonalzoval, ezért 40°-os és 80°-0s szog
sem szerkeszthetd. A szogharmadolasi feladat megoldhatatlansagat mar az 6kor 6Ota sejtették,
de bebizonyitani csak a 19. szazadban tudtak (Wantzel, 1837).

Bizonyos moédokon mégis lehetséges a szogharmadolds, és igy feloldhatjuk a
megoldhatatlansidgot: ha mas megfeleld segédeszkozt (pl. megjeldlhetd élli vonalzot), vagy
korzével és vonalzéval nem szerkeszthetd segédgorbét (pl. triszektrix) is hasznilunk a
szerkesztéshez, esetleg ha nem pontos szogharmadolast szeretnénk megszerkeszteni, hanem
annak csupan egy kozelitését, adott hibahataron beliil, 1d. [1].

Ebben a tanulmanyban kozelitdé szogharmadolédssal fogunk foglalkozni: olyan szerkesz-
tésekkel, amelyekkel sok tizedesjegynyi pontossaggal kozelithetjilk meg egy tetszOlegesen
adott szog harmadat korzével és vonalzdval elvégezhetd szerkesztési 1épések sorozatdnak
eredményeként, hogy példaul szamitogépes geometriai szoftverrel, a szoftver altal alkalmazott
numerikus modszerek hibahatardn beliil megszerkeszthessiik a szogharmadot. Valamint
foglalkozni fogunk a szerkesztés szoftveres abrazoldsanak a nehézségeivel is, és hogy hogyan
modosithatjuk a szerkesztést tigy, hogy a szerkesztés Osszes 1épését megjelenithessiik. A
GeoGebra szoftver (Id. [6]) haszndlatanak péld4jan keresztiil mutatjuk mindezt be.

1. Kozelité szogharmadolas

Szerkesztésen ebben a cikkben mindig kérzdvel és vonalzoval torténd szerkesztést értiink,
az ilyet euklideszi szerkesztésnek is szoktak hivni.

Egy tetszdleges a szog harmadéanak egy adott € > 0 hibahataron beliili kozelitését
megszerkeszthetjiik a kovetkezOképp: mivel egy szogfelezés elvégezhetd korzd és vonalzod
segitégével, és az eredményiil kapott szogre ezt egymas utan tobbszor alkalmazva tetszéleges
kis szog szerkeszthetd, ezért ha az € hibahatarnal kisebb & szoget szerkesztiink megfeleléen
sokszori egymas utani szogfelezéssel, akkor a § szognek megfeleld sokszori tobbszordzésével
tetszOleges szognek, igy pl. az a szog harmadéanak egy kozelitését is megkaphatjuk ¢
hibahataron beliil. Példaul a ké egy ilyen kozelitd szogharmadolas (ahol k egy pozitiv egész
szam), ha (k — 1) < % < ké igaz, és ez ekvivalens a 3(k — 1)d < a < 3k6 egyenldtlenség

teljesiilésével, azaz azt kell csak figyelni a 3§ szog tobbszoroseinek a szerkesztésekor, hogy
melyik 1épésben lesz a nagysiga legalabb a.

A jelenleg elterjedt szamitogépes szoftverek, ill. geometriai szerkesztd szoftverek koziil
tobb is nagy pontossagu szamitasokat tesz lehetové sok tizedesjegynyi értékig kiszamitva
pontok koordinatdit, tavolsdgokat, szogek nagysagit és sok mas mennyiséget, és a
szamitdsokhoz tartozd abrakon, ill. a szerkesztések abrdin mindezt abrazolhatjuk is, a
felhasznal6 altal testreszabott mddon. Példaul a GeoGebra 15 tizedesjegynyi pontossaggal is
megjelenitheti a mennyiségeket.

Ez Osszhangban van azzal, hogy a szamitoégépes szoftverek numerikus szamitisaiban
jelenleg a legelterjedtebb az IEEE 754-es szabvanyban leirt dupla pontossiagu binéris
lebegdpontos szdmformatum hasznalata, amely egy kettes szdmrendszeren alapulé 64 bites
szamformatum: 52 bit a mantissza, 1 bit az eldjel, 11 bit a karakterisztika tarolasara szolgal egy
64 bites adatmennyiségben, 1d. [7], [8]. Ezért egy szam lebegOpontos abrazolasa ebben a
rendszerben a +(1 + m)2* alakban torténik, ahol m egy legfeljebb 52 szdmjegyii bindris tort,
0<m<1,-1022 < k <1023 (1-1 érték fenn van tartva a gépi végtelen (Inf, ,.infinity”) és
a szamot nem eredményezd (NaN, ,,not a number”) gépi szamitasok szaméara, ezért nem 211 =
2048 kiilonbozo értéket vehet fel k, hanem csak 2046-ot). Ezért a legkisebb pozitiv m értéke
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(amit gépi epszilonnak is szoktak hivni) 2752 =~ 2.2 X 1071 ez 15 tizedesjegynyi pontossagu
szamébrazolast jelent. Ebben a szamformitumban a legkisebb pozitiv szdm 271022 ~ 10308
nagysagrendii, a legnagyobb szam pedig 2 X 21923 ~ 103°8 nagysagrendii, ha a szimoknak a
felhasznalok szamara torténd tizes szamrendszerbeli ¢ X 10™ exponencialis alaki meg-
jelenitési lehetdségét is figyelembe vessziik.

Megjegyezziik, hogy bizonyos szoftverek esetén lehetdség van szimbolikus szamitasokra
is, és a geometriai eredményeket igy is tarolhatjuk egy bizonyos bonyolultsagig. Pl. a GeoGebra
Komputeralgebra (CAS) nézetében elvégzett tobb miivelet esetén is ez a helyzet, de mivel a
szerkesztési 1épések eldrehaladtdval a szamitisok egyre bonyolultabb képleteket
eredményeznek, eljon a pont, amikor a GeoGebra atvalt kozelitd tortekkel valo szamitasra, mert
képleteknek nagyon sokszori egyméasba dgyazdsa mar nincs benne tdmogatva, hogy a szoftver
futasa ne lassuljon le.

Ha a korzovel és vonalzoval torténd szerkesztésekhez geometriai szoftvereket hasznalunk,
akkor a szoftvertdl fliggden, de altaldban sok tizedesjegynyi pontossaggal ellendrizhetjiik a
megszerkesztett tavolsagokat, korsugarakat, szogek nagysagat. Es ebben az esetben kozelitd
szerkesztéseket végrehajtva, a szerkesztési pontossag ellendrzésére és nagy pontossig elérésére
is van lehetdség.

Ezért felmeriilnek a kovetkezd kérdések:

1. Probléma. Hogyan lehet kozelité szogharmadolast nagy pontossaggal, viszonylag kevés
szerkesztési 1€péssel elkésziteni? Melyik szerkesztési modszert érdemes hasznalni?

2. Probléma. Hogyan viszonyul egymashoz a kozelitd szogharmadolas szerkesztési
pontossaginak a novelése, valamint az adott pontossag eléréséhez sziikséges szerkesztési
1épések szamanak a novekedése?

Ezekre a problémakra keressiik a valaszt a késobbiekben, csak elobb tisztizzuk, hogy
pontosan mit is értiink szerkesztési 1épéseken.

2. Szerkesztésilépések

Az euklideszi szerkesztések esetén az eredetileg hasznalhaté idealizalt szerkesztési
segédeszkdzok: az egyélli vonalzd, és az dsszecsukodod korzd. Tehat a vonalzénak csak az egyik
éle hasznalhato szerkesztésre (igy példaul nem szerkesztheté parhuzamos egyenespar a vonalzo
két kiilonb6z0 élének berajzolisaval). A vonalzé nem megjelolhetd, tehat példaul pontok vagy
tavolsagok megjelolése nem lehetséges rajta. A korzével pedig olyan kor szerkesztheto,
amelynek kozéppontja és egy keriileti pontja adott, mivel felemeléskor 6sszecsukodik, igy
tavolsag korzényilasba vételére és atvitelére nem alkalmas.

Persze a modern korz6 méar nem 0sszecsukddo, és manapsig szerkesztésekkor az egyélii
vonalz6 haszndlata mellett gyakran derékszogli vonalz6t is hasznalnak, de mindezzel nem
bdviil a szerkeszthetd elemek kore: mar Euklidész megmutatta az Elemek c.miivében, hogy
tavolsagok atvitele lehetséges az 6sszecsukddo korzo segitségével (ebbdl kovetkezik, hogy a
modern korzd szerkesztései megvalodsithatok az Osszecsukddd korzdvel is), valamint hogy
parhuzamos és merdleges egyenesek szerkeszthetok korzdével és vonalzéval is — igy a
derékszogli vonalz6 hasznalata csak egyszeriisiti az ilyen szerkesztéseket.

Szerkesztési 1épéseken a szerkesztések legkisebb alapegységeit értjiik, ezeket szerkesztési
alaplépéseknek, vagy elemi szerkesztési 1épéseknek is szokas nevezni, de ebben a cikkben
tobbnyire csak egyszerlien szerkesztési 1épéseknek hivjuk Oket. A klasszikus szerkesztési
1épések a kovetkezok:
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1) Két, mar megszerkesztett ponton keresztiil vonalzoval egyenest hiizhatunk.

2) Két, mar megszerkesztett pont esetén szerkeszthetiink olyan kort, melynek az
egyik pont a k6zéppontja, a masik pont pedig egy keriileti pontja.

3) Két, mar megszerkesztett metszd egyenes metszéspontja megszerkesztheto.

4) Mar megszerkesztett, egymast metszé kor €s egyenes barmelyik metszéspontja
megszerkeszthetd.

5) Mar megszerkesztett, egymast metsz0 két kor barmelyik metszéspontja
megszerkeszthetd.

Vegyiik észre, hogy a 4)-5) szerkesztési 1épésekben az alakzatok (egyenes és kor, két kor)
nem lehetnek érintdk. Ezen feliil, a modern korzo és a derékszogili vonalzé (egyélii vonalzdval
kombinalt) haszndlataval, szerkesztési alaplépéseknek tekinthetdk a kovetkezok is:

6) Harom, mar megszerkesztett pont esetén szerkeszthetd olyan kor, amelynek a
kozéppontja az elsd pont, a sugara pedig megegyezik a masodik és harmadik pont
tavolsagaval (azaz korzonyilasba vehetd két pont tavolsaga).

7) Mar megszerkesztett pont €s rd nem illeszkedd, megszerkesztett egyenes esetén
szerkeszthetd a ponton atmend €s az adott egyenessel parhuzamos egyenes.

8) Mair megszerkesztett pont és egyenes esetén szerkeszthetd a ponton atmeno és az
adott egyenesre merdleges egyenes.

Megjegyezziik, hogy sokan kiilon alaplépéseknek tekintik a korzonyilasba vételt és az adott
kozépponttal és korzonyilassal rendelkez6 kor szerkesztését.

Mesterségesnek tlinhet az idealizalt szerkesztési segédeszkozoknek a hasznalata, és minden
szerkesztésnek az ezekhez kapcsolddd szerkesztési szabdlyokra torténd visszavezetése, de ez
biztositja, hogy elméleti vizsgalatokra van lehetdség a szerkeszthetdséget €s a szerkesztések
bonyolultsagat (1d. 1épésszamat) illetden.

A modern korzéhoz és a derékszogli vonalzé haszndlatahoz kapcsolhatd, utolsé harom
szerkesztési 1€pés mindegyikét kivalthatjuk konstans (nem is til sok) 1€pésbdl all olyan
szerkesztéssel, amely csupan a klasszikus szerkesztési 1épéseket tartalmazza.

A geometriai szoftverek a gyakrabban hasznalt szerkesztési feladatok megoldésait
beemelhetik a szerkesztési eszkozok kozé, mint pl. a szakaszfelezd pont, szakaszfelezd
merdleges, szogfelezd egyenes, harom ponton athalad6é kor, kérhoz huzott érinté egyenes
szerkesztése esetén. De a szdmitdgépes szerkesztési eszkozok nem csak korzdvel és vonalzoval
megvaldsithatd szerkesztéseket emgedhetnek meg, pl. barmilyen beirt értékii szoggel torténd
forgatés is lehetséges GeoGebraban. Ezért célszertii csak a fentebbi nyolc (ill., ha a derékszogh
vonalzd hasznalatat nem engedjiik meg, akkorhat) szerkesztési 1épést elemi 1épésnek tekinteni
(a modern korzot hasznaljak mindenhol, igy a 6)-os szamu szerkesztési 1épést szerkesztési
alaplépésnek tekintjilk — 1 vagy 2 1épésnek), és csakis az ezeknek megfeleld eszkozoket
hasznalni geometriai szoftverek futtatidsakor, amikor korzdével €s vonalzéval elvégezhetd
szerkesztéseket szeretnénk késziteni, hiszen minden euklideszi szerkesztés visszavezethetd
ezekre, és ilyenkor a szerkesztési 1épések szama jol jellemzi a szerkesztésiink bonyolultsagat.

Minden szerkesztés elején legalabb két pont kell, hogy legyen adva (vagy annyi mas
egyenes, ill. kor, hogy azok metszéspontjaival egyiitt legyen legaldbb két pont), és két pont
tdvolsagara feltehetd, hogy egységnyi (mert hasonldsag erejéig ekvivalens egy ilyen szerkesztés
barmely masikkal). A harmadolandé szog lehet olyan, amely megszerkeszthetd két adott
pontbdl szerkesztési 1épések egymdas utani alkalmazasaval (pl. ilyen a 60°-os sz0g), vagy lehet
ettdl eltérd tipusd, mondjuk harom adott pont altal meghatarozott szog, ahol a harmadik pont
nem szerkeszthetd meg az elso kettébdl euklideszi szerkesztéssel.
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3. Szerkesztési modszerek

Eldszor harom szerkesztési eljarast ismertetiink, amelyekkel kozelitd szogharmadolast
val6sithatunk meg. Egy 60° -os szog esetén ezekkel a szogharmadolas kozelitése 1°-os
hibahataron beliil torténik. Mindegyik esetben feltehetjiik, hogy adott a szog A csucsa, és a
szOgszaraknak az A csucs koriili egységnyi sugard ¢ korrel vett B és C metszéspontjai: @ =
BAC¢.

1. eljaras (hdirharmadolas): A BC hirt harmadoljuk a parhuzamos szelok tételét

alkalmazva, és az egyik tavolabbi (azaz nem a kdzépso) hurharmadot kimetsz6 kdzépponti

szoget ( B = BAF+« ) vesszik. Ez talan a legegyszeriibb, legrovidebb kozelitd
szogharmadolasi szerkesztés, nem tdl pontos, de nem is tdl pontatlan (1d. 1. dbra).

1. abra. A BAF £ szerkesztése hurharmadolassal

2. eljaras (Steinhaus mddszere): Az a szoget felezziik az AD egyenessel, majd a BE hurt
harmadoljuk a H pontban a parhuzamos szelok tételét alkalmazva, és a BH hirdarabot
kimetsz6 kozépponti szoget (f = BAI2) vessziik (1d. 2. abra, és [2], [5]).

2. abra. A BAI 2 szerkesztése szogfelezés utani hiirharmadolassal

3. eljaras (Segar médszere): A c korben a B, C pontokkal 4tellenes pontok legyenek B’,
ill. C’. Az a szbg szogfelezdje (amely parhuzamos a B’C egyenessel) a ¢ kort a D pontban
metszi. A DAC« szogfelezdje (amely parhuzamos a D’C egyenessel, ahol D’ a D-vel
szemkozti pontja a ¢ kornek) a ¢ kort az E pontban metszi. A D’E és C’'D egyenesek
metszéspontja legyen 1. Ekkor B = IACZ adja a kozelité szogharmadolast (1d. 3. dbra és
[5D).
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3. dbra. A IACZ szerkesztése szel6k I metszéspontja alapjan

Ha a egy 60° -os szog, akkor annak kozelitd harmadoldsdra az 1. esetben [ =
19.1066...°, a 2. esetben [ = 20.1039 ...°, a 3. esetben pedig 3 = 19.9872 ... °szdgnagy-
sagok jonnek ki.

Az 1. eljarasban végiil is egy szakasznak (amely egy egyenld szard haromszog alapja) a
harmadolasabol jon ki a kozelité szogharmadolds — ez a szogharmadolasi problémat annak
megoldhatatlansaga ellenére megoldani kivané ,,szogharmadolok™ egyik kedvenc modszere
(persze az ligyesebbek az eredetinél egy joval kisebb szog harmadolasara alkalmazzak, mig az
adott szognek a masik, nagyobbik részét egy pontosan megszerkeszthetd szog
haromszorosaként allitjak eld, hogy ne legyen olyan feltiind az ligyeskedésiik, €s nagyobb
pontossagu legyen a kozelitdé szogharmadolasuk), csak 0k ezzel a szogharmadolast pontosan
szeretnék megoldani, mi pedig elfogadjuk, hogy ez csupan egy kozelitd szogharmadolast
eredményez.

Tetszéleges pontossagi kozelitd szogharmadolast szerkeszthetiink barmely konkrét
kozelitd szogharmadolési eljards egymdas utin tobbszori alkalmazasaval, ha az eljards a
szogharmadnak legalabb a felét kozeliti tetszdleges szogre: az eljaras valahanyadik alkalmazasa
utdn eredményiil kapott f kozelité szogharmadbdl kiszdmolt a — 3 eltérés szogének az
abszolut értékére ujra alkalmazzuk az eljarast, végiill az eredményiil kapott kozelitd
szogharmadok +1-szereseinek 0sszege adja majd ki a pontosabb kozelitd szogharmadolasat az
eredeti a szognek, megfeleléen valasztott +, ill. — eldjelekkel.

Precizebben: legyen f: [0,) — [0,7), x = f(x) az a fliggvény, amely megadja, hogy egy
tetszéleges x szog esetén f(x) lesz a szogharmad kozelitése a konkrét szogharmadolasi
szerkesztési eljards eredményeként, és legyen n egy pozitiv egész szam. Definidljuk a
kovetkezoket: ay =a, B; = f(ai—1) , a; = |aj—1 —3Bi| , 6; = sgn(a;_; — 3B;) , amikor
1 <i < n. (Tehat §; értéke +1 ill. —1 az a;_; — 3B; eltérés eldjele szerint.) Ezzel rekurzivan
definidltuk az ay, a4, ... a, szdgsorozatot, valamint a [y, 5, ..., B kozelité szogharmadolasok
sorozatat és a 8, 0, ... O, eldjelsorozatot (amely az a;_; — 3B; eltérések elojeleit kodolja).

Ekkor

a =3B +8a; =3P+ 6.3, + 6a;) = -

o3 (({)on) ([T )

i= i=1

azaz az a szogre ad6do nagyobb pontossagi kozelit szogharmadolas a

B=Pp1+VviB2+ "+ Vn1Bn
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szogként szerkeszthetd meg, ahol y; = §;6;, ...6;, 1 <i <n—1 (tehaty; € {—1,+1}).
ap =1, 4 r_ _r . s ittt g
Fenndll - =—>—=-+< tox gt € ;= ottt a végtelen
mértani sorozatok Osszegképlete alapjan, ezért az a szog harmada felirhaté kétféleképp, egy
n tagd mértani sorozat elemeinek az 6sszegéhez hozzdadva a maradéktagot (1d. [1]):

a_(e_&,%_ ... (_1yn-2._¢ _1\n-1.% _qyn&. 1
3_(2 4-+8 +(=1) zn-1+( D zn)+( D 3 2m’

a_ (E_|_i_|_ ...+i) 4oL
3 4 16 4n 3 47n
Mindkét osszegképlet alapjan elmondhat6, hogy szogfelezésekkel megszerkeszthetd az egyes

képletekben szerepld n tagi mértani sorozat 0sszege, az elsonél tagonként felére csokken az
eltérés, a masodiknél pedig tagonként negyedére csokken az eltérés %—t(’)l (de ott tagonként két

szogfelezés egymasutinja sziikséges a szognegyedeléshez). Mivel egy szogfelezés legalabb 4
szerkesztési 1épést igényel, és a > 1 esetén legalabb 50 szogfelezés sziikséges ahhoz, hogy 15

tizedesjegyre (azaz 52 bindris jegyre) megkozelitse a szerkesztett sz0gosszeg az % szoget, igy

legalabb 50 - 4 = 200 szerkesztési 1épésre van ehhez sziikség csak szogfelezések, és esetleges
szogosszegek, ill. kiillonbségek szerkesztésével.

Felirva a fejezet elején leirt 1-3. kozelité szogharmadolasi eljardsok szogharmadot kozelitd
eredményeinek fiiggvényképleteit, €s az azokhoz tartoz6 Maclaurin-sor (azaz a 0 helyen vett
Taylor-sor) elsé néhany tagjat (1d. [4]), a kovetkezOk adddnak (a Maclaurin-polinomok
esetében radidnban vett a szogértékekkel szamolva, radidnban jon ki az eredmény; a
trigonometrikus fiiggvényeket tartalmazé képletek fokban vett szogértékek esetén helyes
eredményt adnak fokokban szamolva is):

to(Z
Az 1. eljarés fiiggvénye:  fi(a) = g — arctg <@> = g —0.0123...- a3 + 0(a®)

2 sin(%)

a
142 cos(;)

A 2. eljaras fiiggvénye: fola) = arctg< > = % +0.0015 ...- a® + 0(a®)

o fiivavénve: _ sin(g)+2sin(G) _a _ e 5
A 3. eljaras fiiggvénye: f3(a) = arctg =5 —0.00019..-a” + 0(a>)

COS(%)‘FZ COS(%)

1.2

1
0.8 3
06
0.4

0.2

0 0.5 1 1.5 2 25 3
4. abra. A vizsgalt harom kozelité szogharmadolasi eljaras kimeneti fiiggvényei

Tehat f;(a«) egy harmadrendii kozelitése %—nak (i =1,2,3), azaz a kiilonbségiik egy

konstans - a? tipust képlettel feliilrél becsiilhetd, és igy nagyjabol megharomszorozédik (de
olykor ennél jobban novekszik) a helyes tizedesjegyek szdma mindharom kozelitd
szogharmadolasi eljarasnél, azok egyszeri alkalmazasaval. Az 1. és 3. eljardsok esetén also
becslés adodik, igy akkor B = 1 + [, + -+ + By, a 2. eljaras esetén felso becslés adodik, akkor
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pedig B=pP1—Br+B3— -+ (—1)" 1B, a szogharmadolds kozelitése, ha n -szer
alkalmazzuk ugyanazt a kozelitd szogharmadolési eljarast egymas utan a korabban leirt médon
(n egy tetszOleges pozitiv egész szam).

0.14

0.12
0.1

0.08 94

0.06 9,

0.04

0.02

-05 0 0.5 1 1.5 2 25 3

5.abra. A g;(a) = |a — 3f;(a)| eltérésfiiggvények (i=1,2,3)

Mivel cos(a/3) a gyoke a 4x3 — 3x = cos(a) egyenletnek, sin(a/3) pedig a gydke a
3x — 4x3 = sin(a) egyenletnek, ezért a numerikus modszerek standard gyokkozelitési
eljarasai is alkalmazhatok kozelité szogharmadolasra, hiszen egységszakaszt felvéve, egy adott
x hossziisagu szakasz esetén az x2, x3, 1/x hossziisagi szakaszok is mind megszerkeszthetdk
(pl. a parhuzamos szel6k tételét alkalmazhatjuk e célbdl megfeleléen sokszor), és igy olyan
szakasz is megszerkeszthetd, amelynek hossza x -nek tetszéleges, raciondlis egyiitthatds
raciondlis tortfiiggvénye.

Ezért egyenlet atrendezésébdl adodo iterdcids mddszerek (elsérendii kozelités), a Newton-
féle érintd modszer (masodrendl kozelités), és a Newton-modszernél kevesebb szamitast (és
igy jelen esetben kevesebb szerkesztési 1€pést) igényld hirmddszer (elsérendi kozelités) is
megvaldsithatok szerkesztéssel, 1d. [3]. SOt, simuldkorrel torténd gyokkozelités is szerkeszthetd
(harmadrendii kozelités, 1d. [10]), mivel Vx hosszisagu szakasz is szerkeszthetd a Pitagorasz-
tétel alkalmazasaval; vagy a simuldkort kozelitd, az egyenlet polinomjanak a gorbéjén felvett
3 egymashoz kozeli ponton dtmend kort véve is kaphatunk gyokkozelitést. Mindezekkel az
eljarasokkal az a probléma, hogy sokkal hosszadalmasabban szerkeszthetok meg, mint az ebben
a fejezetben korabban ismertetett harom eljards barmelyike, és nem adnak azoknal jobb
kozelitést.

Megemlitjilk még, hogy Yates [11] konyvében jopar tovabbi, geometriai alapu kozelitd
szogharmadolasi eljarast felsorol, de azok amikor jobb kozelitést adnak, mint az ebben a
fejezetben ismertetett 1-3. eljarasok, akkor annyival tobb szerkesztési 1€pésbdl allnak azoknal,
hogy sok tizedesjegynyi pontossagu kozelitést kevesebb szerkesztési 1€pésbdl lehet megadni az
1-3. eljarasoknaka fejezetben korabban leirt médon tortén6 egymas utani alkalmazéisaval, mint
a Yates 4ltal felsorolt médszerek tobbszori alkalmazéisaval.

Jelolje L(i,n) annak a szerkesztésnek a 1épésszamat, amikor az i. eljarast n-szer egymas
utan alkalmazva egy szog kozelité harmadolasat kapjuk, P (i, n) pedig jelolje azt, hogy mennyi
tizedesjegynyire pontosan jon ki ekkor a legfeljebb 60°-os szog harmadolasa. (Mivel az
eltérésfiiggvények novekeddk — 1d. 5. dbra —, igy elég a pontosan 60° esetét vizsgalni.)
L(1,n) =11n—7, han = 2, ekkor mind a nyolc szerkesztési alaplépést hasznalhatjuk.
L*(1,n) = 13n— 7, ha csak az els6 hat szerkesztési 1épést fogadjuk el alaplépéseknek,
valamint a tadvolsdg korzonyilasba vételét és az azzal a korzonyilassal vald kor rajzolasat egy
1épésnek vessziik (ha ez utobbit két 1épésnek vessziik, akkor L*(1,n) =17n—10 a
1épésszam).

Ugy kapjuk meg L(1,n) értékét (n > 2 esetén), hogy adott 4, B,C pontok és c kor,
valamint AB és AC szogszarak (egyenesek) esetén 3 1épésben lehet a D és E pontokat
megszerkeszteni, 3 tovabbi 1épés sziikséges az F pont megszerkesztéséhez, és utana 6 1épés
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sziikséges a; = a — 3B; megszerkesztéséhez tigy, hogy a ¢ koron megszerkesztésre keriiljon
egy olyan G pont, amelyre |BAG£| = a;. Az utdbbi 9 1€pés az 1. eljaras minden egyes djabb
alkalmazasakor megtorténik, kivéve a végén, amikor o, = a,_; — 33, megszerkesztésére
nincs sziikség, igy akkor az utols6 6 1épésre nincs sziikség. Végiil 2(n — 2) 1épés sziikséges
p1 + B, + -+ [, megszerkesztéséhez, mert a fq, B, szogeket mar az eljards elsd két
alkalmazasakor ugy szerkeszthetjiik, hogy az AB egyenes két kiilonboz6 félsikjaban legyenek,
a tobbi n — 2 esetben pedig egymas utan felmérjilk a szogeket a ¢ koron felvett pontok
segitségével. Kiszamithatd, hogy P(1,1) =1, P(1,2) =5, P(1,3) =15 adédik a
tizedesjegyek pontossagara. Igy az 1. eljaris haromszori alkalmazisa soran elérjiik a 15
tizedesjegy pontos-sagot, a szerkesztési 1épések szdma ekkor L(1,3) = 26 (ill. L*(1,3) = 32,
és LY(1,3) = 41).

Tovabba kiszamithato, hogy P(2,1) = 2, P(2,2) =9, P(2,3) = 27,L(2,n) = 17n — 5; és
P(3,1) =3, P(3,2) =12, P(3,3) =36, L(3,n) =19n—5, és igy a 15 tizedesjegynyi
pontossagot az 1. eljards soran érjiik el a legkevesebb szerkesztési 1€pésben.

Az 1-3. eljarasok tobbszori alkalmazasarél nem mellékeliink abrat, mivel egyre csokken a
harmadoland6 szogek nagysagrendje, €s igy mindegyik ujboli alkalmazas abrazolasa esetén
masik, nagyobb 1éptékii dbrara lenne sziikség, ahol éppen csak az eljaras aktudlis alkalmazéasa
latszik, amely minden esetben ugyantgy torténik.

Az IEEE 754-es szabvany dupla pontossdgundl nagyobb pontossigu binaris lebegépontos
szamformatumai a kiterjesztett (80 bites), a négyszeres (128 bites) és a nyolcszoros pontossagu
(256 bites) szamformatumok, melyek 18, 34, ill. 71 tizedesjegynyi pontossagot (azaz 63, 112,
ill. 236 binéris jegynyi pontossagot) tesznek lehetdvé. Mivel az 1-3. eljarasok egyszeri ijboli
alkalmazasaval a szogharmadolas legaldbb haromszor annyi tizedesjegyre lesz helyes, igy
P(1,4) =45, P(1,5) = 135, igy az 1. eljarast 4-szer alkalmazva, Gsszesen L(1,4) = 37
szerkesztési 1€pés soran elérjiik a 18, s6t a 34 tizedesjegynyi pontossagot is, valamint 5-szor
alkalmazva, Osszesen L(1,5) = 48 szerkesztési 1épés soran elérjiik a 71 tizedesjegynyi
pontossagot (az 1. eljarast érdemes valasztani, a harom eljaras koziil ennél lesz a legkisebb a
1épésszam, amikor a becsiilt pontossagok elérik a kivant szamu tizedesjegynyit).

4. Szoftveres korlatok, GeoGebraval torténo abrazolhatosag

Mivel a GeoGebra numerikus szdmitasokat végez el a pontok, egyenesek és korok
abrazolasahoz, ezért a tul nagy és tdl kis 1éptékli ilyen tipusi objektumokat nem lehet
megjeleniteni. Ugy tiinik, hogy csak 1077 és 10°* kozotti nagysagrendii paraméterek
(koordinatak, sugarak) esetén tudja ezeket abrdzolni a GeoGebra. Van, hogy az egyeneseket,
koroket abrazolja a GeoGebra, de a metszéspontjaikat nem, vagy nem jol abrazolja (pl. korok
metszéspontjait csak 107> nagysigrendii sugartdl, kor és egyenes, valamint két egyenes
metszéspontjait csak 10~7 nagysagrend{i paraméter értékektdl). Emogott az lehet, hogy til kis
szamokkal kellene dolgoznia a szoftvernek a metszéspontok kiszamitasdhoz.

Ezért a szerkesztések sordn érdemes a nagyon kis koroket elkeriilni, helyettiik masik,
nagyobb koroket alkalmazni a szerkesztési 1épések soran. Szerencsére ez altaldban
megvalosithatd, esetleg néhany szerkesztési 1épéssel hosszabb lesz emiatt a szerkesztés.

A GeoGebra fokban megadott szogek esetén teljes pontossagot jelez mar 15-nél kevesebb
szamjegynyi egyezés esetén is: példaul a 3. eljarast kétszer alkalmazva, 12 tizedesjegynyi a
pontossag radianban szamolva, de fokban mért szognél mégis teljes pontossagot (0°fok eltérést)
jelez. Ennek oka, hogy a GeoGebra a szogeket fok formatumban torténd tarolaskor 180° foknak
a raciondlis tortjeiként tartja nyilvan, amelynek sordn a 15 tizedesjegynyi pontossag helyett
csak kevesebbel dolgozik.
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A geometriai szerkesztések szebbé, atlathatobba tehetdk, ha bizonyos esetekben egész

egyenesek helyett csak szakaszokat, €s egész korok helyett csak koriveket abrazolunk. Van,
amikor érdemes korok sugardt is berajzolni megfeleld helyre, ha az abrazolas
egyértelmiiségéhez ez sziikséges.
Lehet0ség szerint érdemes elkeriilni egymashoz nagyon kozeli pontok, ill. nagyon rovid
szakaszok szerkesztését, mert egy abrdban egyszerre nem szemléltethetok nagy és sok
nagysagrenddel kisebb tavolsagok egyarant. Ha mégsem lehet elkeriilni ezt, akkor érdemes tobb
abrat késziteni a szerkesztésrol, vagy annak bizonyos részleteirdl, kiillonbozé 1éptékekben, hogy
a kis részletek is jol latszodjanak.

5. Osszefoglalé

Meglepden kevés szerkesztési 1épés elégséges szogharmadolds 15 tizedesjegynyi
pontossagu szerkesztéséhez: 26 1épés (ill. 32 vagy 41 1€pés, ha derékszogli vonalzd hasznalatat
nem engedélyezziik, és tavolsdg korzOnyilidsba torténd felvételét €s azzal a korzonyilassal
torténd, mar megszerkesztett kozéppontd kor rajzolasat 1 vagy 2 szerkesztési 1épésnek
vessziik), és mivel a szerkesztés pontossaganak megharomszorozasa aranylag kevés — tizenegy
— szerkesztési 1épéssel lehetséges, igy 34, ill. 71 tizedesjegynyi pontossagu szogharmadolas is
megvaldsithatd viszonylag kevés (37, ill. 48) szerkesztési 1épéssel. De hidba lehetséges a
geometriai  mennyiségeknek  (pontok  koordinatdinak, tidvolsigoknak, szogeknek,
korsugaraknak) valamilyenpontossagi szoftveres megjelenitése, el6fordulhat, hogy a
szerkesztésekben eloforduld geometriai mennyiségek pontossaga kicsit kisebb nagysagrendii a
szoftveres lebegdpontosszamformatum pontossagandl, a kozbeesd szamitasok esetlegesen
eltéré nagysagrendjei €s ebbdl adodo szamitasi hibalehetdségek miatt. A szoftverrel elvégzett
szerkesztések megjelenithetdségéhez pedig sziikséges a nagyon kis sugard korok
szerkesztésének elkeriilése, amely megoldhatd esetenkénti néhdnnyal tobb szerkesztési
1épésben.

Koszonetnyilvanitas.

Szeretném megkoszonni Németh Laszlonak, hogy err6l a témakorrdl eldadhattam
Sopronban a Matematika Oktatasa és Kutatasa Szeminarium (MOKUS) 2019-es programjaban.
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Az altalanositott oktonidalgebrak egy uj felépitésérol
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OSSZEFOGLALO. Az 4ltalanos Cayley-Dickson-féle megkettézési eljardssal a valds
szdmok R testébdl kiindulva felépithetjilk az altalanositott komplex szdmok C_a
kommutativ és asszociativ algebrdjat. Ennek megkett6zésével nyerhetjiilk az
altalanositott kvaterniok H_af nem kommutativ, de asszociativ algebrajat. Innen
pedig ismételt megkettdzéssel adodik az altalanositott oktonidk O_ofy nem
kommutativ és nem is asszociativ algebrija.

Ko6zismert, hogy minden véges dimenzids asszociativ algebra izomorf a teljes
matrixalgebra egy alkalmas részalgebrajaval. Am az altalanos oktoniok O_afy
algebrija nem asszociativ, ezért nem reprezentidlhaté matrixokkal. E probléma
megoldasidra M. Zorn 1933-ban kidolgozta a split oktoniok reprezentacidjat vektor-
matrixok segitségével. Az eldadas utols6 részében ezt az eredményt altalanositva
teljesen altalanosan megadjuk az altalanositott oktonidk algebrijanak egy, a vektor-

sz 2z

ABSTRACT. In the paper with the use of generalized Cayley-Dickson process we
construct the commutative and associative algebras of generalized complex numbers
C_oa, the non commumative, but associative algebras of generalized quaternions
H_op and the non commutative, non associative algebras of generalized octonions
O_oapy.

Any finite dimensional associative algebra is algebrically isomorphic to a subalgebra
of a total matrix algebra, but the algebras of octonions O_afy is not associative. To
overcome this problem Zorn, M.A. defined vector-matrix representation for split
octonions algebra in 1933.

In the last section of the paper we construct the generalized vector-matrix
representation of generalized octonions O_ofy .

1. Bevezetés

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) fedezte fel 1843-ban a H valés kvaternidk 4-
dimenziés nem kommutativ, de asszociativ algebrajat (HAMILTON 1844,1847). Még ebben az
évben alkotta meg John Thomas Graves (1806-1870) az O val6s oktoniok 8-dimenzids nem
kommutativ és nem is asszociativ algebrajat. Eredményeit azonban nem publikalta, csupin
Hamiltonnal folytatott barati levelezésében irta le. Arthur Cayley (1821-1895) 1845-ben jutott
el szintén az oktonidkhoz és publikalta is az elliptikus fiiggvényekrdl irt dolgozatanak
fiiggelékében (CAYLEY 1889), ezért nevezik ezeket Cayley-féle szamoknak.

Leonard Eugene Dickson (1874-1954) 1912-ben értelmezte egy test feletti Hep
altalanositott kvaternidalgebra fogalmat, 1919-ben pedig megalkotta a neutrdlis elemes
algebrak késoébbiekben Cayley-Dickson-féle megkett6zési eljarasnak nevezett mddszerét.
Ennek felhaszndldsaval a Hamilton-féle kvaterniok H algebrdjidnak megkettdzésével épitette fe
a Cayley-féle szamok, a valds O oktoniok algebrajat (DICKSON 1912,1919).
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A Cayley-Dickson-féle megkettdzési eljarast Dickson tanitvidnya Abraham Adrien Albert
(1905-1972) altalanositotta (ALBERT 1942), ezzel lehetové valt a valds szamok R algebrajabol
kiindulva az éaltaldnositott komplex szamok C,, majd az dltalanositott kvaterniok Hgg
struktdrajanak egységes szemléletll targyaldsa. Ennek részletes magyarnyelvii bemutatasat
talalhatjuk példaul (PENTEK 2018) dolgozatéban.

Ebben a munkédban e megkezdett utat folytatva az éltaldnositott kvaternidalgebrék Hg
struktirajabol kiindulva felépitjiik az altalanositott oktoniok Q,p,, algebrajat. JOl ismert, hogy
minden véges dimenzids asszociativ algebra izomorf a megfeleléen valasztott teljes
matrixalgebra alkalmas részalgebrajaval. Mas szavakkal ez azt jelenti, hogy minden ilyen
matrix-reprezentaciéja, példaul (PENTEK 2018). Az éltaldnositott oktonik 04py algebrija
azonban nem asszociativ, igy e struktira matrixokkal nem reprezentalhatd.

Max August Zorn (1906-1993) 1933-ban megadta a split oktonidk algebrajanak vektor-
oktoniok O stuktdrdjanak vektor-matrix-reprezentacidjara is (EBBINGHAUS ET AL. 1991,
KATARAS — HALICI 2018). Dolgozatunk {6 eredményeként e mddszert altalanositva megadjuk

A most kovetkezO két fejezetben Osszefoglaljuk és kiegészitjilk azokat az altalanositott
komplex szamokra és az altalanositott kvaternidkra vonatkozd legfontosabb ismereteket
(PENTEK 2018), amelyek a dolgozat £ témajahoz, az altalanositott oktoniok felépitéséhez és
targyaldsahoz sziikségesek.

2. Az altalanositott komplex szamok
Jelolje {R, +, -} a valds szamok testét, 0 az 6sszeadas, 1 a szorzés neutrélis elemét, legyen

a € R egy rogzitett valds paraméter! Az R X R :={(aq,a;): ay, a; € R} direktszorzatban
értelmezziink miiveleteket a kovetkezé modon:

skalarral val6 szorzas: r - (ag,aq) :=(r-ayr-ay) (1)
Osszeadas: (ag,ay) + (by, by) := (ag + by, ay + by) 2)
SZ0rzas: (ag,ay) - (bo, by) :=(ag by —a-ay-by,ay by +ay - by) (3)

ahol r € R, (ay, a,), (by, b;) € R X R tetszbleges elemek.

Az R X R direktszorzat az (1), (2) és (3) miiveletekkel egy 2-dimenzidés kommutativ,
asszociativ és neutrélis elemes algebrat alkot az R test felett, amelyben a O¢ := (0,0) az
Osszeadas, 1¢ := (1,0) a szorzés neutrélis eleme. Ezen algebraban, mint R feletti 2-dimenzids
vektortérben az 1¢ := (1,0) és az i := (0,1) elempar alkot természetes bazist.

Az S :={(ay,0): ay € R} c R X R részalgebrat alkot az R X R algebraban és az f¢: R —
S,aq ~ (ay,0) egy algebra-izomorfizmus, igy pedig az f¢:R > R X R,a, = (ay,0) egy
bedgyazasi algebra-monomorfizmus.

A beagyazis eredményeként kapott struktirat C, szimbolummal jeloljikk és az
dltaldnositott komplex szdamok algebrajanak nevezziik. Specidlisan az ¢ = 1 estben a klasszikus
komplex szamok C algebrajahoz jutunk. Az &ltalanositott komplex szdmok tovabbi tipusait
emliti és targyalja (ROSENFELD 1997) miivében.

Az i =(0,1) € C, elemre teljesiil i? = —a és minden (aq,a;) € C, elem felirhat6
aog + aq - i alakban, amely elddllitast az Aaltalanositott komplex szdm algebrai alakjanak
neveziink.

A z=ay+a,-i €C, konjugdltjan az Z =ay— a1 € C, Aaltalanositott komplex
szamot, normdjan pedig a N(z):=z-Z=ZzZ-z=a%+a-a? € R valés szimot értjiik,
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az=ay+a, i,t =>by+ by i€C, elempar skaldris szorzatinak a (z,t):=ay by + a -
a, - b; € R val6s szamot nevezziik.

. C Ao a;

Az R test feletti MS(R) :={(_, o ay

alkotnak a masodrendii kvadratikus matrixok 4-dimenziés M, (R) teljes méatrixalgebrijaban.

) a
A ghiC— MER), agt+arim( o'y o

igy az altalanositott komplex szdmok C, algebrija reprezentidlhaté az M,(R) teljes
matrixalgebra My (R) részalgebrajaval.

): ay, a; € ]R} alakd matrixok egy részalgebrat

) leképezés egy algebra-izomorfizmus,

3. Az altalanositott kvaterniok

Az 4ltalanositott komplex szamok C, algebrdjabol kiindulva értelmezziink miiveleteket a
Cy X Cy :={(2¢,21): 2y, z; € C,} direktszorzatban a kovetkezé médon:

skalarral valo szorzés: v - (zg,z1) := (r " 2o, 7 " Z1) (1)
Osszeadas:  (zg,21) + (Wo,wy) 1= (2o + Wy, z; + wy) (2%)
SZorzas: (29,21) - (Wo,wy) := (29 "Wo — B =21 "Wy, 29" Wy + 21" Wg)  (31)

ahol B € R egy rogzitett valdés paraméter, tovabba r € R, (z,,2,), (W, wy) € C, X C,
tetszOlegesek.

A C, X C, direktszorzat az (1’), (2°) és (3’) miiveletekkel egy 4-dimenzidés nem
kommutativ, de asszociativ és neutrdlis elemes algebrat alkot az R test felett, amelyben Oy
:= (0¢, O¢) az 6sszeadas és 1y := (1¢, O¢) a szorzas neutralis eleme. Ezen algebraban, mint R
feletti 4-dimenzids vektortérben az 1y, (i,0c), j:=(0¢ 1¢c), (Oc i) elemnégyes egy
természetes bazist alkot.

A T :={(zy,0¢): zy € C,} c C, X C, részalgebrat alkot a C, X C, algebriban és az
fu:Cq = T, 2y = (20, 0c) leképezés egy algebra-izomorfizmus, igy pedig az fi: C, = C, X
Cyr zg » (24, 0¢) egy bedgyazasi algebra-monomorfizmus.

A beédgyazds eredményeként kapott struktirit a Hg,p szimbolummal jeldljik és az
dltaldnositott kvaterniok algebrajanak nevezziik. Specidlisan, ha @ = f§ = 1, akkor a klasszikus
Hamilton-féle kvaterniok H algebrajat nyerjiik. Az altalanositott kvaternidk tovabbi tipusait
emliti (JAFARI — YAYLI 2015) és targyalja is (ROSENFELD 1997) miivében.

A j = (0¢ 1¢) € Hyp elemre teljesiil j2 = —f és minden q = (2o,2;) € Hgp felirhat6
q = Zg + z; - j alakban, amely el6allitdst az A4ltalanositott kvaternid komplex algebrai
alakjanak nevezziik.

Hazo=ap+a, i,z =a,+a3 i €Cyésq=2y+ 2 j€ Hyp, akkor a g kvaterni6
felirhatba q = ag + a4 - i + a, - j + a3 - k alakban, amelyet a q elem valos algebrai alakjanak
hivjuk, az 1,i,j,k:=1i-j € Hyp elemeket pedig dltaldnositott kvaternidegységeknek
nevezziik.

Az altalanositott kvaternidegységek Cayley-féle szorzasi tablazata:

1 i j k
1 1 i j k

pi

-
-
|

Ry
|

=
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Hazy, =ag+a;-i,z1 =a,+az i €Cqy,akkoraq =z, + z; - j € Hyp konjugdltjan a
qi=2Zg— 21 j=ap—a; i—ay j—az -k €Hy, “4)

normdjan pedig az
N@):=q-§=q-q=af+a-aif+f-a+a f a3 €R (57

elemet értjik. A qgo=apo+ay-i+ay-j+as-k, g =by+by-i+by-j+bs-k€Hgy
elempar skaléris szorzatanak a

(qo,q1)i=ag byg+a-ay, by +f-a, b, +a-f-az-bz ER (6°)

val6s szamot nevezziik.
Ag=ap+a;-i+a, j+as-k€Hyg éltalinositott kvaternid valds részén (skaldr
rész) az

S(@)i=ap €R (7)
valos szamot, képzetes részén (vektor rész) a
Vi@Q):=a,-i+a, j+tas-k€ER? (8”)

vektort értjiik.
Ha go=a,-i+ay-j+as-k, q=by-i+by-j+bs-k€Hyp két tiszta képzetes
altalanositott kvaternid, akkor szorzatuk

Qo q1=—(a-a;-by+f-a; b, +a-f-azb3)+
+[(az-b3—az-by)-p-i+(az-by—ay;-b3)-a-j+(a; b, —a,-by) ki

lesz. Ez alapjan e két tiszta képzetes kvaternié skaldris szorzatin a (6’) Osszefiiggéssel
Osszhangban a

qoeqi=a-ay by +p-a; by+a-p-az-bzER 9")
skalart, vektoridlis szorzatan pedig a

QOqu::(512'173_a3'bz)'ﬁ'i‘*‘(513'b1_511'173)'05']"*‘(al'bz_az'b1)ke]R3
(10)

vektort értjiik. Ekkor e kvaternidkra a qy - q; = —(qo © q1) + (qo X q1) Osszefiiggés teljesiil.

A tiszta képzetes 4ltaldnositott kvaternidk a skalérral vald szorzdssal és az 6sszeadassal R3
vektorteret, tovabba a (9°) skalaris szorzassal az Egﬁ (R) szimbolummal jelolt altalanositott
euklideszi vektorteret alkotnak az R test felett.

Qo aq a as
celetti M® —aa; Qg —aa; a, ke
Az R feletti M, (R):= —Ba, PBa; a —a; | % 010203 € R, alakd

—afa; —Pfa, aa; Qo
matrixok egy részalgebrit alkotnak a negyedrendii kvadratikus métrixok 16-dimenziés M, (R)
teljes matrixalgebrijaban.
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Qo aq a as
—aa; a —aaz a
H. H . . _ 1 Qo 3 Az
A ghHeg > My(R), ag+a,-itay-jtaz-ke —Ba, Bas ay -a
—afa; —fa, @Ay Qg
leképezés egy algebra-izomorfizmus, igy az altalanositott kvaterniok Hyp algebraja
reprezentilhat6 az M, (R) teljes matrixalgebra M (R) részalgebrajaval.

4. Az altalanositott oktoniok

Az éltalanositott kvaterniok H,g algebrdbol kiindulva értelmezziink muveleteket a H g X
Hgp := {(qo, q1): 90,91 € ]I-]Iaﬁ} direktszorzatban a kovetkezd médon:

skalarral val6 szorzas: - (qo, q1) := (r * qo, 7 * q1) (1)

Osszeadas: (po, p1) + (4o, 41) = (o + 4o, P1 + q1) 27)

szorzas: (Po,01) * (90, q1) = @0 qo =V " @1 " PLP1 o + 41 Po)  (37)
ahol y € R egy rogzitett valds paraméter, valamint r € R, (po, 1), (qo,q1) € Hgp X Hyp

tetszOlegesek.
Hosszadalmas, bar nem til nehéz szamitasokkal bizonyithat6 a kovetkezd

1.Tétel. A H,p X Hgp direktszorzat az (1°7), (2°7) €s (3°’) miiveletekkel egy 8-dimenzids nem

kommutativ, nem asszociativ, de neutrdlis elemes algebrat alkot az R test felett, amelyben
0g := (O, O) az 6sszeadés, 1¢ := (1y, Op) a szorzés neutralis eleme. Ezen algebranak, mint
8-dimenzids vektortérnek természetes bazisa az 1o, (i, 0x), (G, Ogp), (k, Opp),
E := (Og, 1g), (Og, 0), (Ogg, 7)), (Ogg, k) elemrendszer.

2. Tétel. Az U:= {(qo, Om): qo € ]HIaﬁ} C Hgp X Hgp részalgebrat alkot a Mgz X Hgp
algebrdban, mivel zirt az (1°°), (2°°) és a (3’’) miveletekre nézve. Az fo:Hgp = U, qo -
(qo, Om) leképzés egy algebra-izomorfizmus, ezért az fo: Hyp = Hep X Hyg, qo = (qo, On)
egy bedgyazasi algebra-monomorfizmus.

A bedgyazas eredményeként kapott struktirat Qgp, szimbolummal jeloljik €s az
dltaldnositott oktoniok algebrajanak nevezziik. Specidlisan, ha a = f =y =1, akkor a
klasszikus Cayley-féle oktoniok O algebrajat nyerjilk.Az 4altalanositott oktonidk tovabbi
tipusait emliti és targyalja (ROSENFELD 1997) miivében.

3. Tétel. Az E = (O, 1) € Qgp, elemre teljesiilnek a kovetkezo osszefiiggések:
(a) E? = —y
(b) barmely q; € Hp esetén (0y,q1) = q; - E
(c) minden (qo, 1) € Qgp, elem felirhaté qo + q, * E alakban.

A (c) pontban szerepld eldallitast az altalanositott oktonié kvaternio-algebrai alakjanak
nevezziik, a vele torténd szamolas szabdlyait tartalmazza a kovetkezd

4. Tétel. Har € R,pg + p1 " E,qo + q1 - E € Qgp,,, akkor
(a) skalarral val6 szorzds: 1-(qo+q1"E)=((-qy)+ (r-q.)"E,
(b) osszeadds:  (po+p1-E)+(qo+q1-E) = (0o +q0) + (1 +q1) " E,
(c) szorzas: (po +p1-E) " (qo+q1-E) = (0o~ qo =V 1 P1) + (1o + 1" Po) " E.
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A poi=0y,p1:=1y,q0:=q,q1 := 0y értékadassal a fenti tétel (c) pontja alapjin
érvényes az

5. Kovetkezmény. Birmely q € Hz esetén teljesil: E-q =q - E .

Megjegyzés. Specidlisan ezért igazak az E-i=—i-EE-j=—j-E,E-k=—k-E
Osszefliggések.

6. Tétel. Ha f € R,i € Cy, E € Qypy, akkor (f - 1) -E = f - (i+E).
(a) Hag € R,j € Hgp, E € Qgpy, akkor (g j)-E=g- (- E).
(b) Hah € R,k € Hyp, E € Qypy, akkor (h- k) - E = h- (k- E).
A 3. tétel és a 6. lemma alapjan konnyen adodik a

7.Tétel. Haqy =ap+a,-i+a,-j+as-k,q=a,+as-i+ag j+a; k€ Hgp, akkor
a qo + q1 - E oktoni6 felithaté az ag+a,-i+ay, j+as-k+a, E+as(i-E)+ag-(-
E) + a, - (k - E) alakban.

Vezessiik be a kovetkezo egyszeriisitd jeloléseket! Legyen a tovabbiakban
ep:=1Lle :=1l,e,:=j,e3:=k,ep:=E,es:=i-E,eq:=j E,e;:=k-E,

amely azonos az oktonioknak e fejezet elején az 1. tétel végén emlitett természetes bazisaval.
Ekkor a 7. tétel llitdsa szerint minden oktonid felirhat6

-

a; - e;
=0

formaban. Ezt az eldallitdst az altalanositott oktonié valds algebrai alakjanak, az ezen
elballitasban szerepld {e;}7_, elemeket dltaldnositott oktonidegységeknek nevezziik.
Az Qg4p, algebrdban a szorzas disztributiv az Osszeadéasra nézve, igy a szorzds miiveletét

egyértelmiien meghatarozza az 4ltalanositott oktonidegységek Cayley-féle szorzotablaja. A 6.
lemma folytatdsaként egyszeri direkt szamoléassal igazolhaté (EBBINGHAUS ET AL. 1991)
nyoman a kovetkezd

8. Tétel. Tetszéleges u,v € Hyp és e, = E = (O, 1) € Qyp, esetén érvényesek a
kovetkezd azonossiagok:

@ (u+0-e) (v+0-e,) =u-v,

b)) (u+0-e)  (0+v-e) =u-(vre) =W-u)- e,

© (0O+u-e) (W+0-e) =(u-ey) v=_(~u-v) e,

(d) (0+u-e) (0+v-e)=u-e) (v-e,) =eZ (v-u).

Megjegyzés: Az (a) rész alapjan lathatd, hogy az olyan oktoniokkal, amelyek ,.képzetes
része” 0, ugy kell szamolni, mint a kozonséges altalanositott kvaterniokkal.
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9. Tétel. Az altalanositott oktonidegységek Cayley-féle szorzotidblajanak belso tartomanya:

€o € e, €3 €4 s €g ey
6’1 —0{6’0 33 _aez 65 —0{6’4 —67 0(6’6
e, —eé3 —Peg pei €g ey —pe, —pes
es ae, —Pe; | —afe €y —Qég Bes —afe,
€y —€5 —€g —éy —Yéo Yér Yez V€3
€s ae, —€7 aéq —Yeéi | —yaeéy | —Yyes yae,;
€e ey fes —Pes —ve: Yeés —YBey | —vBey
ey —Qég Pes afe, —Ye; | —yaey | yBes | —yafe,

Bizonyitas. A miveleti tablazat bal felsé 4 X 4-es parcelldja a 8. tétel (a) része szerint azonos
a Hyp éltalanositott kvaterniok egységeinek szorzotablajaval. A miiveleti tablazat jobb felsd
4 X 4-es parcelldja a 8. tétel (b) részének felhasznaldsaval egyszerli kozvetlen szdmolassal
igazolhaté. A miiveleti tablazat bal als6 4 X 4-es parcelldja a 8. tétel (c) része alkalmazisaval
szamolhat6 ki. Végiil pedig a miiveleti tablazat jobb als6 4 X 4-es parcelldja a 8. tétel (d) része
felhasznalasaval lathato be. o

A 4. tétel, az oktonidk valos algebrai alakja, a 9. tétel miiveleti tablazata felhasznalasaval
érvényesek a kovetkez6 szdmolasi szabalyok az oktonidk kozott, igaz ugyanis a kovetkezd

10. Tétel. Har € R, 00 :=Y]_ga; " e;,0; := X]_ob; - ¢; € Oppy, akkor
(a) skalarral val6 szorzas: 7+ (X7 o a; - €;) = Xi—o(r-a;) - e;,
(b) dsszeadds: 09 + 01 = X/ _oa; e+ Xi_obi-e; =X _o(a; + b)) - e,
(c) szorzds: 09+ 01 = (X]ooa;-e) " (X]=obj - €) = X7 j=0(a; " bj) - (e ¢;) =
= (apby — aaiby — fayb, — afazb; —yasb, — yaasbs — yBaghs — yafasb;) - eq +
+(aghy + a1by + Bayb; — fazb, + yashs — yasb, — yBagh; + yBasbe) - eq +
+(agh, — aa,bs + ayby + aaszb, + yasbe + yaash; — yagh, — yaa;bs) - e, +
+(aghs + a;b, — azby + azby + yash; — yasbg + yaghs — yazby) - e3 +
+(aghy — aabs — Ba,bg — afasb; + ayby + aash; + Bagh, + afa;bs) e, +
+(aobs + a;by — fayb; + Bazbs — asby + asby — faghs + fasby) - es +
+(agbg + aa,b; + ayb, — aazbs — ayb, + aasbs + aghy — aa;by) - eg +
+(agh; — a;bg + aybs + asb, — ayb; — asb, + agh, + a;by) - e, .

s 202

altaldnositva a (KARATAS — HALICI 2018) dolgozatban a Cayley-féle szamok O algebrija
reprezentacids tételét.

A y € R paraméterrel konstrualjuk meg a 2. fejezetben bemutatott médon az altalanositott
komplex szamok C, algebrgjat! A tetszleges o := I ,a; e € Q4p, Adltalanositott
oktoniohoz rendeljiik hozza azt a C, elemeibdl felépiild

A A
A= ( 11 12)
Ay Ay

alakud hipermaétrixot, ahol
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All :=a0+a4'i,A22:= aO_a4'i E(Cy,
A12 = (_a1+a5'i,_a2+a6'i,_a3+a7'i) E(C3,
A21 = (a1+a5'i,a2+a6'i,a3+a7'i) E(C)?;

Lathat6 a konstrukcid szerint, hogy A,, az A;; konjugaltja, A,; komponensei pedig rendre
az A,, megfelel6 komponenseinek negativ konjugéltjai.
A C, elemeibdl felépiild €s e feltételeknek eleget tevd hipermatrixokat dlraldnositott Zorn-

féle vektor-mdtrixoknak nevezziik és ezek halmazat az M? ((Cy) szimbolummal jeloljiik.
Az Aaltalanositott Zorn-féle vektor-matrixok halmaziban miiveleteket értelmezhetiink a
kovetkez6é modon:
Aqq A12> . <7” "App T A12) 1)
Ayy Ay r-Ay 1-A)
Aqq A12) + <B11 B12> . <A11 +By1 A+ B12) @)
Az1+ Byy Ay +Byy)

skalarral valo szorzas: r-A =1 - (

Osszeadas: A + B = (

4 A21A Az 3 BZé B3,
szorzas: A * B = ( 11 12) * ( 1 12) =
Az Ay By1 By
< A1y "By + Aqz 0By Aq1 " Biy + Bypt Ay — Apg X 321) (37
Bi1+Az1 + Ay - By + Agz X Byy Azy - Byy + Ayqp 0 By

Lathatd, hogy az r € R skalarral vald szorzéist és az Osszeadast természetes mddon
komponensenként értelmeztiik, a szorzds emlékeztet némileg a matrixok klasszikus szorzasara,

de itt o és X a C, rendezett elemharmasaibol képzett Egﬁ ((Cy) struktdra (9’) és (10°)
Osszefliggésekkel analog C,, felett definiélt skalaris, illetve vektoridlis szorzéasa.

Nem til nehéz, de nagy figyelmet igénylo €s hosszadalmas szdmitassal belathato, hogy ha
reR,ABE MZ((CV), akkorr-A, A+ BésA*B € MZ((CV), vagyis az altalanositott Zorn-
féle vektor-matrixok halmaza zart mindharom miiveletre nézve, igy M? ((Cy) algebrai struktirat

alkot e muveletekkel.
Tekintsiitk most mar az

F:Qqpy — MZ((CV)’
7

ap+a, i (—ay+as-i,—a,+ag-i,—az+a; i)
]Z;aj.ejH((a1+a5-i,a2+a6-i,a3+a7.i) Ag — Ay " 1 )
leképezést! Mivel F~1lis leképezés, igy F maga bijektiv. Hosszadalmas direkt szamitéssal
igazolhat6, hogy az F egy miivelettartd leképezés is, azaz érvényes az

(a) homogén: F(r-o) =r-F(o),

(b) additiv: F(o; + 0,) = F(0,) + F(0,),

(¢) multiplikativ: F (o, - 0,) = F(01) * F(05),
har € R, 0,04, 0, € Qgyp, tetszOleges elemek.

Ezért érvényes a dolgozat legfontosabb eredményét 6sszegz6 kovetkezd

3. Tétel. A fentickben definidlt F: Q4p, — M% ((Cy) leképezés egy izomorfizmus, igy az
altalanositott Zorn-féle vektor-matrixok algebraja az altalanositott oktonidk algebrdjanak egy
reprezenticidja.
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5. Osszefoglalas

Az Altalanositott Cayley-Dickson-féle megkett6zési eljaras felhasznilasaval a valds
szamok R testébdl kiindulva megkonstrudljuk az altaldnositott komplex szamok C,
kommutativ és asszociativ algebrdjat. E struktdra djabb megkettézésével nyerhetjiik az
dltalanositott kvaterniok H,z nem kommutativ, de asszociativ algebrgjit. Végiil e struktira
ismételt megkett6zésével kaphatjuk meg az dltalanositott oktoniok @z, nem kommutativ €s
nem is asszociativ algebrijat.

Tudjuk, hogy minden véges dimenzids asszociativ algebra izomorf a teljes métrixalgebra
egy alkalmas részalgebrajaval, am az altalanositott oktoniok algebraja nem asszociativ, s igy
nem reprezentalhatd métrixokkal. E probléma megoldasara dolgozta ki Zorn, M.A. 1933-ban a
split oktonidk vektor-matrix reprezentacigjat. Eljarasit 4ltalanositva a dolgozat f0
eredményeként megadhatjuk az Qg4p, algebra Adltalanositott vektor-matrixokkal torténd
reprezentacigjat.

Koszonetnyilvanitas

A szerz0 halas és dszinte koszonetét fejezi ki Prof. Dr. Nagy Péter Tibor egyetemi tanarnak
tamogatasaért és szakmai segitségéért.

Irodalomjegyzék

[1] Albert, A. A., Quadratic forms permitting composition. Annals of Mathematics, vol. 43, (1942) 161-177.

[2] Carley, A., On Jacobi’s Elliptic Function, in reply to the Rev. B. Bronwin; and on Quaternions. In: The
Collected Mathematical Papers of Arthur Cayley, Cambridge University Press, Vol. 1, (1889). 127.

[3] Dickson, L. E., Linear algebras. Trans. Amer. Math. Soc. 13(1), (1912) 59-73.

[4] Dickson, L. E., On Quaternions and Their Generalization and the History of Eight Square Theorem. Annals
of Mathematics, 2nd. 20(3), (1919) 155-171.

[5] Ebbinghaus, H. D., Hermes, H., Hirzebruch, F., Koecher, M., Mainzer, K., Neukirch, J., Prestei, A., Remmert,
R., Numbers. Springer, 1991. doi:10.1007/978-1-4612-1005-4

[6] Hamilton, W. R., On a new Species of Imaginary quantities connected with a Theory of quaternions.
Proceeding of the Royal Irish Academy 2, (1844) 424-434.

[7] Hamilton, W. R., On Quaternions. Proceedings of the Royal Irish Academy 3 (1847) 1-16.

[8] Jafari, M., Yayli, Y., Generalized Quaternions and Their Algebraic Properties. Commun. Fac. Sci. Univ.
Ank. Ser. Al 64(1), (2015) 15-27. doi:10.1501/Commual_0000000724

[9] Karatas, A., Halici, S., Vector Matrix Representation of Octonions and Their Geometry. Commun. Fac.
Sci. Univ. Ank. Ser. Al 67(1), (2018) 161-167. doi:10.1501/Commual 0000000839

[10] Péntek, K., Az altalanositott kvaternidalgebrak egy uj felépitésérél. Dimenzidk - Matematikai Kozlemények
VI. (2018) 25-30. d0i:10.20312/dim.2018.03

[11] Rosenfeld, B., Geometry of Lie groups. Kluwer Academic Publisher, Netherlands, 1997. doi:10.1007/978-
1-4757-5325-7

[12] Zorn, M. A., Alternativkorper und quadratische Systeme. In: Abhandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Universitat Hamburg. Springer Berlin/Heidelberg, (1933) 395-402.







DIMENZIOK 29
Matematikai Koézlemények
VILI. kotet, 2019

doi:10.20312/dim.2019.04

Forgodlézeres szintezomiiszer kalibralasa

Kalmar Janos, Orban Aladar, Gribovszki Katalin
MTA CSFK GGI
kalmar@ggki.hu

OSSZEFOGLALO: A forgélézeres szintezémiiszer 1ézerfényének méréskor mindig
vizszintes sikban kell kdrbeforognia, ettdl val6 eltérése csak korlatok kozt (pl. 0.5
mm/m) megengedett. Az irdnyzadsi szintezOmiiszer helyzeti hibdjat a
horizontferdeség és a kiiphiba okozhatja. A korabbi vizsgilatok sordn nem tudtik
elkiiloniteni a két szoghiba hatisat, de geometriai modellezéssel sikeriilt
kimutatnunk, hogy specidlis helyzetli skala-pozicidkkal a két szdghiba a skalaknal
detektalt magassagi hibak alapjan elkiiloniilten meghatarozhato.

ABSTRACT: During the measurement procedure, the laser beam of the rotary laser
level equipment always have to roll over horizontally. The tail swing of the
horizontal roll over is limited, and only about + 0.5mm/m allowed. Positional error
of the rotary laser level equipment can be caused by horizon-skewness and cone
error. Previous studies could not separate the effect of the mentioned angle errors,
but our geometric modeling made it possible, that the angle errors can be separately
determined by special located foot rules. In order to determine separetely the angle
errors, it is necessary to use the height errors detected at this special located foot
rules.

1. Bevezetés

Intézetiink Tarczy-Hornoch Antal mérécsarnokaban geodéziai miiszerek kalibralasa folyik,
azaz szabatos mérésekkel megéllapitjadk, hogy a vizsgalt miiszerek pontossaga teljesiti-e a
gyart6 altal vallaltakat — ha nem, akkor sziikség van a miszer szakszervizben vagy gyartonal
torténd beszabalyozasara.

A forgélézeres szintezOmiiszer (1. abra) bels0 szerkezetét sajnos nem ismerjiik.
Feltételezhetd, hogy a miiszerben van egy alldtengely, melyet a muszer felallitisa utan egy
elmés szerkezet automatikusan fiiggdlegesre allit. A 1ézer fényforras az allotengely belsejében
van felszerelve. Az allotengely fels6 végére derékszogli prizmat helyeznek, amely az
allotengely koriil forgathato, és amely az eredetileg fiiggdlegesen halad6 1ézer-fényt 90 fokkal
megtorve vizszintes iranyba tereli. Forgéas kozben a prizma altal kivetitett 1ézerfény vizszintes
sikot tliz ki.
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Leica Rugby 640 csomagban
Jelfogo+alivany+5 m léc

1. abra. Egy nivés Leica forgolézer szintezo szet

2. A szintezomiiszer kalibralasa

Vizsgalatainkndl a miiszert a 30 m hosszu és 4,6m széles laboratériumunk kozepén
allitottuk fel (2. abra), egy vizszintesre szintezett feliileten. A terem 4 falara egy-egy
fiiggblegesre allitott, mm osztasu lécet (skalat) helyeztiink el, amelyeknek kezd&pontjét
egyforma magassagura allitottuk.

A legegyszerilibb vizsgalatoknal csupan azt figyeljilk, hogy a kivetitett fény egyforma
magassagban pasztizza-e a 1éceket, (az elkeriilhetetlen miiszerszabalyozasi hibak miatt ez még
sohasem fordult eld), illetve, hogy mekkora a léceken leolvasott értékek egymastol valod
eltérése. Ez csupan tijékoztatd adatokat szolgaltat az adott tavolsdgokon a miiszer
pontossagarol.

Részletesebb vizsgilatoknal meghatarozhatjuk az adott mliszermagassagban vizszintesen
halad6 fény helyes leolvasasi értékét is (Kell érték) a kovetkezé mddon:

Tekintsilk miiszermagassagnak a miiszer iiveg-falan megjelend kor-alakd fényfolt
kozéppontjat. Ez a toviabbi miiveletek részére ugy jelenitheté meg, hogy a kilépd fény utjat
vékony papirlappal zarjuk el. Ezen az ernyOn megjelend kor-alaku fényfolt kozéppontja a
felsorendli szintezés szabdlyai szerint a lécre vetithetd. Az igy kapott lécpozicid lesz a
miuszerbdl kilépd és vizszintesen haladd fény helyes leolvasasi, vagy Kell értéke mind a 4
skalan.

A tovabbi vizsgélatok alatt a forgd 1€zer az mliszerhibakkal terhelt értékeket vetiti a Iécekre.
Ezek a Van értékek. A Van - Kell kiilonbség értékei az s skdla pozicidjatol fiiggd o(s)
miiszerhibék.

Az r tavolsag és a d hiba ismeretében a miszer hibaja y szogértékben is kifejezhetd. A hiba
ismert y szoge viszont lehetdvé teszi, hogy korrekci6 céljabdl a gyakorlati munkaknal barmely
r 1éctavolsagra kiszdmithat6 legyen a 6 miiszerhiba [1].
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Legyen adott r és 0 ugyanazon mértékegységben (pl. mm), akkora a szogmasodpercben
kifejezett y szoghiba kis szogekre felirhaté y =~ p - 8 / r alakban, ahol p = 180 - 60 - 60 / & =
~206265”.

A 8 hiba adott r tdvolsagon ezért felirhaté a d =r - v/ p képlet alapjan.

(Ezuton mondunk koszonetet Horvath Attila munkatarsunknak Kalibralé Laboratériumunk
kialakitasanal nyujtott segitségért, a kalibralasi jegyzokonyvek és bizonyitvanyok kiadasanal
végzett informatikai munkakért, valamint a mérésekben vald részvételéért.)

A forgdlézeres szintezOmiiszer fObb szerkezeti és igazitasi hibaforrasai a kovetkezok:

Horizontferdeségrol akkor besz€liink, ha az allétengely nem fliggéleges (o szoghiba).
Ebben az esetben a 1ézerfény forgas kozben nem vizszintes, hanem ferde sikot tliz ki, amely
egy adott irAnyban a vizszint alatt, ellenkezd irdnyban a vizszint felett halad.

Kiphiba akkor 1ép fel, ha a forgd prizma a fiiggdleges fényt nem derékszdgben tori meg
(B szoghiba). Ekkor a 1ézerfény alldtengely szimmetria-tengelyli tolcsérszerti kup-paléstot
pasztaz forgas kozben, amely mindig vagy a vizszint felett, vagy az alatt all.

A kalibralaskor a laboratérium kozepén felallitott muiszerrel kormérést végeztiink a 4 1écen,
majd a miiszert felemelve a vizszintes laprél 90 fokonként elforgattuk, és megismételtiik a
korbemérést. A mérési értékeket tablazatba foglaltuk é€s meghataroztuk a miszerhibak atlag-
értékét és maximalis értékét.

Eddigi méréseink soran a két hiba szétvalaszthatatlan volt, tehat a laboratériumban adott r
tavolsagon kapott 6 miiszerhiba a horizontferdeség és a kiphiba egyiittes hatdsat tiikkrozte.
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2. abra. A lézerfényveto tengelyhibai

3. AKkalibralasi eljaras geometriai modellje

Ha r(s) jeloli a miiszer és az s skala tdvolsagat, akkor a d(s)/r(s) (mm/m) fajlagos skalahibak
meghatirozasaval hitelesitjiik a miiszert, és a hiba okat is megnevezhetjiik, ha csak egyik tipusa
fordul el6. A valésagban azonban a horizontferdeségi hiba és a kiphiba egyidejiileg is
megjelenhet, egyes skdlapozicidkban kiolthatjdk vagy felerdsithetik egymast, ezért kivanatos
lenne hatasuk és nagysaguk elkiilonitése és meghatarozdsa még a kalibralas soran, ami a miiszer
beszabalyozasat is megkdnnyitené.

A 2. 4bra jelolései szerint a miiszertdl a skala r vizszintes tavolsagra van, a fényveto és a
skala definialta sikban (2. abra), az alldtengely eltérése a fiiggdlegestdl a (horizontferdeség), a
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fényveto eltérése pedig az allotengelyre merdlegestdl B (kiphiba), akkor a mért 6 miiszerhiba
az alabbi képletekkel szamolhat6 (a és B kicsi szoghibdk)

d=r-tgla+P)=r-(a+p) (D)

Lathat6, hogy a 6 miiszerhiba akkor is lehet nulla, ha mindkét szoghiba 1étezik, de ellenkezd
nagysagu, ezért egyetlen skalapozicidval (méréssel) a mliszer nem mindsithetd. (1) miatt 3
felirhat6 az alabbi egyszer(i alakban:

B=dr—a (2)
Hasonl6 osszefliggések érvényesek az dtellenes skalapozicioban: 1’ =r

O =r-tg-a+p)=r-(-a+p) 3)
B:S’/r+(x (4)

A B kuiphiba konstans, ezért (2) = (4) miatt:
a=(0-9)2nr 5)
és (2)-be a-t (5) alapjan visszahelyettesitve kapjuk:
B=or—a=(+3)2r (6)

A (6) képlet alapjan lathatd, hogy a P kiphiba mar két, atellenes skalapozicion mért
miszerhibdbol meghatarozhat6, de o horizontferdeség (5) nagysaga a fényvetd irdnyitasatdl
fiigg, mert az allétengelynek a lézerfény sugara és a fényvetd prizman at hizott fiiggéleges
egyenes altal kifeszitett sikra es6 merdleges vetiilete fogja definialni o pillanatnyi értékét.

Az éallétengely horizontferdeségét egyetlen a szoggel nem tudjuk jellemezni, sziikség van
a fényvetd irdnyéara is, de mindkettd helyettesithetd az allotengely a = (X, yt, 1) irdnyvektoraval.
Ha az all6tengely hibamentes, vagyis fiiggdleges helyzetii, akkor x; =y = 0.

A skéldn a Kell pozici6 (ahova a lézerfény hibamentes miiszer esetén vilagitana) b
irdnyvektora a miiszer fényvetd origdju koordinatarendszerében

b = (Xs, ¥s, 0) lesz, és jeldlje r = (x + ys2)
a muszer és a skédla (mérdléc) tavolsagat. Ismert, hogy
a*b=xx+y ys=|a||b]| cos(@+90°=-|a||b]sin(),

ahol |a|=xZ+y2+ 1) és |b| =r, ezért

sin(o) = -(xc " Xs +yo ys)/i/ | a (7)
W -( X Xs+yo y)i/ | al (8)
Az éallétengely iranyvektordnak, vagyis a horizontferdeség meghatarozasahoz tovabbi

mérésekre van sziikség, mert (5) = (8) csak egy egyenletet ad az alldtengely keresett (xt, y)
koordinatdira.
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Az 1j magassagi mérések az elsé két mérés tengelyére merdlegesen torténjenek (3. dbra).

A 62’
bz, =- b2
& b’ =-b b )
< TOPCON >
b,1b
v 62

3. abra. A miiszer kalibralasanak skalapozicioi

A merdleges tengelyen a skaldk helyvektorai:
b2 = (ys, -Xs, 0) és b2’ = - by lesznek, amivel aktualizaljuk az (5) és (8) képleteket:
o2 = (862 — 02°)/2/r 9)
o2 = -( xt'ys—yt'xs)/r/|a| (10)

A éallétengely a irdnyvektoranak (X, y:) koordinatiit ezutan az (5) = (8) és a (9) = (10)
egyenletek megoldasaként kapjuk:

X' Xs-yo'ys = |a| (3-8 (11)
XetYs+ Yo xs= |a| (82-827)2 (12)
A (11) — (12) egyenletek |a| jelentése miatt egy két-ismeretlenes masodfoku

egyenletrendszerhez vezetnek, aminek 1étezik ugyan algebrai megoldéasa, de til bonyolult.

Egyszerusitsiink annyit a skalak elrendezésén, hogy az elsé (6 miiszerhibaji) miiszerallas
x tengelyirdnyu legyen, ezért Xs = r, és ys = 0, tovabba vezessiik be a 612 = 0’ — 9, illetve d34 =
d2 — 027 jeloléseket;

akkor a (11) — (12) egyenletrendszer a kovetkezoképpen néz ki:

xe=|al| /28 (13)
ye=|a| /2 8 (14)

A (13)-(14) egyenletrendszert egyvaltozdsra vezethetjiik vissza, ha az (X, yi) koordinatakat
Xe=q 012, yt=q " O3 (15)
alakban keressiik. Helyettesitsiik (15)-6t pl. (13)-ba, akkor kapjuk, hogy

q==1/(4 12-8122- 832" (16)
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Mi nem csak az alldtengely irdnyvektorat, hanem annak a fliggdlegestdl vald oimax eltérését
is keressiik, amit az alabbi képlet szolgiltat:

sin(amax) = (x2 + y2)" | a]. (17)
(X¢, yo) (15) — (16) megoldasat behelyettesitve és egyszerlsitve kapjuk:
sin(Omax) = (8127 + 834%) 2/2/r . (18)

A (18) képletbdl a szinusz fiiggvényt argumentumaval helyettesithetjiik, mert varhatéan kis
Omax hibaszogrol van szo.

A fényvetd B kiphibajanak (6) képlete tgy interpretalhatd, hogy két atellenes miiszerhiba
atlagat osztjuk a skaldk r muaszertavolsagaval. Az Allotengely irdnyvektoranak
meghatarozasahoz viszont négy skala-poziciéra volt sziikség, ezért a 06», &2" atellenes
miuszerhibdk alapjan is felirhat6 B egy becslése. Végeredményben a négy skalapozicié miatt a
miszer § kiphibajara két becslésiink lesz, ezeket atlagolva a statisztikailag robusztusabb

B=(@+0d +0d+082)4/r (19)

kiphiba becsléshez jutunk, azaz vessziik a négy miiszerhiba atlagat, és elosztjuk azt a miiszer
¢s a skdla tdvolsagival. Vegyiik észre, hogy a (18)-(19) képletek jdl interpretiljak a szoghibik
alapeseteit:
- A miuszernek csak horizontferdeségi hibija van. Az atellenes miiszerhibak egyformak,
de ellentétes eldjeliiek: 6 + 6° =0, 62 + &2’ =0, tehét f = 0, vagyis nincs kiphiba.
- A miszernek csak kiphibdja van. A miiszerhibdk egyformak: 6 = & = 062 = &2, ezért
B = o/r, de &/r = tg(B), ami kis szogeknél jo kozelitd értéke B-nak. Ezen megfontolas
alapjan B (19) becslését tovabb élesithetjiik:

te(B) = (3 + & + 82+ 82" )/dr (20)

4. A szoghibak becslése modellezett miiszerhibak alapjan

Kiilonboz6 a allétengely irdnyvektorokat, vagyis amax horizontferdeségeket és § kiphibakat
modelleztiink. Adott b irdnyvektord skalapozicidhoz (7) alapjan kiszamitottuk az all6tengely
vetiiletének a eltérését a fiiggblegestdl, és az r = |b | léctavolsag ismeretében (1) alapjan
kiszamitottuk a & muszerhibakat. Megvizsgaltuk, hogy a (15), (16) képletek milyen pontosan
adjak vissza az A4llotengely iranyvektorit, illetve a (18), (19) képletek a modellezett
szoghibakat. Kideriilt, hogy a becslések csak a harmadik értékes jegyben térnek el a modellezett
értékektol (1. tablazat).

modellezett a allotengely irdnya horizont-ferdeségi skdlapozicidok modellezett
kidphiba () Xt Vi hiba (Olmax) Xs Vs & miiszerhiba
30 0,06 0,08 5,7105931° 3 0 -0,02213403
becsiilt a 4llétengely becsiilt irdnya | horizont-ferdeségi -3 0 0,33770862
kudphiba () Xt Vi becsiilt hiba (Olmax) 0 3 0,39846009
3,0149449° 0,060276 0,080481 5,7418185° 0 3 -0,08200263

1. tablazat. A szoghibak becslése a modellezett miiszerhibak alapjan
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Ezen csekély hiba forrasa is megmagyarazhatd: a képletek levezetésekor a szinusz €s
tangens szogfliggvényeket argumentumukkal helyettesitettiikk, ami 0 kozelében elfogadott
egyszerisités. A modellezett szoghibak viszont 3 — 6 fokosak voltak, amik méar elég tavol
vannak az origdétol ahhoz, hogy becslési hibat okozzanak — a gyakorlatban a megfeleld
pontossagi miszerek szoghibdi 1 szogperc alatt vannak, vagyis két nagysagrenddel kisebbek.

A levezetett becslo képletek csak a skalak és a miiszer r tdvolsagat illetve a 6 miiszerhibdkat
tartalmazzdk. Megvizsgéltuk, hogyan véltoznak a szdmitisi eredmények, ha nem standard
skélapoziciébdl (az elsd mérdléc az x tengelyhez képest y = 70° szoggel elforgatott pozicidban
van) indulunk ki (2. tablazat).

modellezett a allotengely irdnya horizont-ferdeségi skdlapozicidok modellezett

kidphiba (B) Xt Yt hiba (Omax) Xs Ys 6 miszerhiba
30 0,06 0,08 5,7105931° 1,026 2,819 -0,1290985
becsiilt a 4llétengely becsiilt irdnya | horizont-ferdeségi -1,026 -2,819 0,4464304
kudphiba () Xt Vi becsiilt hiba (Omax) | 2,819 -1,026 | 0,0704527
3,0149908° 0,096407 -0,02911 5,7418185° -2,819 1,026 0,2442570

2. tablazat. A szoghibak becslése nem standard skalapoziciék esetén

Kidertilt, hogy a szoghibak (18) és (19) becslése invaridns (nem valtozik) az elforgatisra
(elozetesen ezt vartuk), viszont az a allotengely iranyvektoranak (15) és (16) alapjan becsiilt
(Xt, yt) koordinatait az els6 skalapozicioba forgatott x tengelyli koordinata-rendszerben kaptuk
meg. Mindezekbdl kévetkezden a valddi (x¢, yi’) koordinatédkat tigy szamithatjuk ki, hogy a
becsiilt koordindtdkat ugyanolyan forgatasnak vetjiik ald, mint amilyen forgatissal (cos(y) = Xs
/1, sin(y) = ys / 1) az els6 (Xs, ys) miiszerallast nyertiik a standard (r, 0) pozicidhoz képest:

X = (X" Xs- Ve Yo)/T, V& = (Xe " ys t Yyi o X))/t 21

5. Az eljaras tesztelése miiszervizsgalattal

A mérdcsarnokban kordbban egy TOPCON forgolézeres szintezOmiiszer lett kalibralva,
vagyis meg lettek mérve a négy mérdlécen a miiszerhibak. A mérés soran teljesiilt az atellenes
skalatengelyek merdlegessége, de a vizsgalohelyiség adottsdgai miatt a miiszertdl a skalak
eltéro tavolsagra helyezkedtek el (3. abra, | b| =15m, | b> | =2,3m). A mért 6 miszerhibakat
ezért a haromszog hasonldsag alapjan 10 méter miiszer-skéla tavolsagra normaltuk, és az igy
korrigalt hibak alapjan szdmitottuk ki a kuphibat és a horizontferdeséget (3. tablazat). A
miszerhibakbdl jol latszott, hogy a miliszer pontos, mérési hibdja nem haladta meg a 0,5 mm/m-
t, ezért csak kis szoghibakra szamitottunk.

Képleteinket alkalmazva az omax sz0ghibak atlaga 38 szogméasodperc, a B szoghibak atlaga
pedig 24 szogmasodperc lett, vagyis a miiszernek valéban csak elhanyagolhat6 iranyhib4ja van.
Azért beszélhetiink atlagrol, mert a miiszerrel tobb mérési sorozatot végeztiink ugy, hogy
kdzben a miiszer helyzetét (dllotengelyét) valtoztattuk, azimutjat a féiranyokba (0°, 90°, 180°,
270°% forgattuk. Az atlagolt eredmények hibajat a szoérasukkal jellemezhetjiik, és az Oimax
szO0ghibak szérasa 5 szogméasodperc, a B kiphibak szdrasa pedig 3 szogmasodperc lett, ami a
pontos mérések mellett a szamitott szoghibak (vagyis (18)-(19) képletek) jo becslésére utal.
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Miiszer| Skala | Hiba | Korrigalt | Skalatav [Sugar| 612= | 834= | Omax B Olmax B Omax | P
azimut | pozicio | mm hiba méter m |93 -9 [d2-08| radidn | radian | fok fok sec | sec
0° &' 1,5 1,00 15 10 | 1,667 | 3,913 {0,00021 | 0,00011 | 0,0122 | 0,0061 44 22
&' 0,0 0,00 2,3
) -1,0 -0,67 15
&2 0,9 3,91 2,3
90° & 0,8 0,53 15 10 | 1,200 | 3,043 {0,00016 | 0,00014 | 0,0094 | 0,0079 | 34 28
&' 0,3 1,30 2,3
) -1,0 -0,67 15
& 1,0 4,35 2,3
180° &' -0,9 -0,60 15 10 [-1,933|-3,478|0,00020 | 0,00011 | 0,0114 | 0,0060 | 41 22
&' 0,8 3,48 2,3
1) 2,0 1,33 15
&2 0,0 0,00 2,3
270° &' -0,9 -0,60 15 10 |[-1,867|-2,609 |0,00016 | 0,00013| 0,0092 | 0,0072 | 33 26
&' 0,8 3,48 2,3
) 1,9 1,27 15
&2 0,2 0,87 2,3
Atlag 0,00018 | 0,00012 | 0,0105 | 0,0068 | 38 24
Széras| 0,00003 | 0,00002 | 0,0015 | 0,0009 5 3

2. tablazat: a TOPCON miiszer kalibralasanak eredménye

6. Osszefoglal6

Geometriai modellezéssel sikeriilt kimutatnunk, hogy specidlis helyzetli mérdléc
poziciokkal a forg6lézeres szintezémiiszer horizontalis ferdesége és kiiphibaja a 1éceknél mért
magassagi hibak alapjan elkiiloniilten meghatérozhat6.

A (11)-(12) két ismeretlenes, masodfoku egyenletrendszer megoldasait feltlinden egyszeri
(15)-(16) alakban sikertilt felirni, a szoghibdk pedig a (18)-(19) képletek alapjan szamithatok.

Mind a kisérleti szammodellekben (1. és 2. tablazatok), mind a valés mérések (3. tablazat)
alapjan sikeriilt az elméleti eredményeket (képleteket) validalni.

Irodalomjegyzék
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OSSZEFOGLALO. Az id6beli folyamatok jellemzése esetén gyakran a folyamat
tendencidjat vizsgdlva sziikségiink lehet bonyolultabb matematikai modellek
alkalmazisara. A szidmitégépes statisztikai programok altal felkinlt alap modellek
viszont erre nem adnak kielégitd valaszt, a felhasznalénak kell a speciélis modellt
megtaldlni, majd a gép adta lehetdség révén alkalmazni. Az alabbiakban két speciilis
kettds Gauss fliggvény keriil bemutatisra, annak rugalmassagat kiemelve, gyakorlati
példakon illusztralva.

ABSTRACT. To describe tendencies in time series processes we often need to apply
complex mathematical models. The basic models offered by statistical computer
programmes are usually not applicable, so the user must find the special model, apply
it and exploit the computers’ potentials. We present two special double-Gaussian
functions below, stress their flexibilities through practical examples.

1. Bevezetés

Az egyes 1dofiiggod folyamatok jellemzése soran, amikor azok, nem mutatnak hatarozott
tendenciat menetikkben (monoton novekedés ill. csokkenés), gyakran csak a mérési pontok
Osszekotésére hagyatkoznak ami persze egy meglehetdsen primitiv megoldas, nem beszélve
arrdl, hogy a fobb matematikai jellemzdk ezaltal nem vallnak ismerté. Ilyen esetekben, ha mégis
modellillesztésre keriil sor, akkor az alkalmasnak tiiné modell 4ltalaban - amit hasznilnak - egy
magasabb fokszdmu polinom fiiggvény. Ez a fliggvény persze szamos el6irhat6 és elvarhato
kritériumnak nem tesz eleget, tovabba az illesztésnél sziikséges kezddértékek megadasa
problémas, olykor sok iddt és energiat felemésztd feladat. Az emlitett kritériumok koziil a
legkézenfekvOobb a végtelenekben torténd viselkedése a polinom fiiggvénynek, ami a vizsgalt
idobeli folyamatokra egyaltalan nem jellemzd, igy az alkalmassag megkérddjelezhetd. Az
emlitett folyamatok esetében egyszeriibb a helyzet akkor, amikor lokélis széls6értékkel nem,
vagy csak egy ilyen jellemzd ponttal bir a leirand6 pontsorozat. Ezekben az esetekben altalaban
jol alkalmazhatdk az un. telitési fliggvények un. életfiiggvények és ezek linearis kombinéacidi,
bonyolultabb esetekben szuperponilt modelljei. Ennek f6 indokai a fiiggvények kedvezd
tulajdonsigaib6l fakadnak, igy a zérushelybdl torténd indithatdsagbol, a fiiggvény
korlatossagabdl illetve aszimptotikus tulajdonsagabol. Azokban az esetekben viszont, amikor a
folyamatot jellemzd adatsor tobb szélsdértékkel bir, inflexidés pontok megléte feltételezheto,
akkor az emlitett modellek mar nem alkalmasak a folyamat jellemzésére. Ez az illesztési
probléma 0sztonozte a gondolatot tjabb 0Osszetett modellek 1étrehozasara, melyek tobb
sz€ls6érték esetén is miikodoképes rugalmas modellek, melyekbdl igény esetén szamithatok a
matematikai jellemzok. Az alabbiakban bemutatésra keriilnek az 6sszetett modellek illetve azok
alkalmazasa két erdészeti vonatkozasban, a felhasznalt adatok a Koézponti Statisztikai Hivatal
adatbazisabol szdrmaznak.



Csanady Viktoria

A vizsgalat targya:
e az 1996-2017 éves iddszakban évenként kitermelt tolgy, nyar és akic fa
mennyiségének idobeli valtozasa. 1. tdblazat: Kitermelt faanyag.
* az 1995/1996-2016/2017 ido6szak évenkénti fésitas-erddtelepités mértékének
idébeli valtozasa. 2. tdblazat: Erdotelepités.

A vizsgalt adathalmazok €s az alkalmazott modellek:

A lehetséges reprodukélhatdsag végett megadasra keriilnek a vizsgalt adatsorok.

FAKITERMELES 1000 m?/év
Ev TOLGY NYAR AKAC
(VAR1) | (VAR2) (VAR3) | (VAR4)
1 1996 980 1252 1370
2 1997 1009 1188 1331
3 1998 1033 1207 1266
4 1999 1104 1170 1344
5 2000 1184 1069 1496
6 2001 1158 1090 1425
7 2002 1161 976 1480
8 2003 1133 921 1527
9 2004 1119 933 1462
10 2005 1188 883 1401
11 2006 1157 898 1351
12 2007 1189 875 1206
13 2008 1166 921 1427
14 2009 1052 942 1480
15 2010 1102 980 1628
16 2011 1104 1212 1857
17 2012 1055 1113 1793
18 2013 1039 1115 1745
19 2014 941 1100 1541
20 2015 941 1072 1488
21 2016 938 1071 1429
22 2017 898 1020 1488

1. tablazat. Kitermelt faanyag
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Erdételepités hektar/év
TENY EV ELSO 0SSZ
IDOSZAK TELEPITES | TELEPITES
(VARI) (VAR2) (VAR3)
1 1995/96 1995 6610 7804
2 1996/97 1996 8289 9742
3 1997/98 1997 8183 9795
4 1998/99 1998 8661 9858
5 1999/00 1999 9790 10842
6 2000/01 2000 13150 15516
7 2001/02 2001 14830 17169
8 2002/03 2002 12015 15028
9 2003/04 2003 7574 11581
10 2004/05 2004 7657 9439
11 2005/06 2005 13989 15008
12 2006/07 2006 18948 20289
13 2007/08 2007 7332 9441
14 2008/09 2008 5168 6303
15 2009/10 2009 5096 5960
16 2010/11 2010 2803 3461
17 2011/12 2011 4537 5009
18 2012/13 2012 2530 3250
19 2013/14 2013 1287 1599
20 2014/15 2014 318 452
21 2015/16 2015 158 300
22 2016/17 2016 626 694
2. tablazat. Erdételepités
Az alkalmazott regresszios modellek:
+  Két Gauss fiiggvény kompoziciéja (GAUEGAU)
- matematikai alakja:
y= bo b, bo

B e(bs(X—b4))2 e(bz(X—b1))2

- szamitogépes alak:
var2=b6/exp((b5*(varl-1*b4))"2)+b3/exp((b2*(varl-1*b1))*2)+b0.

Kezd6érték valasztas altalanos (2 maximum vagy minimum) esetben az adatsor értékei
alapjan:

b6=var2eiss max.-Var2min. vagy b6=var2eiss min.-var2max.

b3=var2masod. max.-Varmin. vagy b3=var2masod. min.-Varmax.

b4=varleiss max. vagy varlelss min.

bl=varlmasod. max. vagy varl masod. min.
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b5~0,05
b2~0,05

+  Két abszolitértékes modositott Gauss fiiggvény kompozicija (ABGAUEABGAU)

- matematikai alakja:

S B S
Y Wy lx-behts © glbalx—bDP1 0

- szamitogépes alak:
var2=b8/exp((b7*(abs(varl-1*b6)))"b5)+b4/exp((b3*(abs(varl-1*¥b2)))*b1)+bO0.

Kezdoéérték valasztas altalanos (2 maximum vagy minimum) esetben az adatsor értékei
alapjan:
b8=var2eiss max.-var2min. vagy b8=var2eiss min.-var2max.
b4=var2masod. max.-Var2min. vagy b4=var2masod. min.-Var2max.
b6=var1eiss max. vagy varleiss min.
b2=varl masod. max. vagy varl masod. min.
b7~0,1
b3~0,1
b5~3
bl~3
bO=var2min.

A modellek rovid jellemzése:

Az alkalmazott GAUEGAU két transzformalt Gauss fiiggvény Osszegébdl all egy
fiiggbleges eltolassal, ez adja meg a két sz€lsOérték 1étezésének feltételét tovabba a lehetséges
asszimetriat. Az ABGAUEABGAU fiiggvény esetében a kitevd kitevéje nem kett, tetsz6leges
érték lehet, ami magaval vonja az abszolutérték sziikségességét. Az emlitett tetszoleges kitevd
kitevéje a modell rugalmasagat lényegesen noveli, akar torési pont is eléfordulhat a
szélsoértékek mellett a modellben.

Els6 esetben 7, masodik esetben 9 paraméter befolydsolja a fiiggvény alakjat, ezen értékek
kezddértékeinek megadasa viszont a mar emlitett médokon konnyliszerrel megadhato a
pontsorozat ismeretében.

2. Szamitott eredmények, kiértékelés

2.1. A fakitermelési adatsorok regresszios eredményei

Mind a hirom fa faj esetén elsOként az /}BGAUEABGAU alkalmazas eredményeit
tiintetjik fel majd kozvetlen utina a GAUEGAU eredményeit illetve azok grafikus

c 2z
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Model: var2=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))"b5)+b4/exp((b3*(abs(var1-1*b2)))*b1)+b0
y=(246,866)/exp(((0,210544)*(abs(x-1*(2001,59))))"(2,0693))+(169,664)/exp(((0,222374)*(abs(x-1*(2009,0
))"(6,16838))+(918,794)
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1. bra. Tolgy ABGAUEABGAU

Model: var2=b8/exp((b7*(abs(vari-1*b6)))*b5)+bd/exp((b3*(a... (TOlgy)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 11954,830685 R=,96584 Variance explained: 93,285%

N=22 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bl | bo
Estimate 246,8658 0,210544 2001,592 2,069304 169,6643 0,222374 2009,035 6,168376 918,7937
3. tablazat. Tolgy ABGAUEABGAU
Model: var2=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(var1-1*b1))*2))+b0
y=((90,6119)/exp(((0,81849)*(x-1*(2000,08)))"2))+((428,332)/exp(((0,0834548)* (x-1(2005,18)))"2)) +(735,

1250 )
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1150 |
1100 |
3
T 1050 -
>
1000
950 p
900 |
850
1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018
VAR1
2. abra. Tolgy GAUEGAU
Model: var2=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(varl... (Tolgy)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 13732,520756 R= ,96066 Variance explained: 92,286%
N=22 b6 | b5 | b4 | b3 [ b2 | bt | ho
Estimate 90,61190 0,818490 2000,076  428,3321 0,083455 2005,182  735,0434

4. tablazat. Tolgy GAUEGAU
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Model: var3=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6))) b5)+b4/exp((b3*(abs(vari-1*b2)))*b1)+b0
y=(267,511)/exp(((0,280588)*(abs(x-1*(1997,51))))"(2,72306))+(184,438)/exp(((0,260717)*(abs(x-1*(2013,5
))N(4,32482))+(924,567)
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3. abra. Nyar ABGAUEABGAU

Model: var3=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))"b5)+b4/exp((b3*(...(Nyar)
Dep. var: VAR3 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 37826,017227 R=,93247 Variance explained: 86,950%

N=22 b8 | b7 [ b6 | b5 | b4 | b3 | b2 [ bl | bO
Estimate 267,5110  0,280588 1997,508 2,723063 184,4382 0,260717 2013498 4,324825 924,5673
5. tablazat. Nyar ABGAUEABGAU
Model: var3=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))"2))+(b3/exp((b2*(vari-1*b1))"2))+b0
y=((449,16)/exp(((-0,149969)*(x-1*(1996,08)))"2))+((354,9)/exp(((0,192803)*(x-1*(2013,26)))"2))+(783,23E
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4. abra. Nyar GAUEGAU
Model: var3=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(vari... (Nyar)
Dep. var: VAR3 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 31501,971245 R=,94410 Variance explained: 89,132%
N=22 b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bl |  bO
Estimate 449,1599 -0,149969 1996,082 354,8996 0,192803 2013,259 783,2354

6. tablazat. Nyar GAUEGAU
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Model: var4=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6))) b5)+b4/exp((b3*(abs(var1-1*b2)))*b1)+b0
y=(153,818)/exp(((0,340828)* (abs(x-1*(2002,16))))"(4,04951))+(512,168)/exp(((0,374337)* (abs(x-1*(2011,¢
))))"(1,73916))+(1331,97)
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5. abra. Akic ABGAUEABGAU

N=22

Model: var4=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))"b5)+b4/exp((b3*(...(Akac)
Dep. var: VAR4 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 70028,264512 R=,93340 Variance explained: 87,123%

b8 | bz | b6 | b5 | b4 | w3 | b2 [ bt [ bO

Estimate

153,8184  0,340828 2002,158  4,049508 512,679  0,374337 2011,821  1,739160  1331,966

7. tablazat. Akic ABGAUEABGAU

Model: vard=(b6/exp((b5*(vari-1*b4))12))+(b3/exp((b2*(var1-1*b1))A2))+b0
y=((168,093)/exp(((0,42585)*(x-1*(2002,4)))"2))+((490,165)/exp(((0,386994)*(x-1*(2011,81)))A2))+(134!
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6. abra. Akic GAUEGAU

N=22

Model: vard=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))"2))+(b3/exp((b2*(varl... (Akac)
Dep. var: VAR4 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 75839,028602 R=,92766 Variance explained: 86,054%

b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | b1t | bo

Estimate

168,0929  0,425850 2002,404  490,1647 0,386994 2011,807  1345,100

8. tablazat. Akaic GAUEGAU
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2.2. Az erdételepitési adatsorok regresszios eredményei

Mind a két erddtelepitési adatsor esetén az illesztési sorrend valtozatlan (2.1)

Model: var2=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))*b5)+b4/exp((b3*(abs(var1-1*b2)))*b1)+b0
y=(43681,5)/exp(((0,0150692)*(abs(x-1*(2000,68))))"(0,491715))+(12821,5)/exp(((1,06778)*(abs(x-1*(200&

))))"(2,68507))+(-26373,1)
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7. abra. Elsé telepités ABGAUEABGAU

Model: var2=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))*b5)+b4/exp((b3*(a... (Fasitas)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 15386487,604 R=,98577 Variance explained: 97,174%

N=22 b8 | b7 [ b6 | b5 | b4 | b3 [ b2 | bl

| bo

Estimate

43681,49 0,015068 2000,683 0,491715 12821,50 1,067781 2005,798

2,685068

-26373,1

9. tablazat. Elsé telepités ABGAUEABGAU

Model: var2=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(var1-1*b1))*2))+b0
y=((10902,3)/exp(((0,126154)*(x-1*(2000,87)))"2))+((13071,7)/exp(((1,32969)*(x-1*(2005,72)))"2))+(405,!
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8. abra. Elsé telepités GAUEGAU

Model: var2=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))"2))+(b3/exp((b2*(var1... (Fasitas)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 40639234,125 R=,96196 Variance explained: 92,536%

N=22 b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | b1 |

b0

Estimate 10902,33  0,126154/ 2000,868 13071,70  1,329690  2005,723

405,5694

10. tablazat. Elsé telepités GAUEGAU
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Model: var3=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))*b5)+b4/exp((b3*(abs(var1-1*b2)))*b1)+b0
y=(35402,2)/exp(((0,040284)*(abs(x-1*(2000,85))))"(0,613107))+(12563,4)/exp(((1,03908)*(abs(x-1*(2005,¢
))N2,70771))+(-16290,4)
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9. abra. Osszes telepités ABGAUEABGAU
Model: var3=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6))) b5)+b4/exp((b3*(a... (Fasitas)
Dep. var: VAR3 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 16064995,504 R=,98825 Variance explained: 97,663%
N=22 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bl__| b0
Estimate 35402,21 0,040284 2000,848 0,613107 12563,43 1,039083 2005,872 2,707708 -16290,4
11. tablazat. Osszes telepités ABGAUEABGAU
Model: var3=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(vari-1*b1))22))+b0
y=((13396,6)/exp(((-0,129395)*(x-1*(2001,19)))"2))+((11378,2)/exp(((1,25856)*(x-1*(2005,82)))"2))+(43¢
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10. dbra. Osszes telepités GAUEGAU
Model: var3=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(varl... (Fasitas)
Dep. var: VAR3 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 42254557,076 R= ,96878 Variance explained: 93,854%
N=22 b6 | b5 [ b4 [ b3 [ b2 | bl | b0
Estimate 13396,60 -0,129395 2001,191/ 11378,23 1,258563 2005,819 438,3610

12. tablazat. Osszes telepités GAUEGAU
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2.3. Elemazés, értékelés

A fakitermelési adatok regresszios vizsgdlatdnak elemzése fafajonként:

- Tolgy

A kapott R értékek alapjan az ABGAUEABGAU pontosabb illesztést eredményez, amit
jOl igazolnak az illesztési abrak. Bar a széls6értékek szama a két modell esetén megegyezo, a
pontsor kovetése az elsd esetben sokkal szorosabb.

- Nydr

A Kkapott R értékek alapjan itt a GAUEGAU mutat szdzad nagysagrendben nagyobb
értéket. Az adbrak vizsgélatabdl az tlinik ki, hogy az emlitett modell hatarozottabb lefutasu a
sz€lsoértékekre nézve, ennek oka a pontsorozat jellegébdl adodik.

- Akdc

A R értéke ennél a fafajnil az ABGAUEABGAU esetében nagyobb. Bar hasonlé jelleget
mutat a két modell grafikonja a jobb illesztés észlelhetd. A kettés Gauss esetében az egyes
sz€lsOértékekhez tartozé hullamokat szimmetria jelzi mig a mddositott kitevd esetén az
asszimetria is fellelhetd, ami indokolja a mar emlitett nagyobb R értéket.

Mind a harom fafaj esetében az egyes illesztések eredményeibdl meghatarozhatok a
novekvo, csokkend iddszakok intervallumai mind a fiiggetlen mind a fiiggd valtozora,
meghatarozhatdok a szE€lséérték helyek és értékek. Az abra alapjan kozelitéleg a modell alapjan
pontosan megadhatok az inflexids helyek és értékek, melyek a valtozasi sebesség meghatarozo
pontjai, valamint megadjak a modell konvex illetve konkav intervallum hatéarait.

Ertékelés:
A felsoroltak igazoljak, hogy az alkalmazott modellek hasonl6 jellegli adatsorok
vizsgalatara alkalmasak, konnyen hasznalhatok és részletes tijékoztatok.

Az erddtelepitési adatok regresszios vizsgdlatdnak elemzése telepitési tipusonként:

- Elso telepités

Az adatsor értékeinek jelentSs ingadozasat itt az ABGAUEABGAU modell koveti kell6
pontossaggal, amit a R=0,9857 érték is fémjelez, mig ugyan magas R értéket jelez a
GAUEGAU modell R=0,9619 a pontsorozat kivetése ennél azonban 1ényegesen pontatlanabb.

- Osszes telepités

Az adatsor hasonld jellegli az els6 telepités adatsordhoz. Az eredmény itt is azt mutatja,
hogy az ABGAUEABGAU modell rugalmasan koveti a pontsorozatot, amit aldtdmaszt az R
érték, ami itt eléri a 0,9882-t. A kettds Gauss kovetési pontossaga lényegesen gyengébb még az
R=0,9687 magas értéke ellenére is.

Ertékelés:
A fenti adatsorok igazoljak a két modell kozotti jelentds rugalmassagi tulajdonsagi eltérést.
Bizonyos esetekben lehet elegendd a kettds Gauss alkalmazasa is, ha eltekintiink az adatsor

/////

modositott kitevd révén kapott modell kelld pontossaggal irja le a folyamatot
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3. Osszefoglalo

A gyakorlati €letbdl, az erdészet teriiletérdl valasztott adatsorok nem hasonlithatok egy
klasszikus fizikai, kémiai mérési sorozathoz, ahol a tendencia varhatd, a mért értékek
szélsOséges ingadozasa nem jellemzd. Az itt vizsgdlt adathalmazok valtozékonyak, tobb
maximum vagy minimum értékkel birhatnak, novekedési vagy csokkenési sebesség
valtozasa mellett. Jellemzésiikre nem alkalmasak a hagyomanyos egyszerii modellek. A
bemutatott két modell, a kettés Gauss GAUEGAU valamint a kitevékben médositott
ABGAUEABGAU rendelkezik azzal a rugalmassaggal melyre az illesztésnél sziikség lehet.

Az eredmények igazoljak, hogy kiilondsen az utobbi fiiggvény alkalmas ehhez hasonld
szélsOséges adatsorok jellemzésére megfelelé pontossaggal. A fiiggvény jol mutatja az
adathalmaz szakaszainak menetét, szE€lsoértékeit, konvexitasat, inflexids pontjait,
ugyanekkor magas korrelacids értéke jelzi az illesztés pontossagiat. Mindez indokolja a
fiiggvény alkalmazasat szélsoséges adatsorok esetén.

Irodalomjegyzék

[1] Csanady V., Horvath-Szovati E., Szalay L., Alkalmazott statisztika, Sopron, Nyugat-Magyarorszagi
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[2] Kozponti Statisztikai Hivatal. https://www.ksh.hu/stadat .
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OSSZEFOGLALO. Sok tudoményteriileten fordulnak elé olyan problémak, amelyek
megoldasidhoz differencidlegyenletek hasznalata sziikséges. Ennek szemléltetése
nem egyszerll, mivel hallgatdink csupidn egy-két differencidlegyenlet-tipusrol
tanulnak, csak a legfontosabb integraldsi médszereket ismerik, és legtobbszor a
differencidlegyenletek felirdsdhoz nélkiilozhetetlen fizikai, kémiai, stb. ismeretekkel
sem rendelkeznek. Az itt Osszegylijtott egyszeri modellek raviladgitanak a
differencidlegyenletek alkalmazasdnak modjéra és sziikségességére.

ABSTRACT. These simple practical models highlights the practical application of
differential equations. To solve these math problems, students need only a little
background knowledge. By these exercises students can see that differential
equations are essential in different sciences.

1. Bevezetés

A természettudomanyokban, gazdasdgtudomanyokban, és még sok mas teriileten gyakran
fordulnak el6 olyan problémak, amelyekkel kapcsolatban a valtozas és annak iiteme keriil a
vizsgalat kozéppontjaba, azaz differencialegyenlettel oldhatok meg. Napjainkban az agrar-
miszaki felsdoktatasban, illetve a miiszaki felsdoktatds nem klasszikus (pl. faipari mérnok,
mechatronikai mérnok, stb.) szakjain BSc képzésben legtobb intézményben a matematika
oraszamok csokkenése tapasztalhatd. Emiatt egyre kevesebb id6 jut a differencidlszamitas,
integralszamitas és differencialegyenletek témakorére. Az integralasi mddszerek koziil csak a
fontosabbakat tanitjuk, és a differencidlegyenletek témakorét is csak érintélegesen, csupan egy-
két tipus erejéig targyaljuk. Az itt bemutatdsra keriild viszonylag egyszerli feladatok
differencialegyenlettel torténé megoldasa hallgatdéink matematikai ismereteivel is lehetséges.
A sziikséges fizikai, kémiai, és egyéb ismereteket a feladatok szovegében roviden
osszefoglaltuk. A folyamatot leir6 differencidlegyenlet a példaban adott, csupan annak
értelmezése és megolddsa, valamint az esetleges tovabbi kérdések megvalaszolésa a feladat. Az
itt 6sszegyljtott modellek segitségével ravilagithatunk a differencidlegyenletek alkalmazasara,
hasznalatuk sziikségességére. A feladatokban szerepld ismeretlen fiiggvények kiillonbozo
jelolései (pl.: v(t),p(2), T(t), stb.) segithetik a hallgatokat abban, hogy ne csak a szokédsos
y(x) alakban legyenek képesek a differencidlegyenleteket megoldani, hanem a tudas
elsajatitasanak egy magasabb szintjére 1épjenek.
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2. Elsorendii, szétvalaszthaté  valtozéju  differencialegyenlettel
megoldhato feladatok

1. Egy 30% kezddsebességgel magdra hagyott motorcsonak sebessége az induldstdl
szamitott 30 mdsodperc idépillanatban 15 ? Jeloljiik v(t)-vel a motorcsénak sebesség-idé

fiiggvényét. A test sebessége minden idépillanatban a pillanatnyi sebesség négyzetével
ardnyosan csékken: —v'(t) = k-v?(t) , ahol k(€ R) ardnyossdgi tényezd, neve
kozegellendlldsi egylitthatd. Mekkora lesz a csonak sebessége az induldstdl szamitott 60
mdsodperc milva?

Megoldas.
A feladatban adott differencidlegyenletbdl indulunk ki, amely szétvalaszthat6 valtozdju:

v _
v2(t)

[ =29 ¢ = [ kdt,

v2(t)

1
%—kt+6,

v(t)=—, kCER.

A kapott fiiggvényben 1évé két szabadon valaszthaté paraméter (k és C) értékét a kezdeti
feltételekkel hatarozzuk meg. Adott volt, hogy a test sebessége a t = 0 s iddpillanatban 30 %,

és t = 30 s idopillanatban pedig 15 ?z

v(0) = 30,
v(30) = 15.

Ezeket behelyettesitve az altalanos megoldasba az

! =30
k-0+C

1 =15
k-30+C

egyenletrendszert kapjuk. Az els6 egyenletbdl C = %, ezt beirva a masodikba k = % adodik.
Tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas:

900
v(t) = t+30°

amelybdl kiszamoljuk a csonak sebességét az indulastol szamitott 60 mésodperc elteltével:

v(60) =22 = 10 (%) .
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2. Egy vy = 100 ? kezddsebességgel fiiggblegesen felfelé kil6tt rakéta sebesség-ido

fiiggvényét jeléljiik v(t)-vel. A sebesség csékkenését minden idépillanatban a rakétdra lefelé
hato gravitacios gyorsulds (g = 10 SEZ), illetve a kozegellendllds okozza, ez utobbi a rakéta

pillanatnyi sebességének négyzetével egyenesen ardnyos, azaz: —v'(t) = g + k - v2(t),
ahol a k(€ R) ardnyossdgi tényezd neve kézegellendlldsi egyiitthato. (Feltessziik, hogy a
rakéta mozgdsdt akaddlyozo légellendllds dllandé.) A pdlya legmagasabb pontjdn a rakéta
sebessége 0 ? Hatdrozzuk meg a v(t) fiiggvényt és azt a T idépillanatot, amikor a rakéta
eléri pdlydjdnak lemagasabb pontjat!

Megoldas.
A differencidlegyenlet valtozoit szétvalasztjuk és az integralast elvégezziik:

viI(t)
— =
1+E172 ()

—10,

[—2Y9 gt =—[10dt,

1+<\/§v(t)>
arctg <\/%v(t)> = \/:%(—1015 +C), CeR.

A \/:%- C = C, (C, € R) yj konstanst bevezetve

arctg (J%v(t)) = —V10k -t + C,,
ebbdl a kovetkezo sebesség-ido fiiggvényt kapjuk:
v(t) = \/1;0 tg(C, —V10k-t), k,C, ER.

Adott a feladatban, hogy a rakéta sebessége a t = 0 méasodperc idopillanatban 100 %, illetve a

keresett T iddpillanatban a sebessége 0 ? Ezeket visszairjuk az 4ltalanos megoldéasba:

\

10
J;- tg(C, —V10k - 0) = 100

/10
- tg(C, —V10k-T) =0
J

Az els6 egyenletbdl: C, = arc tg (\/ 1000k), a masodikbol: T = \/% . Behelyettesitve C,-t a

T kifejezésébe:
arc tg (V1000k)

T="
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ahol k(€ R) a kozegellenallasi egyiitthato.

3. Minden vizcsepp a felszinével ardnyos sebességgel pdrolog el. Eqy kézelitéleg gémb
alaki vizcsepp dtmérdje kezdetben 3 mm, 20 mdsodperc miilva pedig 1 mm. Jeldljiik d(t)-
vel a vizcsepp dtmérdjét az ido fiiggvényében. Az dtméro csékkenésének sebessége tehdt
ardnyos a gomb felszinével, emiatt az dtmérd négyzetével is, azaz: —d'(t) = A - d?(t), ahol
A € R ardnyossdgi tényez6. Mekkora lesz a vizcsepp dtmérédje 50 mdsodperc elteltével?

Megoldas.
A feladatban adott differencidlegyenletbdl indulunk ki, amely szétvalaszthatd valtozdju.
Megoldasanak menete hasonl6 az el6z6 feladatban leirtakhoz, igy nem részletezziik:

_ ar(t) _
az(t) 4,

d(t)=——, ACER.

Az A és C konstansok értékeit a kezdeti feltételekbdl meghatarozzuk. A vizcsepp atméréje a
t = 0 s id6pillanatban 3 mm, t = 20 s esetén pedig 1 mm, azaz: d(0) =3, d(20) =1.

Ezeket visszairva az altalanos megoldasba egy egyenletrendszert kapunk, melynek megoldasa

A= 31—0 és C = % A kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas tehét:

1 30
dt) =+—==——
Ll 7 410

Ebbdl kiszdmoljuk a vizcsepp atmérdjét SO masodperc mulva:

d(50) = —g = 0,5 (mm) .

3
6

4. Egy radioaktiv anyag bomlasat vizsgdljuk. A bomldsi folyamat kezdetekor 100 db
radioaktiv atom volt, az anyag felezési ideje 1 perc. Hiny darab sugdrzé atom lesz a bomldsi
folyamat kezdetétdl szamitott mdsfél perc milva? Jeldljiik N (t)-vel a sugdrzé (még nem el
nem bomlott) atomok szdmdt. Radioaktiv bomlds sordn a radioaktiv atomok szdmdnak
csokkenési sebessége minden idépillanatban ardnyos a még el nem bomlott atomok
szdmdval: N'(t) = —A - N(t), ahol A € R ardnyossdgi tényezd.

Megoldas.
A feladatban adott differencidlegyenlet szétvalaszthaté valtozojua:

N® o
fmdt—f Adt,

In|N(t)| = —At + C, CeR,
IN(®)| = e=4*€,

N(t) = +efe 4t

A +e€ = C, (C, € R) 1j konstanst bevezetve a kovetkezé megoldas adodik:
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N(t) = Cze_At, Cz € R.

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa két szabadon vélaszthat6 paramétert (A és C,)
tartalmaz. Ezek értékeit a feladat szovegében 1év0 kezdeti feltételek segitségével hatarozzuk
meg:

N(0) = 100,

illetve a vizsgalt anyag felezési ideje 1 perc, azaz 60 masodperc:
N(60) =50.

A kezdeti feltételeket behelyettesitve az altalanos megoldasba a

Coe=A0 = 100}
Cze_A.GO = 50

egyenletrendszert kapjuk. Az elsé egyenletbdl C, = 100, ezt visszairva a mésodikba, és

kifejezve a masik konstanst:
In2

A=—.
60

Tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas

in2

N(t) = 100e 0 ".

Ebbdl kiszamitjuk a radioaktiv atommagok szdméat a bomlési folyamat kezdetétdl szamitott
masfél perc, azaz 90 masodperc miulva:

n2
_nz g

N(90) = 100e o0 °° = 35 (db).

5. A légnyomds a magassdg névekedésével csokken. Jeloljiik p(z)-vel a légnyomds-
magassdg fiiggvényt. Nagy magassdgkiilénbségek estén a légnyomds magassdgtol valé
fiiggését a p'(z) = —Ap(z) differencidlegyenlet irja le (ahol A € R), azonos hémérsékletii
légoszlopot feltételezve. (A Féld légkérének hdémérséklete kb. 11 km magassdgig
kilométerenként kb. 6,5°C — kal csékken, igy a hémérsékletet tekinthetjiik dllanddnak.)
Tudjuk, hogy a légnyomds tengerszinten dtlagosan 1013 hPa, illetve tengerszint felett 300
méteres magassdgban dtlagosan 977 hPa. Hatdrozzuk meg a légnyomds értékét a
tengerszint felett 1000 méteres magassdgban!

Megoldas.
A feladatban adott szétvalaszthaté valtozdju differencidlegyenlet megoldasdnak menete
hasonl6 az el6z6 feladatban leirtakhoz, igy nem részletezziik:

'@
o) dz = [ —Adz,

p(z) = Ce ™%, (C €eR.
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A differencidlegyenlet megoldasaul kapott p(z) fliggvény neve barometrikus
magassagformula. A kezdeti feltételek szerint p(0) = 1013, és p(300) = 977, ezeket
behelyettesitve az altalanos megoldasba az

Ce 40 = 1013}

Ce~4300 = 977
egyenletrendszert kapjuk. Az elsd egyenletbdl C = 1013, ezt visszairva a méasodikba és a
masik konstanst kifejezve:

1 977
A=——In—:.
300 1013

Tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas:

z 977

p(z) = 10133007033,

Ennek segitségével kiszamitjuk az 1000 méter magassagban 1évo 1égnyomas értékét:

1000

0 977
p(1000) = 1013e300 "io13 ~ 886,37 (hPa).

Megjegyzés:

A légnyomas értékének becslésekor a Fold felszinének kozelében 100 méterenként kozelitdleg
1,2 kPa 1égnyomas csokkenéssel szoktak szamolni. Esetiinkben ez a becslés p(1000) =
1013 — 120 = 893 (hPa) eredményt adott volna.

6. Egy henger alakii tartdlyban 1,44 m magassdgig viz dll. A tartdly aljan egy kér alaku
lefolyényilds van dugdéval bezdrva. Kihiizzuk a dugét. Jeloljiik h(t)-vel a tartdlyban 1évé
vizoszlop magassdg-idé fiiggvényét. A vizoszlop magassdga minden idépillanatban a
pillanatnyi magassdg négyzetgydkével ardnyosan csékken, azaz: —h'(t) = A - \/h( t), ahol
A € R ardnyossdgi tényezd. A dugo kihuzdsdtdl szamitott 1 perc mulva a viz magassdga
1 m. Mennyi idé alatt iirtil ki a tartdly?

Megoldas.
A differencidlegyenlet véltozdit szétvalasztjuk, az integralast elvégezziik és az egyenletet h(t)-
re rendezziik:

MO

= —A,
N0)

K@ .
fmdt—f Adt,

2 h(t):_At+C1, A,CleR,

—(—Ar ) — e — ap)?

h() = (-3t +2) =2(c, - Ap2.
A kezdeti feltételek szerint h(0) = 1,44, és h(1) = 1 (az id6t percben mérjiik, a magassagot
méterben). A megoldas utolso, explicit alakjdban szerepld négyzetre emelés a konstansok
meghatarozasat kicsit bonyolitja. (Az els6 kezdeti feltételt ebbe visszairva C; = £2,4, a két C;
érték mindegyikéhez A-ra szintén két-két eredményt kapunk. Természetesen késobb kidertil,
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hogy melyek azok a konstans értékek, amelyek nem tesznek eleget a kovetelményeknek.)
Ehelyett egyszertibben meg tudjuk hatarozni a konstansokat a levezetés utolsé eldtti sorabdl,
vagyis a differencialegyenlet dltalanos megoldasanak implicit alakjabol:

2 1,44=—A-0+Cl}
2V1=-A4-1+¢

Az els6 egyenletbdl C; = 2,4, ezt visszairva a masodikba az A = 0,4 eredmény adodik. A
konstansokat behelyettesitve az altalanos megoldas explicit alakjaba a kovetkezd partikularis
megoldast kapjuk:

hy (1) = %(2,4 —0,4t)2 = (1,2 — 0,2¢)2.
Ebbdl meg tudjuk hatarozni, hogy mennyi id6 alatt iiriil ki a tartély:

0= (1,2 — 0,2¢)2,
t = 6 (perc).

7. Lekvdrfézéskor egy tiveg lekvdr homérséklete 20°C-os kérnyezetben 10 perc alatt hiil
le 100°C-rél 80°C-ra. Hatdrozzuk meg a test h6mérsékletét a vizsgdlat kezdetétdl szamitott
30 perc milva. Mikor lesz a test hémérséklete 40°C -os? Jeloljiik T(t) -vel a lekvdr
hémérséklet-ido filiggvényét. A Newton-féle hiilési torvény szerint egy test hbmérsékletének
vdltozdsa egyenesen ardnyos a test és a kérnyezet hémérsékletének kiilonbségével, azaz:
T'(t) = —A(T(t) — T}), ahol A € R* ardnyossdgi tényezd a test anyagdra és alakjdra
jellemzd pozitiv dllandé, Ty, pedig a kornyezet hémérséklete.

Megoldas.
A feladatban adott differencidlegyenletbdl indulunk ki, amely szétvalaszthat6 valtozdju:

o _
T)-Tx

T'(t) _
fT(t)_Tk dt = [ —Adt,

In|T(t) — Tyl =—-At+C, CER,
IT(t) = Ty | = e=H€,
T(t) — Ty = e *eC.
A +e¢ = C, (C, € R) konstanst bevezetve:
T(t)=Ce ™™ +T,, A€R",C,ER.

Az egyenletbe behelyettesitjik a T, = 20 értéket, vagyis a kornyezet feladatban adott
hémérsékletét. A fiiggvényben 1évo két szabadon vélaszthatdé paraméter (A és C,) értékét a
feladat altal megadott kezdeti feltételek (T (0) = 100, T(10) = 80) éltalanos megoldasba
torténd behelyettesitésével kapjuk meg:
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100 = C,e *° + 20
80 = C,e*1% + 20

Az elsO egyenletbdl C, = 80, ezt visszairva a masodikba:
A=——In>.
10 4

A kezdeti feltételeknek megfeleld konstansok értékeit behelyettesitjiik az dltalanos megoldasba,
igy megkapjuk a partikularis megoldast, amely megadja a lekvar homérsékletét az ido
fiiggvényében:

s
T(t) = 80eic™s + 20.

Ebbdl kiszdmitjuk, hogy hany fokos lesz a lekvar homérséklete 30 perc mulva:

30,3
T(30) = 80et0 "= + 20 = 53,75°,

illetve azt is, hogy mikor lesz a lekvar hdémérséklete 40°C-os:

s
80e10"s + 20 = 40,

nt
t=10 l"—g ~ 48,19 (perc).

Megjegyzés:
A tlimT(t) hatarértéket vizsgilva lathatd, hogy a lekvar idOvel felveszi a kornyezet

hoémérsékletét, azaz a fliggvény eleget tesz annak, amit a fizikai ismereteink alapjan varunk:

t. 3
lim (80eﬁ’"1 + 20) = lim (80e™%22%%% + 20) = 20.

t—oo

8. Egy csésze kdvéba 10 g cukrot tesziink. Fél perc mulva mdr csak 1 g fel nem oldott
cukor van benne. Mennyi lesz a még fel nem oldddott cukor mennyisége 1 perc mulva? Mikor
oldédik fel a cukor 99,9%-a? Es az dsszes cukor? Jeldljiik m(t)-vel a még fel nem oldédott
cukor témegét az idé fiiggvényében, tovdbbd legyen m; a kdvéba tett cukor témege. Az
oldédds sebessége ardnyos a még fel nem oldodott cukor mennyiségével: m'(t) =
A(my —m(t)), ahol A € R ardnyossdgi tényezé.

Megoldas.
A feladatban adott differencidlegyenletbdl indulunk ki, amely az eldbbihez hasonld
szétvalaszthat6 valtozoja differencidlegyenlet. A megoldas 1épéseit nem részletezziik:
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m'(t)
m, —m(t)

my —m(t) = te 4te ¢, ahol 4,C € R.
A +e ¢ = (C, (ahol C, € R), illetve a —A = A, (A, € R) konstansokat bevezetve:
m(t) =my — CzeAzt . Az, CZ € R.

A Kkapott fiiggvényben 1év0 két szabadon vélaszthatd paraméter (A4, és C,) értékét a kezdeti
feltételekkel hatarozzuk meg. Ezek m(0) = 0, hiszen a t = 0 id6pillanatban még nincs
feloldodott cukor, illetve m(30) =9, mert fél perc midlva méar 9 g cukor feloldddott.
Behelyettesitjiik az egyenletbe az m;, = 10 értéket is, azaz az

10—Cﬁh0=0}
10 — C,e4230 = 9

egyenletrendszert kapjuk. Az elsd egyenletbdl C, = 10, ezt visszairva a masodikba

A, = ! l !
273010
adodik. Tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas:

1

Lint Lt

m(t) = 10 — 10e30 10 = 10 (1 — e30 10).

Ebbdl kiszamoljuk a 1 perc elteltével feloldédott cukor mennyiségét:
60,1
m(60) = 10 (1 — e30 nlO) ~ 99 (g9).
A feladatban azt is kérdeztiik, hogy mikor oldddik fel a cukor 99,9%-a. Ezt a
L
10 (1 — e30 10) =10-0,999

egyenlet megoldasaval tudjuk meghatéarozni.

Lint
eso 10 = 0,001,
n0,001

1
In—
10

t=230

= 90 (s).
Tehat 1,5 perc milva oldédik fel a cukor 99,9%-a. Es az 6sszes cukor mikor oldodik fel? A

t 1
tlimm(t) = tlim 10 (1 — e%lnﬁ> = tlim 10(1 — e~ 20767ty = 10
hatarértéket vizsgalva is lathato, hogy végtelen sok 1d6 sziikséges ahhoz, hogy az 6sszes cukor

feloldédjon. Akarmennyi (véges) ideig varunk, mindig lesz egy kevés még fel nem oldédott
cukor, azonban a mennyisége rovid 1d0 alatt az érzékelhetdség hatara ala csokken.
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3. Osszefoglalas

Hallgat6ink szaméara a felsObb matematikai ismeretek elsajatitdsa sok esetben nehézségekkel

jar. A differencidlegyenletek témakorébdl kiillonosen nehéz megtaldlnunk azokat a feladatokat

és azt a targyalasmodot, amely szamukra érthetd. Bizunk abban, hogy az el6zdekben felsorolt

differencialegyenletes modellekkel sikeriil elérniink a célunkat:

- a gyakorlati alkalmazas kiemelésével a problémakor 1ényegét és jelentdségét még jobban
megvilagitjuk,

.- a szétvalaszthaté valtozo6ju differencidlegyenletek témakorében fellelhetd tipusok széles
korére talalhatok példak kozottik,

- adifferencidlegyenletekkel kapcsolatos fogalmakat még jobban elmélyitjiik (pl. a megoldas
explicit és implicit alakja, ltalanos megoldas, partikularis megoldas),

- afizikai, kémiai ismeretek hidnya nem akadalyozza a hallgatdkat a probléma megoldasaban
(a differencidlegyenleteket és a sziikséges hittérismereteket a feladatok megadjak),

- a fiiggvényhatarérték egy-két gyakorlati alkalmazasa ezt a témakort is kozelebb hozza a
hallgatékhoz.

Meggy6z6désiink, hogy a matematika tanulasa altal hallgatéink olyan kompetenciakra tesznek

szert, amelyek a munkahelyek vilagaban és a tudomanyos élet mas teriiletein is gondolkoddva,

precizebbé, kreativabbd, sikeresebbé teszi Oket. Hiszen ,,a matematika hozzaszoktatja a

szemiinket ahhoz, hogy tisztan és vilagosan lassa az igazsagot” (René Descartes).
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OSSZEFOGLALO. A PMSB (Planned Method Selection by Bén) alapjat a
természetben megfigyelt allapotjellemzdk értékeire vonatkoz6 axidomak adjak. Az
allapotjellemzdk értékeinek halmaziaban a PMSB eldre megtervezett médon
azonossagi részhalmazokat képez és ezekbdl a részhalmazokbdl valasztja ki egy
adott érdek érvényesitésének legkedvezObb lehetdségét. A PMSB a hétkoznapi
gyakorlatban széleskortien hasznalhatd.

1. Bevezetés

Az igen soktényezOs és gyakran nem metrizalhat6 tényezoket is tartalmazé bonyolult, de
nem ismert hatdsmechanizmusokkal rendelkezd halmazokban egy adott szempont szerinti
optimum keresés céljabol dolgoztam ki a PMSB mddszert.

2. PMSB

A természetben a PMSB matematikai modellezéshez az alabbi axidmakat figyeltem meg:

1.
2.

4.
5.

A természet az allapotjellemzdinek értékeivel irhato le.

Az iires halmaz kitigithatd (kiterjeszthetd) valds elemeket is tartalmazé
halmazokka, amelyeket valds halmazoknak nevezziik.

Val6s halmazokban az allapotjellemzdk értékei allanddan valtoznak. Megjegyzés:
A konstans allapotjellemzot zErd értékvaltozasu allapotjellemzOnek tekintjiik.

Az éllapotjellemzdk hatnak egymasra.

Adott allapotjellemzdk atalakulhatnak mas allapotjellemzdkké.

Az el6z6 axidomaik teszik lehetdvé az allapotjellemzok értékei altal definialt halmazoknak a
vizsgalatat, kiillonos tekintettel azok szerkezetére, tulajdonsagaira és hatdsmechanizmuséara.
Ezekben a halmazokban definidljuk a kivanatos Aallapotjellemzd értéket, amelybdl
szarmaztatjuk az optimum fogalmat. Mindezek ismeretében nyilt lehetdség a PMSB
matematikai modelljének megalkotasara. Altalanosan megfogalmazva és leegyszerlisitve a
PMSB egy igen soktényez0s bonyolult rendszerben egy adott érdek vagy elvaréas kielégitése
érdekében keresi meg a legkedvezdbb teljesithetdséget, mint megoldast. A modell azonossagi
részhalmazok eldre megtervezett modszer szerinti kivalasztasdval keresi meg egy adott érdek
érvényesitésének legkedvezOobb lehetdségét, mint megoldast. A mddszer neve is ebbdl ered:
Planned Method Selection by Ban kezddbetiii PMSB.
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3. Gyakorlati alkalmazas

A PMSB gyakorlati felhasznilasanak megkonnyitése érdekében a matematikai modell
szoveges szamitastechnikai modelljét is elkészitettem.

Az alkalmazast nagymértékben eldsegiti a szadmitiastechnika rohamos fejlédése, elsdsorban
a gépek miiveleti sebességének- és tirkapacitisdnak rohamos novekedésével valamint az
adatbéaziskezel0 szoftverek ugrasszerli javulasaval.

A PMSB gyakorlati felhasznalasa a mesterséges intelligencidban igen sokrétli, igy mint az
agrar-, gyogyaszati, ipari- és az asztronautikai gyakorlatban. Jelentdsebb alkalmazisok a
kovetkezdk:

- a legjobb gydgyitd terapia meghatarozasanak szamitogépes modellje

- az ebola terdpia szamitogépes modellje

- génstruktira analizis

- kozgazdasagi optimalis stratégia meghatarozéasa

- agrokémiai talajeréutanpotlés és technoldgiai szaktanidcsadas.

- erdészeti fafajmegvélasztas

- erd6allomany-fatomegbecslés

- GPS miikodési jelazonositas

- elektronikus adatrogzités €s olvasas

- univerzum képzodmények keletkezése

- stb.

A PMSB részletes leirasat és alkalmazéisat az alabbi két konyv tartalmazza: [1], [2].

4. Osszefoglalas

Az éllapotjellemzok értékeinek halmazidban a PMSB el6re megtervezett modon azonossagi
részhalmazokat képez és ezekbdl a részhalmazokbol vélasztja ki egy adott érdek
érvényesitésének legkedvezObb lehetdségét. A PMSB alkalmazhaté a gydgyészati-,
mezOgazdasagi-, erdészeti-, ipari €s asztronautikai gyakorlatban.
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