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OSSZEFOGLALO. Ismert, hogy kérzével és vonalzoval nem szerkeszthetd meg egy
tetszOleges szog harmada, de a szdgharmadhoz tetszbéleges pontossaggal lehet
kozelitd szoget szerkeszteni. Azt vizsgéaljuk, hogy melyik szerkesztési eljarassal
érdemes sok tizedesjegynyi pontossagu kozelitd szogharmadolasi szerkesztést
elvégezni ugy, hogy viszonylag kevés szerkesztési 1épésre legyen ehhez sziikségiink.
Azzal is foglalkozunk, hogy mennyivel ndvekszik a sziikséges szerkesztés 1épések
szdma a vizsgalt kozelitdé szogharmadoldsi moddszerek alkalmazasa sordn, a
pontossag novelésével. A szerkesztések GeoGebraval torténd elkészithetOségét,
valamint annak szoftveres korlatait is elemezzik, €s vizsgaljuk, hogyan
modosithatunk a szerkesztési 1épéseken a szoftveres abrazolhatosag érdekében.

ABSTRACT. It is known that an arbitrary angle can not be trisected by a Euclidean
construction (a construction using compass and ruler only). However, an approxi-
mate angle trisection can be constructed this way, within any given level of precision.
We consider the problem that which approximate angle trisecton method produces
good accuracy for many digits in a way that relatively few construction steps are
needed to achieve that in a Euclidean construction. We also investigate by how much
the number of construction steps is increasing during performing the different
construction methods as the accuracy of the approximation is increasing. We analyze
the realizability of the constructions with GeoGebra with espect to the software
limitations, and we consider how to modify some construction steps, so the
constructions become representable with GeoGebra.

1. Bevezetés

A szdgharmadolas egyike a hires 6kori gordg matematikai feladatoknak (a masik két ilyen
feladat a kor négyszogesitése €s a kockakettdzés). Mindharom geometriai szerkesztési feladat,
melyekrdl kideriilt, hogy nem oldhatok meg korzdvel és vonalzdval torténd szerkesztésekkel.

A szbgharmadolasi feladat — azaz, hogy adott a szog esetén korzével és vonalzdval
szerkesszlink meg egy harmadakkora szoget — lehetetlennek bizonyult altalanos esetben, sot
minden olyan konkrét esetben is, amikor a p(x) = 4x3 — 3x — cos(a) polinom irreducibilis a
Q(cos(a)) testbovités felett (azaz nem bonthato fel kisebb fokszamu tényezok szorzatara tigy,
hogy a tényezdk olyan polinomok legyenek, melyek egyiitthatoi a Q(cos(a)) test elemei), Id.
[9]. Ez a helyzet példaul, ha a harmadolandd a szog koszinusza racionalis szam, és p(x) a
racionalis szamok felett irreducibilis polinom. Ezért a 60°-0s szog nem harmadolhato, mert

1, 1. o . T
cos(60°) = 5 €8 4x3 — 3x — 3 irreducibilis polinom a raciondlis szamok felett.
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Amiatt, hogy egy tetszbéleges sz0g egész szamu tobbszorose megszerkeszthetd korzével és
vonalzdval, nem csak 20°-0s sz0g nem szerkeszthetd, hanem 10°-0S, 5°-0s €és 1°-0s szOg sem,
valamint mivel tetszéleges szog felezhetd korzdvel és vonalzdval, ezért 40°-os és 80°-os szog
sem szerkeszthetd. A szogharmadolasi feladat megoldhatatlansagat mar az okor 6ta sejtették,
de bebizonyitani csak a 19. szazadban tudtak (Wantzel, 1837).

Bizonyos modokon mégis lehetséges a szOgharmadolds, ¢és igy feloldhatjuk a
megoldhatatlansagot: ha mas megfeleldé segédeszkozt (pl. megjeldlhetd €l vonalzét), vagy
korzével és vonalzdval nem szerkeszthetd segédgorbét (pl. triszektrix) is hasznalunk a
szerkesztéshez, esetleg ha nem pontos szogharmadolést szeretnénk megszerkeszteni, hanem
annak csupan egy kozelitését, adott hibahataron beliil, 1d. [1].

Ebben a tanulmanyban kozelité szogharmadolassal fogunk foglalkozni: olyan szerkesz-
tésekkel, amelyekkel sok tizedesjegynyi pontossaggal kozelithetjiik meg egy tetszélegesen
adott szog harmadat korzovel és vonalzdval elvégezhetd szerkesztési 1épések sorozatanak
eredményeként, hogy példaul szdmitogépes geometriai szoftverrel, a szoftver altal alkalmazott
numerikus moédszerek hibahataran beliill megszerkeszthessilk a szogharmadot. Valamint
foglalkozni fogunk a szerkesztés szoftveres abrdzolasanak a nehézségeivel is, és hogy hogyan
modosithatjuk a szerkesztést ugy, hogy a szerkesztés Osszes 1épését megjelenithessiik. A
GeoGebra szoftver (1d. [6]) hasznalatanak péld4jan keresztiil mutatjuk mindezt be.

1. Kozelito szogharmadolas

Szerkesztésen ebben a cikkben mindig kdrzdvel és vonalzoval torténd szerkesztést értiink,
az ilyet euklideszi szerkesztésnek is szoktak hivni.

Egy tetszlleges a szog harmadanak egy adott & > 0 hibahataron beliili kozelitését
megszerkeszthetjiik a kovetkezoképp: mivel egy szogfelezés elvégezhetd korzd €s vonalzo
segitégével, és az eredményiil kapott szogre ezt egymas utan tobbszor alkalmazva tetszdleges
kis szog szerkeszthetd, ezért ha az ¢ hibahatarnal kisebb § szoget szerkesztiink megfelelden
sokszori egymas utani szogfelezéssel, akkor a § szognek megfeleld sokszori tobbszordzésével
tetszOleges szognek, igy pl. az a szog harmadanak egy kozelitését is megkaphatjuk &
hibahataron beliil. Példaul a ké egy ilyen kozelitd szogharmadolas (ahol k egy pozitiv egész
szam), ha (k — 1) < % < ké igaz, és ez ekvivalens a 3(k — 1) < a < 3ké egyenldtlenség

teljesiilésével, azaz azt kell csak figyelni a 36 szog tobbszordseinek a szerkesztésekor, hogy
melyik Iépésben lesz a nagysaga legalabb a.

A jelenleg elterjedt szamitogépes szoftverek, ill. geometriai szerkesztd szoftverek koziil
tobb is nagy pontossagi szamitasokat tesz lehetévé sok tizedesjegynyi értékig kiszamitva
pontok koordinatait, tavolsagokat, szogek nagysagat és sok mas mennyiséget, és a
szamitasokhoz tartozo abrékon, ill. a szerkesztések abrain mindezt abrazolhatjuk is, a
felhasznalo altal testreszabott médon. Példdul a GeoGebra 15 tizedesjegynyi pontossaggal is
megjelenitheti a mennyiségeket.

Ez Osszhangban van azzal, hogy a szadmitogépes szoftverek numerikus szamitdsaiban
jelenleg a legelterjedtebb az IEEE 754-es szabvanyban leirt dupla pontossagi binaris
lebegépontos szamformatum haszndlata, amely egy kettes szamrendszeren alapulé 64 bites
szamformatum: 52 bit a mantissza, 1 bit az elgjel, 11 bit a karakterisztika tdrolasara szolgél egy
64 bites adatmennyiségben, 1d. [7], [8]. Ezért egy szam lebegdpontos abrazoldsa ebben a
rendszerben a +(1 + m)2k alakban torténik, ahol m egy legfeljebb 52 szamjegyii bindris tort,
0<m<1,-1022 < k <1023 (1-1 érték fenn van tartva a gépi végtelen (Inf, ,,infinity”) és
a szamot nem eredményezé (NaN, ,,not a number”) gépi szamitdsok szamara, ezért nem 211 =
2048 kiilonbozo értéket vehet fel k, hanem csak 2046-ot). Ezért a legkisebb pozitiv m értéke
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(amit gépi epszilonnak is szoktak hivni) 2752 =~ 2.2 X 1071 ez 15 tizedesjegynyi pontossagu
szdmabrazolast jelent. Ebben a szamformatumban a legkisebb pozitiv szam 271922 ~ 10~308
nagysagrendd, a legnagyobb szam pedig 2 x 21023 ~ 103%8 nagysagrendii, ha a szamoknak a
felhasznalok szamara torténd tizes szamrendszerbeli ¢ X 10™ exponencialis alaki meg-
jelenitési lehetdségét is figyelembe vessziik.

Megjegyezziik, hogy bizonyos szoftverek esetén lehetdéség van szimbolikus szamitasokra
is, és a geometriai eredményeket igy is tarolhatjuk egy bizonyos bonyolultsagig. Pl. a GeoGebra
Komputeralgebra (CAS) nézetében elvégzett tobb miivelet esetén is ez a helyzet, de mivel a
szerkesztési 1épések elorehaladtdval a szamitdsok egyre bonyolultabb képleteket
eredményeznek, eljon a pont, amikor a GeoGebra atvalt kozelito tortekkel vald szamitasra, mert
képleteknek nagyon sokszori egymasba dgyazasa mar nincs benne tdmogatva, hogy a szoftver
futésa ne lassuljon le.

Ha a korzdvel és vonalzdval torténd szerkesztésekhez geometriai szoftvereket hasznalunk,
akkor a szoftvertdl fiiggden, de altalaban sok tizedesjegynyi pontossaggal ellendrizhetjiik a
megszerkesztett tavolsdgokat, korsugarakat, szogek nagysagat. Es ebben az esetben kozelitd
szerkesztéseket végrehajtva, a szerkesztési pontossag ellenérzésére és nagy pontossag elérésére
is van lehetdség.

Ezért felmertilnek a kovetkezo kérdések:

1. Probléma. Hogyan lehet kozelit szogharmadolast nagy pontossaggal, viszonylag kevés
szerkesztési 1épéssel elkésziteni? Melyik szerkesztési modszert érdemes hasznalni?

2. Probléma. Hogyan viszonyul egymashoz a kozelité szogharmadolds szerkesztési
pontossaganak a ndvelése, valamint az adott pontossag eléréséhez sziikséges szerkesztési
Iépések szamanak a ndvekedése?

Ezekre a problémakra keressiik a valaszt a késdbbiekben, csak elobb tisztazzuk, hogy
pontosan mit is értiink szerkesztési 1épéseken.

2. Szerkesztési lépések

Az euklideszi szerkesztések esetén az eredetileg hasznalhato idealizalt szerkesztési
segédeszkozok: az egy€lii vonalzo, €s az 6sszecsukodo korzd. Tehat a vonalzonak csak az egyik
¢le hasznalhato szerkesztésre (igy példaul nem szerkeszthetd parhuzamos egyenespar a vonalzo
két kiilonboz6 élének berajzolasaval). A vonalzé nem megjelolhetd, tehat példaul pontok vagy
tavolsdgok megjelolése nem lehetséges rajta. A korzével pedig olyan kor szerkeszthetd,
amelynek kozéppontja és egy keriileti pontja adott, mivel felemeléskor 6sszecsukodik, igy
tavolsag korzonyilasba vételére és atvitelére nem alkalmas.

Persze a modern korz6é mar nem 6sszecsukddo, és manapsag szerkesztésekkor az egyéla
vonalzo hasznélata mellett gyakran derékszogli vonalz6t is hasznalnak, de mindezzel nem
boviil a szerkeszthetd elemek kore: mar Euklidész megmutatta az Elemek c.miivében, hogy
tavolsagok atvitele lehetséges az Osszecsukodo korzod segitségével (ebbdl kovetkezik, hogy a
modern korzd szerkesztései megvalosithatok az Osszecsukodo korzovel is), valamint hogy
parhuzamos ¢és merdleges egyenesek szerkeszthetok korzdvel és vonalzdval is — igy a
derékszogl vonalzd hasznalata csak egyszeriisiti az ilyen szerkesztéseket.

Szerkesztési 1épéseken a szerkesztések legkisebb alapegységeit értjiik, ezeket szerkesztési
alaplépéseknek, vagy elemi szerkesztési 1épéseknek is szokas nevezni, de ebben a cikkben
tobbnyire csak egyszerlien szerkesztési lépéseknek hivjuk Oket. A klasszikus szerkesztési
1épések a kovetkezok:
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1) Két, mar megszerkesztett ponton keresztiil vonalzoval egyenest hiizhatunk.

2) Két, mar megszerkesztett pont esetén szerkeszthetiink olyan kort, melynek az
egyik pont a kdzéppontja, a masik pont pedig egy kertileti pontja.

3) Két, mar megszerkesztett metszé egyenes metszéspontja megszerkesztheto.

4)  Mar megszerkesztett, egymast metsz6 kor és egyenes barmelyik metszéspontja
megszerkesztheto.

5) Mar megszerkesztett, egymast metsz6 két kor barmelyik metszéspontja
megszerkesztheto.

Vegylik észre, hogy a 4)-5) szerkesztési 1épésekben az alakzatok (egyenes és kor, két kor)
nem lehetnek érinték. Ezen feliil, a modern korzo €s a derékszogl vonalzé (egyélii vonalzoval
kombinalt) hasznalataval, szerkesztési alaplépéseknek tekinthetdk a kovetkezok is:

6) Harom, mar megszerkesztett pont esetén szerkeszthetd olyan kor, amelynek a
kozéppontja az elso pont, a sugara pedig megegyezik a masodik és harmadik pont
tavolsagaval (azaz korzonyilasba vehetd két pont tavolsaga).

7)  Mar megszerkesztett pont és ra nem illeszkedd, megszerkesztett egyenes esetén
szerkeszthetd a ponton atmend és az adott egyenessel parhuzamos egyenes.

8) Mar megszerkesztett pont és egyenes esetén szerkeszthetd a ponton atmend és az
adott egyenesre merdleges egyenes.

Megjegyezziik, hogy sokan kiilon alaplépéseknek tekintik a korzényilasba vételt és az adott
kozépponttal és korzoényilassal rendelkezd kor szerkesztését.

Mesterségesnek tlinhet az idealizalt szerkesztési segédeszkdzoknek a hasznalata, €és minden
szerkesztésnek az ezekhez kapcsolodo szerkesztési szabalyokra torténd visszavezetése, de ez
biztositja, hogy elméleti vizsgéalatokra van lehetdség a szerkeszthetdséget és a szerkesztések
bonyolultsagat (1d. 1épésszamat) illetden.

A modern koérz6hoz ¢és a deré¢kszogli vonalzod hasznélatahoz kapcsolhato, utols6 harom
szerkesztési 1épés mindegyikét kivalthatjuk konstans (nem is tul sok) 1épésbdl all olyan
szerkesztéssel, amely csupdn a klasszikus szerkesztési 1€péseket tartalmazza.

A geometriai szoftverek a gyakrabban hasznalt szerkesztési feladatok megoldésait
beemelhetik a szerkesztési eszk6zok kozé, mint pl. a szakaszfelezd pont, szakaszfelezd
merdleges, szogfelezd egyenes, harom ponton athaladd kor, korhoz huzott érintd egyenes
szerkesztése esetén. De a szamitogépes szerkesztési eszk6zok nem csak korzével és vonalzoval
megvalosithatd szerkesztéseket emgedhetnek meg, pl. barmilyen beirt értékii szoggel torténd
forgatas is lehetséges GeoGebraban. Ezért célszerii csak a fentebbi nyolc (ill., ha a derékszogl
vonalzo6 hasznalatat nem engedjiik meg, akkorhat) szerkesztési 1épést elemi 1épésnek tekinteni
(a modern korz6t hasznaljak mindenhol, igy a 6)-os szamu szerkesztési 1épést szerkesztési
alaplépésnek tekintjiik — 1 vagy 2 Iépésnek), és csakis az ezeknek megfeleld eszkozoket
hasznalni geometriai szoftverek futtatasakor, amikor korzdvel és vonalzdval elvégezhetd
szerkesztéseket szeretnénk késziteni, hiszen minden euklideszi szerkesztés visszavezethetd
ezekre, és ilyenkor a szerkesztési Iépések szama jol jellemzi a szerkesztésiink bonyolultsagat.

Minden szerkesztés elején legalabb két pont kell, hogy legyen adva (vagy annyi mas
egyenes, ill. kor, hogy azok metszéspontjaival egyiitt legyen legalabb két pont), és két pont
tavolsagara feltehetd, hogy egységnyi (mert hasonldsag erejéig ekvivalens egy ilyen szerkesztés
barmely masikkal). A harmadoland6 szdg lehet olyan, amely megszerkeszthetd két adott
pontbol szerkesztési 1épések egymas utani alkalmazasaval (pl. ilyen a 60°-0s sz6g), vagy lehet
ettdl eltérd tipust, mondjuk harom adott pont altal meghatarozott sz6g, ahol a harmadik pont
nem szerkeszthetd meg az els6 kettdbdl euklideszi szerkesztéssel.
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3. Szerkesztési modszerek

Elészor harom szerkesztési eljarast ismertetiink, amelyekkel kozelitd szogharmadolast
valdsithatunk meg. Egy 60°-os szdg esetén ezekkel a szdgharmadolas kozelitése 1°-0S
hibahataron beliil torténik. Mindegyik esetben feltehetjiik, hogy adott a szog A csucsa, ¢és a
szOgszaraknak az A csucs koriili egységnyi sugart ¢ korrel vett B és C metszéspontjai: o =
BAC..

1. eljaras (hurharmadolas): A BC hart harmadoljuk a parhuzamos szelok tételét

alkalmazva, és az egyik tavolabbi (azaz nem a kdzépsd) hurharmadot kimetsz6 kozépponti

szoget ( B = BAF+ ) vesszik. Ez talan a legegyszeriibb, legrovidebb kozelitd
szogharmadolasi szerkesztés, nem til pontos, de nem is til pontatlan (Id. 1. 4bra).

1. abra. A BAF 2 szerkesztése hurharmadolassal

2. eljaras (Steinhaus modszere): Az a szoget felezziik az AD egyenessel, majd a BE hurt
harmadoljuk a H pontban a parhuzamos szeldk tételét alkalmazva, és a BH hurdarabot
kimetsz6 kdzépponti szoget ( = BAI2) vesszik (1d. 2. abra, és [2], [5]).

2. abra. A BAI 2 szerkesztése szogfelezés utani hurharmadolassal

3. eljaras (Segar modszere): A c korben a B, C pontokkal atellenes pontok legyenek B’,
ill. C’. Az a szog szogfelezdje (amely parhuzamos a B’C egyenessel) a ¢ kort a D pontban
metszi. A DACz szdgfelezéje (amely parhuzamos a D’C egyenessel, ahol D’ a D-vel
szemkozti pontja a ¢ kornek) a ¢ kort az E pontban metszi. A D’E és C’'D egyenesek
metszéspontja legyen 1. Ekkor 3 = IAC« adja a kozelitd szogharmadolast (1d. 3. abra és

[5D).
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3. abra. A IACZ szerkesztése szelok I metszéspontja alapjan

Ha a egy 60° -os szog, akkor annak kozelité harmadolidsara az 1. esetben 3=
19.1066 ...°, a 2. esetben B = 20.1039...°, a 3. esetben pedig B = 19.9872 ... °szognagy-
sdgok jonnek ki.

Az 1. eljarasban végiil is egy szakasznak (amely egy egyenld szarti haromszog alapja) a
harmadoldsabodl jon ki a kozelité szogharmadolas — ez a szogharmadoléasi problémat annak
megoldhatatlansaga ellenére megoldani kivané ,,szogharmadolok™ egyik kedvenc moddszere
(persze az ligyesebbek az eredetinél egy joval kisebb sz6g harmadolasara alkalmazzak, mig az
adott szognek a masik, nagyobbik részét egy pontosan megszerkeszthetd szog
haromszorosaként allitjdk eld, hogy ne legyen olyan feltiind az ligyeskedésiik, és nagyobb
pontossagu legyen a kozelitd szogharmadolasuk), csak 6k ezzel a szogharmadolast pontosan
szeretnék megoldani, mi pedig elfogadjuk, hogy ez csupan egy kozelitd szogharmadolast
eredményez.

TetszOleges pontossagi kozelitd szogharmadolast szerkeszthetiink barmely konkrét
kozelitd szogharmadoléasi eljards egymds utdn tobbszori alkalmazasaval, ha az eljards a
szogharmadnak legalabb a felét kozeliti tetszOleges szdgre: az eljards valahanyadik alkalmazasa
utan eredményiil kapott f kozelité szogharmadbol kiszamolt o — 3 eltérés szogének az
abszolut értékére Ujra alkalmazzuk az eljarast, végil az eredményiil kapott kozelitd
szogharmadok +1-szereseinek Osszege adja majd ki a pontosabb kozelité szogharmadolasat az
eredeti a szognek, megfelelen valasztott +, ill. — elgjelekkel.

Precizebben: legyen f: [0, ) — [0,m), x = f(x) az a fliggvény, amely megadja, hogy egy
tetszéleges x szOg esetén f(x) lesz a szogharmad kozelitése a konkrét szdogharmadolasi
szerkesztési eljaras eredményeként, és legyen n egy pozitiv egész szam. Definidljuk a
kovetkezoket: ay =a, B; = f(a;—1), a; = |a;_1 — 3B;|, 8; = sgn(a;_; — 3B;) , amikor
1 <i < n. (Tehat§; értéke +1ill. =1 az a;_; — 3B; eltérés eldjele szerint.) Ezzel rekurzivan
definialtuk az a, a4, ... a, szdgsorozatot, valamint a 31, 3, ..., By kozelitd szogharmadolasok
sorozatat és a §;, 05, ... O, elOjelsorozatot (amely az a;_; — 3; eltérések eldjeleit kodolja).

Ekkor

a =3p; +81a; =3Py +6:(32 + 6a;) = -

o3 (({e)on) o ([T )

azaz az a szogre adodo nagyobb pontossagu kozelitd szogharmadolas a

B=pB1+VviB2+ -+ Vn1Bn
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szogként szerkeszthetd meg, ahol y; = §;6, ...6;, 1 < i <n—1 (techaty; € {—1,+1}).
Fennall = =2— 42— .4 — SR , €s S végtelen
3 2 4 8 3 4 16 4n
mértani sorozatok Osszegképlete alapjan, ezért az a sz6g harmada felirhato kétféleképp, egy

n tagu mértani sorozat elemeinek az 6sszegéhez hozzdadva a maradéktagot (I1d. [1]):

a_(e_*,&_ ... (_1yn2._% _1\yn-1.% _qyn&. 1
3_(2 4+8 +(=1) 2"—1+( D zn)+( D 3 2n’

22k y2k+1

és
1

2=(Z+i+...+i)+ﬁ.__
3 4 16 4n 3 4n

Mindkét osszegképlet alapjan elmondhat6, hogy szogfelezésekkel megszerkeszthetd az egyes
képletekben szerepld n tagu mértani sorozat dsszege, az elsdnél tagonként felére csokken az

eltérés, a masodiknal pedig tagonként negyedére csokken az eltérés %—t(’)l (de ott tagonként két

szogfelezés egymasutanja sziikséges a szognegyedeléshez). Mivel egy szogfelezés legalabb 4
szerkesztési 1épést igényel, és a = 1 esetén legalabb 50 szogfelezés sziikséges ahhoz, hogy 15

tizedesjegyre (azaz 52 binaris jegyre) megkozelitse a szerkesztett sz0gosszeg az % szoget, igy

legalabb 50 - 4 = 200 szerkesztési 1épésre van ehhez sziikség csak szogfelezések, és esetleges
sz0gosszegek, ill. kiillonbségek szerkesztésével.

Felirva a fejezet elején leirt 1-3. kozelitd szogharmadolasi eljarasok szogharmadot kozelito
eredményeinek fiiggvényképleteit, és az azokhoz tartozé Maclaurin-sor (azaz a 0 helyen vett
Taylor-sor) elsé néhany tagjat (Id. [4]), a kovetkezOk adddnak (a Maclaurin-polinomok
esetében radidnban vett a szogértékekkel szamolva, radianban jon ki az eredmény; a
trigonometrikus fiiggvényeket tartalmazo képletek fokban vett szogértékek esetén helyes
eredményt adnak fokokban szamolva is):

to(%
Az 1. eljaras fiiggvénye: fila) = % — arctg <%2)> = % —0.0123...-a® + 0(a®)

SR 2sin(3) a 3 5
A 2. eljaras fiiggvénye: fo(a) = arctg| ——3%& | = =+ 0.0015 ...- @ + O(>)
1+2 cos(g) 3
A 3. eljaras fiiggvénye: fz(a) = arctg M =2-0.00019...- a® + 0(a®)
cos(5)+2 cos(z) 3

12
| p=
0.8 = f
06

0.4

0.2

[} 0.5 1 1.5 2 25 3

4. abra. A vizsgalt harom kozelité szogharmadolasi eljaras kimeneti fiiggvényei

Tehat f;(a) egy harmadrendii kozelitése %-nak (i=1,2,3), azaz a kiilonbségik egy

konstans - a? tipusu képlettel feliilrél becsiilhetd, és igy nagyjabol megharomszorozddik (de
olykor ennél jobban nodvekszik) a helyes tizedesjegyek szdma mindharom kozelitd
szOogharmadolasi eljarasnal, azok egyszeri alkalmazéasaval. Az 1. és 3. eljarasok esetén alsé
becslés adodik, igy akkor B = 1 + [, + -+ + By, a 2. eljaras esetén felso becslés adodik, akkor
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pedig =P — P+ PBs— -+ (—1)"1B, a szogharmadolds kozelitése, ha n -szer
alkalmazzuk ugyanazt a kozelité szogharmadolasi eljarast egymas utén a kordbban leirt médon
(n egy tetszbleges pozitiv egész szam).

0.14
0.12

0.1
0.08
0.06
0.04
0.02

-05 0

5. abra. A g;(a) = |a — 3f;(a)| eltérésfiiggvények (i=1,2,3)

Mivel cos(a/3) a gydke a 4x3 — 3x = cos(a) egyenletnek, sin(a/3) pedig a gyoke a
3x — 4x3 = sin(a) egyenletnek, ezért a numerikus modszerek standard gyokkozelitési
eljarasai is alkalmazhatok kozelité szogharmadolasra, hiszen egységszakaszt felvéve, egy adott
x hosszisagu szakasz esetén az x2, x3, 1/x hosszlsagl szakaszok is mind megszerkeszthetok
(pl. a parhuzamos szeldk tételét alkalmazhatjuk e célbdl megfeleléen sokszor), és igy olyan
szakasz is megszerkeszthetd, amelynek hossza x -nek tetszdleges, racionalis egyiitthatds
racionalis tortfliggvénye.

Ezért egyenlet atrendezésébdl adodo iteracids modszerek (elsérendit kozelités), a Newton-
féle érinté modszer (mésodrendi kozelités), és a Newton-modszernél kevesebb szamitast (és
igy jelen esetben kevesebb szerkesztési 1épést) igényld hurmodszer (elsérendli kozelités) is
megvaldsithatok szerkesztéssel, 1d. [3]. SOt, simulokorrel torténd gyokkozelités is szerkeszthetd
(harmadrendii kozelités, 1d. [10]), mivel vx hosszusagn szakasz is szerkeszthetd a Pitagorasz-
tétel alkalmazasaval; vagy a simulokort kozelitd, az egyenlet polinomjanak a gorbéjén felvett
3 egymashoz kdozeli ponton atmend kort véve is kaphatunk gyokkozelitést. Mindezekkel az
eljarasokkal az a probléma, hogy sokkal hosszadalmasabban szerkeszthetok meg, mint az ebben
a fejezetben korabban ismertetett harom eljards barmelyike, ¢s nem adnak azoknal jobb
kozelitést.

Megemlitjilk még, hogy Yates [11] konyvében jopar tovabbi, geometriai alapa kozelitd
szOgharmadolasi eljarast felsorol, de azok amikor jobb kdézelitést adnak, mint az ebben a
fejezetben ismertetett 1-3. eljarasok, akkor annyival tobb szerkesztési 1épésbdl allnak azoknal,
hogy sok tizedesjegynyi pontossagu kozelitést kevesebb szerkesztési 1€pésbol lehet megadni az
1-3. eljarasoknaka fejezetben korabban leirt modon torténé egymas utani alkalmazasaval, mint
a Yates altal felsorolt modszerek tobbszori alkalmazasaval.

Jelolje L(i,n) annak a szerkesztésnek a 1épésszamat, amikor az i. eljarast n-szer egymas
utan alkalmazva egy szog kozelité harmadolasat kapjuk, P (i, n) pedig jelolje azt, hogy mennyi
tizedesjegynyire pontosan jon ki ekkor a legfeljebb 60°-0s szog harmadolasa. (Mivel az
eltérésfiiggvények novekeddk — 1d. 5. dbra —, igy elég a pontosan 60° esetét vizsgalni.)
L(1,n) =11n—7, han > 2, ekkor mind a nyolc szerkesztési alaplépést hasznalhatjuk.
L*(1,n) = 13n— 7, ha csak az els6 hat szerkesztési 1épést fogadjuk el alaplépéseknek,
valamint a tavolsag korzényilasba vételét és az azzal a korzényildssal vald kor rajzolasat egy
1épésnek vessziik (ha ez utobbit két 1épésnek vessziik, akkor L*(1,n) =17n—10 a
1épésszam).

Ugy kapjuk meg L(1,n) értékét (n > 2 esetén), hogy adott A, B,C pontok és ¢ kor,
valamint AB és AC szogszarak (egyenesek) esetén 3 1épésben lehet a D és E pontokat
megszerkeszteni, 3 tovabbi 1épés sziikséges az F pont megszerkesztéséhez, és utana 6 1épés
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sziikséges a; = a — 3B; megszerkesztéséhez tigy, hogy a ¢ koron megszerkesztésre keriiljon
egy olyan G pont, amelyre |BAG4| = a,. Az utobbi 9 1épés az 1. eljaras minden egyes ujabb
alkalmazasakor megtorténik, kivéve a végén, amikor a, = a,_; — 33, megszerkesztésére
nincs sziikség, igy akkor az utolsé 6 1épésre nincs szilikség. Végiil 2(n — 2) 1épés sziikséges
p1 + B, + -+ + [, megszerkesztéséhez, mert a [, [, szogeket mar az eljards elsd két
alkalmazésakor ugy szerkeszthetjiik, hogy az AB egyenes két kiilonb6zo félsikjaban legyenek,
a tobbi n — 2 esetben pedig egymas utan felmérjilk a szogeket a ¢ korén felvett pontok
segitségével. Kiszamithato, hogy P(1,1) =1, P(1,2) =5, P(1,3) =15 addédik a
tizedesjegyek pontossagara. Igy az 1. eljaras haromszori alkalmazasa soran elérjiik a 15
tizedesjegy pontos-sagot, a szerkesztési 1épések szama ekkor L(1,3) = 26 (ill. L*(1,3) = 32,
és L*(1,3) = 41).

Tovabba kiszamithato, hogy P(2,1) = 2, P(2,2) =9, P(2,3) = 27,L(2,n) = 17n — 5, és
P(3,1) =3, P(3,2) =12, P(3,3) =36, L(3,n) =19n—5, és igy a 15 tizedesjegynyi
pontossagot az 1. eljaras soran érjiik el a legkevesebb szerkesztési 1épésben.

Az 1-3. eljarasok tobbszori alkalmazasardl nem mellékeliink abrat, mivel egyre csokken a
harmadolando szogek nagysagrendje, és igy mindegyik ujboli alkalmazas abrazolasa esetén
masik, nagyobb 1éptékii abrara lenne sziikség, ahol éppen csak az eljaras aktudlis alkalmazasa
latszik, amely minden esetben ugyanugy torténik.

Az |IEEE 754-es szabvany dupla pontossdgiinal nagyobb pontossadgu binaris lebegdpontos
szamformatumai a kiterjesztett (80 bites), a négyszeres (128 bites) és a nyolcszoros pontossagi
(256 bites) szdmformatumok, melyek 18, 34, ill. 71 tizedesjegynyi pontossagot (azaz 63, 112,
ill. 236 binaris jegynyi pontossagot) tesznek lehetévé. Mivel az 1-3. eljarasok egyszeri 0jboli
alkalmazasaval a szogharmadolads legalabb hiaromszor annyi tizedesjegyre lesz helyes, igy
P(1,4) =45, P(1,5) = 135, igy az 1. eljarast 4-szer alkalmazva, Osszesen L(1,4) = 37
szerkesztési 1épés soran elérjiik a 18, sot a 34 tizedesjegynyi pontossagot is, valamint 5-szor
alkalmazva, Osszesen L(1,5) = 48 szerkesztési 1épés soran elérjik a 71 tizedesjegynyi
pontossagot (az 1. eljarast érdemes valasztani, a harom eljaras koziil ennél lesz a legkisebb a
1épésszam, amikor a becsiilt pontossagok elérik a kivant szdmu tizedesjegynyit).

4. Szoftveres korlatok, GeoGebraval torténé abrazolhatésag

Mivel a GeoGebra numerikus szamitasokat végez el a pontok, egyenesek €s korok
abrazolasdhoz, ezért a til nagy és til kis 1éptéki ilyen tipust objektumokat nem lehet
megjeleniteni. Ugy tiinik, hogy csak 1077 és 10'5* kozotti nagysagrendii paraméterek
(koordinatak, sugarak) esetén tudja ezeket abrazolni a GeoGebra. Van, hogy az egyeneseket,
koroket abrazolja a GeoGebra, de a metszéspontjaikat nem, vagy nem jol dbrazolja (pl. korok
metszéspontjait csak 107> nagysagrendii sugartol, kér és egyenes, valamint két egyenes
metszéspontjait csak 1077 nagysagrendii paraméter értékektdl). Emogott az lehet, hogy tal kis
szamokkal kellene dolgoznia a szoftvernek a metszéspontok kiszdmitasdhoz.

Ezért a szerkesztések soran érdemes a nagyon kis kordket elkeriilni, helyettiik masik,
nagyobb koroket alkalmazni a szerkesztési lépések soran. Szerencsére ez daltalaban
megvalosithatd, esetleg néhany szerkesztési 1€péssel hosszabb lesz emiatt a szerkesztés.

A GeoGebra fokban megadott szogek esetén teljes pontossagot jelez mar 15-nél kevesebb
szdmjegynyi egyezeés esetén is: példaul a 3. eljarast kétszer alkalmazva, 12 tizedesjegynyi a
pontossag radianban szdmolva, de fokban mért sz6gnél mégis teljes pontossagot (0°fok eltérést)
jelez. Ennek oka, hogy a GeoGebra a szogeket fok formatumban torténd tarolaskor 180° foknak
a racionalis tortjeiként tartja nyilvan, amelynek sordn a 15 tizedesjegynyi pontossag helyett
csak kevesebbel dolgozik.
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A geometriai szerkesztések szebbé, atlathatobba tehetdk, ha bizonyos esetekben egész

egyenesek helyett csak szakaszokat, ¢s egész korok helyett csak koriveket abrazolunk. Van,
amikor érdemes korok sugarat is berajzolni megfelelé helyre, ha az 4abrazolas
egyértelmiiségéhez ez sziikséges.
Lehetdség szerint érdemes elkeriilni egyméshoz nagyon kozeli pontok, ill. nagyon révid
szakaszok szerkesztését, mert egy abraban egyszerre nem szemléltethetOk nagy és sok
nagysagrenddel kisebb tdvolsdgok egyarant. Ha mégsem lehet elkertilni ezt, akkor érdemes tobb
abrat késziteni a szerkesztésrdl, vagy annak bizonyos részleteirdl, kiilonbozé 1éptékekben, hogy
a kis részletek is jol latszodjanak.

5. Osszefoglalé

Meglepben kevés szerkesztési 1épés elégséges szogharmadolds 15 tizedesjegynyi
pontossagu szerkesztéséhez: 26 1€pés (ill. 32 vagy 41 1épés, ha derékszdgili vonalzd hasznalatat
nem engedélyezziik, €s tavolsag korzényilasba torténd felvételét és azzal a korzonyilassal
torténd, mar megszerkesztett kozépponti kor rajzolasat 1 vagy 2 szerkesztési lépésnek
vessziik), és mivel a szerkesztés pontossaganak megharomszorozasa aranylag kevés — tizenegy
— szerkesztési 1épéssel lehetséges, igy 34, ill. 71 tizedesjegynyi pontossagu szogharmadolas is
megvalosithatd viszonylag kevés (37, ill. 48) szerkesztési 1épéssel. De hiaba lehetséges a
geometriai  mennyiségeknek  (pontok  koordinatainak, tavolsdgoknak, szdgeknek,
korsugaraknak) valamilyenpontossdgii szoftveres megjelenitése, el6fordulhat, hogy a
szerkesztésekben el6forduld geometriai mennyiségek pontossaga kicsit kisebb nagysagrendii a
szoftveres lebegdpontosszamformatum pontossidganal, a koézbeesd szamitdsok esetlegesen
eltérd nagysagrendjei és ebbdl adodo szamitasi hibalehetéségek miatt. A szoftverrel elvégzett
szerkesztések megjelenithetdségéhez pedig sziikséges a nagyon kis sugar korok
szerkesztésének elkeriilése, amely megoldhatdo esetenkénti néhannyal tobb szerkesztési
1épésben.

Ko6szonetnyilvanitas.

Szeretném megkdszonni Németh Laszlonak, hogy errdl a témakdrrdl el6adhattam
Sopronban a Matematika Oktatasa és Kutatasa Szeminarium (MOKUS) 2019-es programjaban.
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