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Az altalanositott oktonidalgebrak egy uj felépitésérol
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OSSZEFOGLALO. Az 4ltalanos Cayley-Dickson-féle megkettézési eljardssal a valds
szdmok R testébdl kiindulva felépithetjilk az altalanositott komplex szdmok C_a
kommutativ és asszociativ algebrdjat. Ennek megkett6zésével nyerhetjiilk az
altalanositott kvaterniok H_af nem kommutativ, de asszociativ algebrajat. Innen
pedig ismételt megkettdzéssel adodik az altalanositott oktonidk O_ofy nem
kommutativ és nem is asszociativ algebrija.

Ko6zismert, hogy minden véges dimenzids asszociativ algebra izomorf a teljes
matrixalgebra egy alkalmas részalgebrajaval. Am az altalanos oktoniok O_afy
algebrija nem asszociativ, ezért nem reprezentidlhaté matrixokkal. E probléma
megoldasidra M. Zorn 1933-ban kidolgozta a split oktoniok reprezentacidjat vektor-
matrixok segitségével. Az eldadas utols6 részében ezt az eredményt altalanositva
teljesen altalanosan megadjuk az altalanositott oktonidk algebrijanak egy, a vektor-

sz 2z

ABSTRACT. In the paper with the use of generalized Cayley-Dickson process we
construct the commutative and associative algebras of generalized complex numbers
C_oa, the non commumative, but associative algebras of generalized quaternions
H_op and the non commutative, non associative algebras of generalized octonions
O_oapy.

Any finite dimensional associative algebra is algebrically isomorphic to a subalgebra
of a total matrix algebra, but the algebras of octonions O_afy is not associative. To
overcome this problem Zorn, M.A. defined vector-matrix representation for split
octonions algebra in 1933.

In the last section of the paper we construct the generalized vector-matrix
representation of generalized octonions O_ofy .

1. Bevezetés

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) fedezte fel 1843-ban a H valés kvaternidk 4-
dimenziés nem kommutativ, de asszociativ algebrajat (HAMILTON 1844,1847). Még ebben az
évben alkotta meg John Thomas Graves (1806-1870) az O val6s oktoniok 8-dimenzids nem
kommutativ és nem is asszociativ algebrajat. Eredményeit azonban nem publikalta, csupin
Hamiltonnal folytatott barati levelezésében irta le. Arthur Cayley (1821-1895) 1845-ben jutott
el szintén az oktonidkhoz és publikalta is az elliptikus fiiggvényekrdl irt dolgozatanak
fiiggelékében (CAYLEY 1889), ezért nevezik ezeket Cayley-féle szamoknak.

Leonard Eugene Dickson (1874-1954) 1912-ben értelmezte egy test feletti Hep
altalanositott kvaternidalgebra fogalmat, 1919-ben pedig megalkotta a neutrdlis elemes
algebrak késoébbiekben Cayley-Dickson-féle megkett6zési eljarasnak nevezett mddszerét.
Ennek felhaszndldsaval a Hamilton-féle kvaterniok H algebrdjidnak megkettdzésével épitette fe
a Cayley-féle szamok, a valds O oktoniok algebrajat (DICKSON 1912,1919).
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A Cayley-Dickson-féle megkettdzési eljarast Dickson tanitvidnya Abraham Adrien Albert
(1905-1972) altalanositotta (ALBERT 1942), ezzel lehetové valt a valds szamok R algebrajabol
kiindulva az éaltaldnositott komplex szamok C,, majd az dltalanositott kvaterniok Hgg
struktdrajanak egységes szemléletll targyaldsa. Ennek részletes magyarnyelvii bemutatasat
talalhatjuk példaul (PENTEK 2018) dolgozatéban.

Ebben a munkédban e megkezdett utat folytatva az éltaldnositott kvaternidalgebrék Hg
struktirajabol kiindulva felépitjiik az altalanositott oktoniok Q,p,, algebrajat. JOl ismert, hogy
minden véges dimenzids asszociativ algebra izomorf a megfeleléen valasztott teljes
matrixalgebra alkalmas részalgebrajaval. Mas szavakkal ez azt jelenti, hogy minden ilyen
matrix-reprezentaciéja, példaul (PENTEK 2018). Az éltaldnositott oktonik 04py algebrija
azonban nem asszociativ, igy e struktira matrixokkal nem reprezentalhatd.

Max August Zorn (1906-1993) 1933-ban megadta a split oktonidk algebrajanak vektor-
oktoniok O stuktdrdjanak vektor-matrix-reprezentacidjara is (EBBINGHAUS ET AL. 1991,
KATARAS — HALICI 2018). Dolgozatunk {6 eredményeként e mddszert altalanositva megadjuk

A most kovetkezO két fejezetben Osszefoglaljuk és kiegészitjilk azokat az altalanositott
komplex szamokra és az altalanositott kvaternidkra vonatkozd legfontosabb ismereteket
(PENTEK 2018), amelyek a dolgozat £ témajahoz, az altalanositott oktoniok felépitéséhez és
targyaldsahoz sziikségesek.

2. Az altalanositott komplex szamok
Jelolje {R, +, -} a valds szamok testét, 0 az 6sszeadas, 1 a szorzés neutrélis elemét, legyen

a € R egy rogzitett valds paraméter! Az R X R :={(aq,a;): ay, a; € R} direktszorzatban
értelmezziink miiveleteket a kovetkezé modon:

skalarral val6 szorzas: r - (ag,aq) :=(r-ayr-ay) (1)
Osszeadas: (ag,ay) + (by, by) := (ag + by, ay + by) 2)
SZ0rzas: (ag,ay) - (bo, by) :=(ag by —a-ay-by,ay by +ay - by) (3)

ahol r € R, (ay, a,), (by, b;) € R X R tetszbleges elemek.

Az R X R direktszorzat az (1), (2) és (3) miiveletekkel egy 2-dimenzidés kommutativ,
asszociativ és neutrélis elemes algebrat alkot az R test felett, amelyben a O¢ := (0,0) az
Osszeadas, 1¢ := (1,0) a szorzés neutrélis eleme. Ezen algebraban, mint R feletti 2-dimenzids
vektortérben az 1¢ := (1,0) és az i := (0,1) elempar alkot természetes bazist.

Az S :={(ay,0): ay € R} c R X R részalgebrat alkot az R X R algebraban és az f¢: R —
S,aq ~ (ay,0) egy algebra-izomorfizmus, igy pedig az f¢:R > R X R,a, = (ay,0) egy
bedgyazasi algebra-monomorfizmus.

A beagyazis eredményeként kapott struktirat C, szimbolummal jeloljikk és az
dltaldnositott komplex szdamok algebrajanak nevezziik. Specidlisan az ¢ = 1 estben a klasszikus
komplex szamok C algebrajahoz jutunk. Az &ltalanositott komplex szdmok tovabbi tipusait
emliti és targyalja (ROSENFELD 1997) miivében.

Az i =(0,1) € C, elemre teljesiil i? = —a és minden (aq,a;) € C, elem felirhat6
aog + aq - i alakban, amely elddllitast az Aaltalanositott komplex szdm algebrai alakjanak
neveziink.

A z=ay+a,-i €C, konjugdltjan az Z =ay— a1 € C, Aaltalanositott komplex
szamot, normdjan pedig a N(z):=z-Z=ZzZ-z=a%+a-a? € R valés szimot értjiik,
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az=ay+a, i,t =>by+ by i€C, elempar skaldris szorzatinak a (z,t):=ay by + a -
a, - b; € R val6s szamot nevezziik.

. C Ao a;

Az R test feletti MS(R) :={(_, o ay

alkotnak a masodrendii kvadratikus matrixok 4-dimenziés M, (R) teljes méatrixalgebrijaban.

) a
A ghiC— MER), agt+arim( o'y o

igy az altalanositott komplex szdmok C, algebrija reprezentidlhaté az M,(R) teljes
matrixalgebra My (R) részalgebrajaval.

): ay, a; € ]R} alakd matrixok egy részalgebrat

) leképezés egy algebra-izomorfizmus,

3. Az altalanositott kvaterniok

Az 4ltalanositott komplex szamok C, algebrdjabol kiindulva értelmezziink miiveleteket a
Cy X Cy :={(2¢,21): 2y, z; € C,} direktszorzatban a kovetkezé médon:

skalarral valo szorzés: v - (zg,z1) := (r " 2o, 7 " Z1) (1)
Osszeadas:  (zg,21) + (Wo,wy) 1= (2o + Wy, z; + wy) (2%)
SZorzas: (29,21) - (Wo,wy) := (29 "Wo — B =21 "Wy, 29" Wy + 21" Wg)  (31)

ahol B € R egy rogzitett valdés paraméter, tovabba r € R, (z,,2,), (W, wy) € C, X C,
tetszOlegesek.

A C, X C, direktszorzat az (1’), (2°) és (3’) miiveletekkel egy 4-dimenzidés nem
kommutativ, de asszociativ és neutrdlis elemes algebrat alkot az R test felett, amelyben Oy
:= (0¢, O¢) az 6sszeadas és 1y := (1¢, O¢) a szorzas neutralis eleme. Ezen algebraban, mint R
feletti 4-dimenzids vektortérben az 1y, (i,0c), j:=(0¢ 1¢c), (Oc i) elemnégyes egy
természetes bazist alkot.

A T :={(zy,0¢): zy € C,} c C, X C, részalgebrat alkot a C, X C, algebriban és az
fu:Cq = T, 2y = (20, 0c) leképezés egy algebra-izomorfizmus, igy pedig az fi: C, = C, X
Cyr zg » (24, 0¢) egy bedgyazasi algebra-monomorfizmus.

A beédgyazds eredményeként kapott struktirit a Hg,p szimbolummal jeldljik és az
dltaldnositott kvaterniok algebrajanak nevezziik. Specidlisan, ha @ = f§ = 1, akkor a klasszikus
Hamilton-féle kvaterniok H algebrajat nyerjiik. Az altalanositott kvaternidk tovabbi tipusait
emliti (JAFARI — YAYLI 2015) és targyalja is (ROSENFELD 1997) miivében.

A j = (0¢ 1¢) € Hyp elemre teljesiil j2 = —f és minden q = (2o,2;) € Hgp felirhat6
q = Zg + z; - j alakban, amely el6allitdst az A4ltalanositott kvaternid komplex algebrai
alakjanak nevezziik.

Hazo=ap+a, i,z =a,+a3 i €Cyésq=2y+ 2 j€ Hyp, akkor a g kvaterni6
felirhatba q = ag + a4 - i + a, - j + a3 - k alakban, amelyet a q elem valos algebrai alakjanak
hivjuk, az 1,i,j,k:=1i-j € Hyp elemeket pedig dltaldnositott kvaternidegységeknek
nevezziik.

Az altalanositott kvaternidegységek Cayley-féle szorzasi tablazata:

1 i j k
1 1 i j k
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-
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Hazy, =ag+a;-i,z1 =a,+az i €Cqy,akkoraq =z, + z; - j € Hyp konjugdltjan a
qi=2Zg— 21 j=ap—a; i—ay j—az -k €Hy, “4)

normdjan pedig az
N@):=q-§=q-q=af+a-aif+f-a+a f a3 €R (57

elemet értjik. A qgo=apo+ay-i+ay-j+as-k, g =by+by-i+by-j+bs-k€Hgy
elempar skaléris szorzatanak a

(qo,q1)i=ag byg+a-ay, by +f-a, b, +a-f-az-bz ER (6°)

val6s szamot nevezziik.
Ag=ap+a;-i+a, j+as-k€Hyg éltalinositott kvaternid valds részén (skaldr
rész) az

S(@)i=ap €R (7)
valos szamot, képzetes részén (vektor rész) a
Vi@Q):=a,-i+a, j+tas-k€ER? (8”)

vektort értjiik.
Ha go=a,-i+ay-j+as-k, q=by-i+by-j+bs-k€Hyp két tiszta képzetes
altalanositott kvaternid, akkor szorzatuk

Qo q1=—(a-a;-by+f-a; b, +a-f-azb3)+
+[(az-b3—az-by)-p-i+(az-by—ay;-b3)-a-j+(a; b, —a,-by) ki

lesz. Ez alapjan e két tiszta képzetes kvaternié skaldris szorzatin a (6’) Osszefiiggéssel
Osszhangban a

qoeqi=a-ay by +p-a; by+a-p-az-bzER 9")
skalart, vektoridlis szorzatan pedig a

QOqu::(512'173_a3'bz)'ﬁ'i‘*‘(513'b1_511'173)'05']"*‘(al'bz_az'b1)ke]R3
(10)

vektort értjiik. Ekkor e kvaternidkra a qy - q; = —(qo © q1) + (qo X q1) Osszefiiggés teljesiil.

A tiszta képzetes 4ltaldnositott kvaternidk a skalérral vald szorzdssal és az 6sszeadassal R3
vektorteret, tovabba a (9°) skalaris szorzassal az Egﬁ (R) szimbolummal jelolt altalanositott
euklideszi vektorteret alkotnak az R test felett.

Qo aq a as
celetti M® —aa; Qg —aa; a, ke
Az R feletti M, (R):= —Ba, PBa; a —a; | % 010203 € R, alakd

—afa; —Pfa, aa; Qo
matrixok egy részalgebrit alkotnak a negyedrendii kvadratikus métrixok 16-dimenziés M, (R)
teljes matrixalgebrijaban.
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Qo aq a as
—aa; a —aaz a
H. H . . _ 1 Qo 3 Az
A ghHeg > My(R), ag+a,-itay-jtaz-ke —Ba, Bas ay -a
—afa; —fa, @Ay Qg
leképezés egy algebra-izomorfizmus, igy az altalanositott kvaterniok Hyp algebraja
reprezentilhat6 az M, (R) teljes matrixalgebra M (R) részalgebrajaval.

4. Az altalanositott oktoniok

Az éltalanositott kvaterniok H,g algebrdbol kiindulva értelmezziink muveleteket a H g X
Hgp := {(qo, q1): 90,91 € ]I-]Iaﬁ} direktszorzatban a kovetkezd médon:

skalarral val6 szorzas: - (qo, q1) := (r * qo, 7 * q1) (1)

Osszeadas: (po, p1) + (4o, 41) = (o + 4o, P1 + q1) 27)

szorzas: (Po,01) * (90, q1) = @0 qo =V " @1 " PLP1 o + 41 Po)  (37)
ahol y € R egy rogzitett valds paraméter, valamint r € R, (po, 1), (qo,q1) € Hgp X Hyp

tetszOlegesek.
Hosszadalmas, bar nem til nehéz szamitasokkal bizonyithat6 a kovetkezd

1.Tétel. A H,p X Hgp direktszorzat az (1°7), (2°7) €s (3°’) miiveletekkel egy 8-dimenzids nem

kommutativ, nem asszociativ, de neutrdlis elemes algebrat alkot az R test felett, amelyben
0g := (O, O) az 6sszeadés, 1¢ := (1y, Op) a szorzés neutralis eleme. Ezen algebranak, mint
8-dimenzids vektortérnek természetes bazisa az 1o, (i, 0x), (G, Ogp), (k, Opp),
E := (Og, 1g), (Og, 0), (Ogg, 7)), (Ogg, k) elemrendszer.

2. Tétel. Az U:= {(qo, Om): qo € ]HIaﬁ} C Hgp X Hgp részalgebrat alkot a Mgz X Hgp
algebrdban, mivel zirt az (1°°), (2°°) és a (3’’) miveletekre nézve. Az fo:Hgp = U, qo -
(qo, Om) leképzés egy algebra-izomorfizmus, ezért az fo: Hyp = Hep X Hyg, qo = (qo, On)
egy bedgyazasi algebra-monomorfizmus.

A bedgyazas eredményeként kapott struktirat Qgp, szimbolummal jeloljik €s az
dltaldnositott oktoniok algebrajanak nevezziik. Specidlisan, ha a = f =y =1, akkor a
klasszikus Cayley-féle oktoniok O algebrajat nyerjilk.Az 4altalanositott oktonidk tovabbi
tipusait emliti és targyalja (ROSENFELD 1997) miivében.

3. Tétel. Az E = (O, 1) € Qgp, elemre teljesiilnek a kovetkezo osszefiiggések:
(a) E? = —y
(b) barmely q; € Hp esetén (0y,q1) = q; - E
(c) minden (qo, 1) € Qgp, elem felirhaté qo + q, * E alakban.

A (c) pontban szerepld eldallitast az altalanositott oktonié kvaternio-algebrai alakjanak
nevezziik, a vele torténd szamolas szabdlyait tartalmazza a kovetkezd

4. Tétel. Har € R,pg + p1 " E,qo + q1 - E € Qgp,,, akkor
(a) skalarral val6 szorzds: 1-(qo+q1"E)=((-qy)+ (r-q.)"E,
(b) osszeadds:  (po+p1-E)+(qo+q1-E) = (0o +q0) + (1 +q1) " E,
(c) szorzas: (po +p1-E) " (qo+q1-E) = (0o~ qo =V 1 P1) + (1o + 1" Po) " E.
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A poi=0y,p1:=1y,q0:=q,q1 := 0y értékadassal a fenti tétel (c) pontja alapjin
érvényes az

5. Kovetkezmény. Birmely q € Hz esetén teljesil: E-q =q - E .

Megjegyzés. Specidlisan ezért igazak az E-i=—i-EE-j=—j-E,E-k=—k-E
Osszefliggések.

6. Tétel. Ha f € R,i € Cy, E € Qypy, akkor (f - 1) -E = f - (i+E).
(a) Hag € R,j € Hgp, E € Qgpy, akkor (g j)-E=g- (- E).
(b) Hah € R,k € Hyp, E € Qypy, akkor (h- k) - E = h- (k- E).
A 3. tétel és a 6. lemma alapjan konnyen adodik a

7.Tétel. Haqy =ap+a,-i+a,-j+as-k,q=a,+as-i+ag j+a; k€ Hgp, akkor
a qo + q1 - E oktoni6 felithaté az ag+a,-i+ay, j+as-k+a, E+as(i-E)+ag-(-
E) + a, - (k - E) alakban.

Vezessiik be a kovetkezo egyszeriisitd jeloléseket! Legyen a tovabbiakban
ep:=1Lle :=1l,e,:=j,e3:=k,ep:=E,es:=i-E,eq:=j E,e;:=k-E,

amely azonos az oktonioknak e fejezet elején az 1. tétel végén emlitett természetes bazisaval.
Ekkor a 7. tétel llitdsa szerint minden oktonid felirhat6

-

a; - e;
=0

formaban. Ezt az eldallitdst az altalanositott oktonié valds algebrai alakjanak, az ezen
elballitasban szerepld {e;}7_, elemeket dltaldnositott oktonidegységeknek nevezziik.
Az Qg4p, algebrdban a szorzas disztributiv az Osszeadéasra nézve, igy a szorzds miiveletét

egyértelmiien meghatarozza az 4ltalanositott oktonidegységek Cayley-féle szorzotablaja. A 6.
lemma folytatdsaként egyszeri direkt szamoléassal igazolhaté (EBBINGHAUS ET AL. 1991)
nyoman a kovetkezd

8. Tétel. Tetszéleges u,v € Hyp és e, = E = (O, 1) € Qyp, esetén érvényesek a
kovetkezd azonossiagok:

@ (u+0-e) (v+0-e,) =u-v,

b)) (u+0-e)  (0+v-e) =u-(vre) =W-u)- e,

© (0O+u-e) (W+0-e) =(u-ey) v=_(~u-v) e,

(d) (0+u-e) (0+v-e)=u-e) (v-e,) =eZ (v-u).

Megjegyzés: Az (a) rész alapjan lathatd, hogy az olyan oktoniokkal, amelyek ,.képzetes
része” 0, ugy kell szamolni, mint a kozonséges altalanositott kvaterniokkal.
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9. Tétel. Az altalanositott oktonidegységek Cayley-féle szorzotidblajanak belso tartomanya:

€o € e, €3 €4 s €g ey
6’1 —0{6’0 33 _aez 65 —0{6’4 —67 0(6’6
e, —eé3 —Peg pei €g ey —pe, —pes
es ae, —Pe; | —afe €y —Qég Bes —afe,
€y —€5 —€g —éy —Yéo Yér Yez V€3
€s ae, —€7 aéq —Yeéi | —yaeéy | —Yyes yae,;
€e ey fes —Pes —ve: Yeés —YBey | —vBey
ey —Qég Pes afe, —Ye; | —yaey | yBes | —yafe,

Bizonyitas. A miveleti tablazat bal felsé 4 X 4-es parcelldja a 8. tétel (a) része szerint azonos
a Hyp éltalanositott kvaterniok egységeinek szorzotablajaval. A miiveleti tablazat jobb felsd
4 X 4-es parcelldja a 8. tétel (b) részének felhasznaldsaval egyszerli kozvetlen szdmolassal
igazolhaté. A miiveleti tablazat bal als6 4 X 4-es parcelldja a 8. tétel (c) része alkalmazisaval
szamolhat6 ki. Végiil pedig a miiveleti tablazat jobb als6 4 X 4-es parcelldja a 8. tétel (d) része
felhasznalasaval lathato be. o

A 4. tétel, az oktonidk valos algebrai alakja, a 9. tétel miiveleti tablazata felhasznalasaval
érvényesek a kovetkez6 szdmolasi szabalyok az oktonidk kozott, igaz ugyanis a kovetkezd

10. Tétel. Har € R, 00 :=Y]_ga; " e;,0; := X]_ob; - ¢; € Oppy, akkor
(a) skalarral val6 szorzas: 7+ (X7 o a; - €;) = Xi—o(r-a;) - e;,
(b) dsszeadds: 09 + 01 = X/ _oa; e+ Xi_obi-e; =X _o(a; + b)) - e,
(c) szorzds: 09+ 01 = (X]ooa;-e) " (X]=obj - €) = X7 j=0(a; " bj) - (e ¢;) =
= (apby — aaiby — fayb, — afazb; —yasb, — yaasbs — yBaghs — yafasb;) - eq +
+(aghy + a1by + Bayb; — fazb, + yashs — yasb, — yBagh; + yBasbe) - eq +
+(agh, — aa,bs + ayby + aaszb, + yasbe + yaash; — yagh, — yaa;bs) - e, +
+(aghs + a;b, — azby + azby + yash; — yasbg + yaghs — yazby) - e3 +
+(aghy — aabs — Ba,bg — afasb; + ayby + aash; + Bagh, + afa;bs) e, +
+(aobs + a;by — fayb; + Bazbs — asby + asby — faghs + fasby) - es +
+(agbg + aa,b; + ayb, — aazbs — ayb, + aasbs + aghy — aa;by) - eg +
+(agh; — a;bg + aybs + asb, — ayb; — asb, + agh, + a;by) - e, .

s 202

altaldnositva a (KARATAS — HALICI 2018) dolgozatban a Cayley-féle szamok O algebrija
reprezentacids tételét.

A y € R paraméterrel konstrualjuk meg a 2. fejezetben bemutatott médon az altalanositott
komplex szamok C, algebrgjat! A tetszleges o := I ,a; e € Q4p, Adltalanositott
oktoniohoz rendeljiik hozza azt a C, elemeibdl felépiild

A A
A= ( 11 12)
Ay Ay

alakud hipermaétrixot, ahol
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All :=a0+a4'i,A22:= aO_a4'i E(Cy,
A12 = (_a1+a5'i,_a2+a6'i,_a3+a7'i) E(C3,
A21 = (a1+a5'i,a2+a6'i,a3+a7'i) E(C)?;

Lathat6 a konstrukcid szerint, hogy A,, az A;; konjugaltja, A,; komponensei pedig rendre
az A,, megfelel6 komponenseinek negativ konjugéltjai.
A C, elemeibdl felépiild €s e feltételeknek eleget tevd hipermatrixokat dlraldnositott Zorn-

féle vektor-mdtrixoknak nevezziik és ezek halmazat az M? ((Cy) szimbolummal jeloljiik.
Az Aaltalanositott Zorn-féle vektor-matrixok halmaziban miiveleteket értelmezhetiink a
kovetkez6é modon:
Aqq A12> . <7” "App T A12) 1)
Ayy Ay r-Ay 1-A)
Aqq A12) + <B11 B12> . <A11 +By1 A+ B12) @)
Az1+ Byy Ay +Byy)

skalarral valo szorzas: r-A =1 - (

Osszeadas: A + B = (

4 A21A Az 3 BZé B3,
szorzas: A * B = ( 11 12) * ( 1 12) =
Az Ay By1 By
< A1y "By + Aqz 0By Aq1 " Biy + Bypt Ay — Apg X 321) (37
Bi1+Az1 + Ay - By + Agz X Byy Azy - Byy + Ayqp 0 By

Lathatd, hogy az r € R skalarral vald szorzéist és az Osszeadast természetes mddon
komponensenként értelmeztiik, a szorzds emlékeztet némileg a matrixok klasszikus szorzasara,

de itt o és X a C, rendezett elemharmasaibol képzett Egﬁ ((Cy) struktdra (9’) és (10°)
Osszefliggésekkel analog C,, felett definiélt skalaris, illetve vektoridlis szorzéasa.

Nem til nehéz, de nagy figyelmet igénylo €s hosszadalmas szdmitassal belathato, hogy ha
reR,ABE MZ((CV), akkorr-A, A+ BésA*B € MZ((CV), vagyis az altalanositott Zorn-
féle vektor-matrixok halmaza zart mindharom miiveletre nézve, igy M? ((Cy) algebrai struktirat

alkot e muveletekkel.
Tekintsiitk most mar az

F:Qqpy — MZ((CV)’
7

ap+a, i (—ay+as-i,—a,+ag-i,—az+a; i)
]Z;aj.ejH((a1+a5-i,a2+a6-i,a3+a7.i) Ag — Ay " 1 )
leképezést! Mivel F~1lis leképezés, igy F maga bijektiv. Hosszadalmas direkt szamitéssal
igazolhat6, hogy az F egy miivelettartd leképezés is, azaz érvényes az

(a) homogén: F(r-o) =r-F(o),

(b) additiv: F(o; + 0,) = F(0,) + F(0,),

(¢) multiplikativ: F (o, - 0,) = F(01) * F(05),
har € R, 0,04, 0, € Qgyp, tetszOleges elemek.

Ezért érvényes a dolgozat legfontosabb eredményét 6sszegz6 kovetkezd

3. Tétel. A fentickben definidlt F: Q4p, — M% ((Cy) leképezés egy izomorfizmus, igy az
altalanositott Zorn-féle vektor-matrixok algebraja az altalanositott oktonidk algebrdjanak egy
reprezenticidja.
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5. Osszefoglalas

Az Altalanositott Cayley-Dickson-féle megkett6zési eljaras felhasznilasaval a valds
szamok R testébdl kiindulva megkonstrudljuk az altaldnositott komplex szamok C,
kommutativ és asszociativ algebrdjat. E struktdra djabb megkettézésével nyerhetjiik az
dltalanositott kvaterniok H,z nem kommutativ, de asszociativ algebrgjit. Végiil e struktira
ismételt megkett6zésével kaphatjuk meg az dltalanositott oktoniok @z, nem kommutativ €s
nem is asszociativ algebrijat.

Tudjuk, hogy minden véges dimenzids asszociativ algebra izomorf a teljes métrixalgebra
egy alkalmas részalgebrajaval, am az altalanositott oktoniok algebraja nem asszociativ, s igy
nem reprezentalhatd métrixokkal. E probléma megoldasara dolgozta ki Zorn, M.A. 1933-ban a
split oktonidk vektor-matrix reprezentacigjat. Eljarasit 4ltalanositva a dolgozat f0
eredményeként megadhatjuk az Qg4p, algebra Adltalanositott vektor-matrixokkal torténd
reprezentacigjat.

Koszonetnyilvanitas

A szerz0 halas és dszinte koszonetét fejezi ki Prof. Dr. Nagy Péter Tibor egyetemi tanarnak
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