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OSSZEFOGLALO. Sok tudoményteriileten fordulnak elé olyan problémak, amelyek
megoldasdhoz differencidlegyenletek hasznalata sziikséges. Ennek szemléltetése
nem egyszeri, mivel hallgatoink csupan egy-két differencialegyenlet-tipusrol
tanulnak, csak a legfontosabb integralasi modszereket ismerik, és legtobbszor a
differencialegyenletek felirasdhoz nélkiilozhetetlen fizikai, kémiai, stb. ismeretekkel
sem rendelkeznek. Az itt Osszegylijtott egyszeri modellek ravilagitanak a
differencialegyenletek alkalmazasanak modjara és sziikségességére.

ABSTRACT. These simple practical models highlights the practical application of
differential equations. To solve these math problems, students need only a little
background knowledge. By these exercises students can see that differential
equations are essential in different sciences.

1. Bevezetés

A természettudomanyokban, gazdasdgtudomanyokban, és még sok mas teriileten gyakran
fordulnak eld olyan problémak, amelyekkel kapcsolatban a valtozas és annak iiteme keriil a
vizsgalat kozéppontjaba, azaz differencidlegyenlettel oldhatok meg. Napjainkban az agrar-
miiszaki felsdoktatasban, illetve a miiszaki felsdoktatas nem klasszikus (pl. faipari mérndok,
mechatronikai mérndk, stb.) szakjain BSc képzésben legtobb intézményben a matematika
oraszamok csokkenése tapasztalhatdo. Emiatt egyre kevesebb id6 jut a differencidlszdmitas,
integralszamitas ¢és differencidlegyenletek témakorére. Az integralasi modszerek koziil csak a
fontosabbakat tanitjuk, és a differencialegyenletek témakorét is csak érintélegesen, csupan egy-
két tipus erejéig targyaljuk. Az itt bemutatasra keriild viszonylag egyszerli feladatok
differencidlegyenlettel torténd megoldasa hallgatdink matematikai ismereteivel is lehetséges.
A sziikséges fizikai, kémiai, ¢és egyéb ismereteket a feladatok szovegében roviden
Osszefoglaltuk. A folyamatot leir6 differencidlegyenlet a példaban adott, csupan annak
értelmezése €s megoldasa, valamint az esetleges tovabbi kérdések megvalaszolésa a feladat. Az
itt 6sszegytijtott modellek segitségével ravilagithatunk a differencialegyenletek alkalmazasara,
hasznalatuk sziikségességére. A feladatokban szerepld ismeretlen fliggvények kiillonbozo
jelolései (pl.: v(t),p(z), T(t), stb.) segithetik a hallgatokat abban, hogy ne csak a szokasos
y(x) alakban legyenek képesek a differencialegyenleteket megoldani, hanem a tudas
elsajatitasanak egy magasabb szintjére 1épjenek.
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2. Elsorendii, szétvalaszthatdo  valtozoju  differencialegyenlettel
megoldhato feladatok

1. Egy 30% kezddésebességgel magdra hagyott motorcsénak sebessége az induldstol
szdmitott 30 mdsodperc idépillanatban 15 % Jeloljiik v(t)-vel a motorcsénak sebesség-idd

fiiggvényét. A test sebessége minden idépillanatban a pillanatnyi sebesség négyzetével
ardnyosan csékken: —v'(t) = k-v%(t) , ahol k(€ R) ardnyossdgi tényezé, neve
kézegellendlldsi egylitthatd. Mekkora lesz a csénak sebessége az induldstdl szamitott 60
mdsodperc mulva?

Megoldas.
A feladatban adott differencialegyenletb6l indulunk ki, amely szétvalaszthato valtozoju:

() _
v2(t)

{0)
f—;’z(t) dt = [ kdt,

1
%—kt+C,

v(t)=—, kCER.

A kapott fliggvényben 1év6 két szabadon valaszthatd paraméter (k és C) értékét a kezdeti
feltételekkel hatarozzuk meg. Adott volt, hogy a test sebessége a t = 0 s iddpillanatban 30 %,

¢és t = 30 s iddpillanatban pedig 15 %:

v(0) = 30,
v(30) = 15.

Ezeket behelyettesitve az altaldnos megoldasba az

1
— =30
k-0+C

1 =15
k-304+C

egyenletrendszert kapjuk. Az elsd egyenletbdl C = %, ezt beirva a masodikba k = Wlo adodik.
Tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas:

900
v(t) = t+30’

amelybdl kiszamoljuk a csonak sebességét az indulastol szamitott 60 masodperc elteltével:

v(60) =22 = 10 (%) .
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2. Egy vy = 100 % kezddsebességgel fiiggblegesen felfelé kilott rakéta sebesség-id6

fiiggvényét jeloljiik v(t)-vel. A sebesség csékkenését minden idépillanatban a rakétdra lefelé
haté gravitdciés gyorsulds (g = 10 sz), illetve a kozegellendllds okozza, ez utébbi a rakéta

pillanatnyi sebességének négyzetével egyenesen ardnyos, azaz: —v'(t) = g + k- v2(t),
ahol a k(€ R) ardnyossdgi tényezd neve kézegellendlldsi egylitthatd. (Feltessziik, hogy a
rakéta mozgdsat akaddlyozo légellendllds dllandd.) A pdlya legmagasabb pontjdn a rakéta
sebessége 0 % Hatdrozzuk meg a v(t) fiiggvényt és azt a T idbpillanatot, amikor a rakéta

eléri pdlydjanak lemagasabb pontjat!

Megoldas.
A differencidlegyenlet valtozoit szétvalasztjuk és az integralast elvégezziik:

viI(t)
— =
1 +E‘U2 )

—10,

[—2O g =—[10dt,

1+<\/1:kov(t)>
arctg <J§v(t)> = \g(—lOt +C), CeR.

A \/%' C = C, (C, € R) 4j konstanst bevezetve

arctg (&v(t)) = —V10k -t + (5,
ebbdl a kovetkez6 sebesség-1d6 fiiggvényt kapjuk:
v(t) = \ﬁ—" tg(C; —V10k-t), k,C, ER.

Adott a feladatban, hogy a rakéta sebessége a t = 0 masodperc idépillanatban 100 %, illetve a

keresett T idOpillanatban a sebessége 0 % Ezeket visszairjuk az altalanos megoldasba:

N

10
\/;- tg(C, —V10k - 0) = 100

/10
- tg(C, —V10k-T) =0
J

Az els6 egyenletbdl: C, = arc tg (\/ 1000k), a masodikbol: T = \/% . Behelyettesitve C,-t a

T kifejezésébe:
arc tg (V1000k)

r= V10k !
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ahol k(€ R) a kozegellenallasi egyiitthato.

3. Minden vizcsepp a felszinével ardnyos sebességgel pdrolog el. Egy kézelitéleg gomb
alaku vizcsepp dtmérdje kezdetben 3 mm, 20 mdsodperc miilva pedig 1 mm. Jel6ljiik d(t)-
vel a vizcsepp dtmérdjét az ido fiiggvényében. Az atmérd csokkenésének sebessége tehdt
ardnyos a gomb felszinével, emiatt az dtméré néqyzetével is, azaz: —d'(t) = A - d?(t), ahol
A € R ardnyossdgi tényezd. Mekkora lesz a vizcsepp dtméréje 50 mdsodperc elteltével?

Megoldas.
A feladatban adott differencidlegyenletbdl indulunk ki, amely szétvalaszthatd valtozoju.
Megoldasanak menete hasonl6 az el6z6 feladatban leirtakhoz, igy nem részletezziik:

_ dr(t) _
az(t) 4,

d(t)=——, ACER

Az A és C konstansok értékeit a kezdeti feltételekbdl meghatarozzuk. A vizcsepp atmérdje a
t = 0 s id6pillanatban 3 mm, t = 20 s esetén pedig 1 mm, azaz: d(0) =3, d(20) =1.
Ezeket visszairva az altalanos megoldésba egy egyenletrendszert kapunk, melynek megoldasa

A= 31—0 ésC = é A kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas tehat:

1 30
d(t) == X
%t+§ t+10

Ebbdl kiszamoljuk a vizcsepp atmérdjét 50 masodperc mulva:

d(50) = % = 0,5 (mm) .

4. Egy radioaktiv anyag bomldsdt vizsgdljuk. A bomldsi folyamat kezdetekor 100 db
radioaktiv atom volt, az anyag felezési ideje 1 perc. Hiny darab sugdrzo atom lesz a bomldsi
folyamat kezdetétdl szamitott mdsfél perc mulva? Jel6ljiik N (t)-vel a sugdrzo (még nem el
nem bomlott) atomok szdmdt. Radioaktiv bomlds sordn a radioaktiv atomok szdmdnak
csokkenési sebessége minden idépillanatban ardnyos a még el nem bomlott atomok
szdmdval: N'(t) = —A - N(t), ahol A € R ardnyossdgi tényezo.

Megoldas.
A feladatban adott differencialegyenlet szétvalaszthaté valtozoju:
N'®
Wdt = f Adt,
In|N(t)| = -At + C, C eER,

|N(t)| — e—At+C,

N(t) = +efe ¢,

A t+e® = ¢, (C, € R) 0j konstanst bevezetve a kovetkezd megoldas adodik:
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N(t) = Cze_At, CZ € R.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa két szabadon valaszthatdé paramétert (A és C,)
tartalmaz. Ezek értékeit a feladat szovegében 1évo kezdeti feltételek segitségével hatarozzuk
meg:

N(0) =100,

illetve a vizsgalt anyag felezési ideje 1 perc, azaz 60 masodperc:
N(60) =50.

A kezdeti feltételeket behelyettesitve az altalanos megoldasba a

Cre~A0 = 100}
Cze_A.60 = 50

egyenletrendszert kapjuk. Az elsé egyenletb6l C, = 100, ezt visszairva a masodikba, ¢és

kifejezve a masik konstanst:
In2

A=—.
60

Tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas

in2

N(t) = 100e s ",

Ebbdl kiszamitjuk a radioaktiv atommagok szdmat a bomlasi folyamat kezdetétdl szamitott
masfél perc, azaz 90 masodperc mulva:

n2
_nz g

N(90) = 100e e *° ~ 35 (db).

5. A légnyomds a magassdg névekedésével csékken. Jel6ljiik p(z)-vel a légnyomds-
magassdg fiiggvényt. Nagy magassdgkiilénbségek estén a légnyomds magassdgtél valo
fiiggését a p'(z) = —Ap(z) differencidlegyenlet irja le (ahol A € R), azonos hémérsékletii
légoszlopot feltételezve. (A Féld légkérének homérséklete kb. 11 km magassdgig
kilométerenként kb. 6,5°C —kal csokken, igy a homérsékletet tekinthetjiik dllandénak.)
Tudjuk, hogy a légnyomads tengerszinten dtlagosan 1013 hPa, illetve tengerszint felett 300
méteres magassdgban dtlagosan 977 hPa. Hatdrozzuk meg a légnyomds értékét a
tengerszint felett 1000 méteres magassdgban!

Megoldas.
A feladatban adott szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenlet megoldasanak menete
hasonl6 az el6z0 feladatban leirtakhoz, igy nem részletezziik:

@ . _
o dz = [ —Adz,

p(z) =Ce ™%, C€eR.
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A differencidlegyenlet megoldasaul kapott p(z) fliggvény neve barometrikus
magassagformula. A kezdeti feltételek szerint p(0) = 1013, és p(300) =977, ezeket
behelyettesitve az altalanos megoldasba az

Ce 40 = 1013}

Ce~4300 = 977
egyenletrendszert kapjuk. Az els6 egyenletbdl C = 1013, ezt visszairva a masodikba ¢s a
masik konstanst kifejezve:

1 977

A=——In—:.
300 1013

Tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas:

V4 977

p(z) = 1013300 1013,

Ennek segitségével kiszamitjuk az 1000 méter magassagban 1évo légnyomas értékét:

00

1000, 977
p(1000) = 1013e7300 1013 ~ 886,37 (hPa).

Megjegyzés:

A légnyomas értékének becslésekor a Fold felszinének kozelében 100 méterenként kozelitdleg
1,2 kPa légnyomas csOkkenéssel szoktak szdmolni. Esetiinkben ez a becslés p(1000) =
1013 — 120 = 893 (hPa) eredményt adott volna.

6. Egy henger alaku tartdlyban 1,44 m magassdgig viz dll. A tartdly aljdn egy kér alakt
lefolydnyilds van dugdval bezdrva. Kihtizzuk a dugét. Jeléljiik h(t)-vel a tartdlyban 1évé
vizoszlop magassdg-idé fiiggvényét. A vizoszlop magassdga minden iddpillanatban a
pillanatnyi magassdg négyzetgyikével ardnyosan csokken, azaz: —h'(t) = A - \/h( t), ahol
A € R ardnyossdgi tényezo. A dugé kihuizasatol szamitott 1 perc mulva a viz magassdaga
1 m. Mennyi idé alatt tirtil ki a tartdly?

Megoldas.
A differencialegyenlet valtozoit szétvalasztjuk, az integralast elvégezziik és az egyenletet h(t)-
re rendezziik:

'@ _

A,
Jh(®

K@ ..
fmdt—f Adt,

2,/h(t) = —At +C;, A,C, €R,

h(t) = (—gt +%)2 = i(c1 — A2

A Kkezdeti feltételek szerint h(0) = 1,44, és h(1) = 1 (az id6t percben mérjiik, a magassagot
méterben). A megoldas utolsod, explicit alakjaban szereplé négyzetre emelés a konstansok
meghatarozasat kicsit bonyolitja. (Az els6 kezdeti feltételt ebbe visszairva C; = 12,4, a két C;
érték mindegyikéhez A-ra szintén két-két eredményt kapunk. Természetesen késobb kidertil,
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hogy melyek azok a konstans értékek, amelyek nem tesznek eleget a kovetelményeknek.)
Ehelyett egyszeriibben meg tudjuk hatarozni a konstansokat a levezetés utolsé elotti sorabol,
vagyis a differencidlegyenlet altalanos megoldasanak implicit alakjabol:

2 1,44=—A-0+Cl}
2Vi=-4-1+¢

Az els6é egyenletbdl C; = 2,4, ezt visszairva a masodikba az A = 0,4 eredmény adddik. A
konstansokat behelyettesitve az altalanos megoldas explicit alakjaba a kovetkez6 partikularis
megoldast kapjuk:

hy(6) =5 (24 — 0,46)% = (1,2 — 0,20)?.
Ebbdl meg tudjuk hatdrozni, hogy mennyi id6 alatt iiriil ki a tartaly:

0= (1,2-0,2t)?,

t = 6 (perc).

7. Lekvdrfézéskor egy tiveg lekvar hémérséklete 20°C-os kérnyezetben 10 perc alatt hiil
le 100°C-rél 80°C-ra. Hatdrozzuk meg a test h6mérsékletét a vizsgdlat kezdetétdl szamitott
30 perc miulva. Mikor lesz a test hémérséklete 40°C -os? Jeléljiik T(t) -vel a lekvdr
hémérséklet-idé fliggvényét. A Newton-féle htilési térvény szerint egy test hdmérsékletének
vdltozdsa egyenesen ardnyos a test és a kornyezet homérsékletének kiilénbségével, azaz:
T'(t) = —A(T(t) — Ty), ahol A € R* ardnyossdgi tényezd a test anyagdra és alakjdra
jellemzd pozitiv dllandé, Ty, pedig a kdrnyezet hdmérséklete.

Megoldas.
A feladatban adott differencialegyenletbdl indulunk ki, amely szétvalaszthat6 valtozgju:
'O
TO-T
[LO_g¢ = [—ade
T()-Tk ’

In|T(t) —T,|=—-At+C, CE€eR,
IT(t) — Te| = e A*C,
T(t) — Ty = +e e,
A +e¢ = C, (C, € R) konstanst bevezetve:
T(t)=Ce ™™ +T,, A€R',C,ER.

Az egyenletbe behelyettesitjiik a T, = 20 értéket, vagyis a kornyezet feladatban adott
homérsekletét. A fiiggvényben 1év0 két szabadon valaszthatd paraméter (A és C,) értékét a
feladat altal megadott kezdeti feltételek (T (0) = 100, T(10) = 80) altalanos megoldasba
torténd behelyettesitésével kapjuk meg:
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100 = C,e*° + 20
80 = C,e 410 + 20

Az els6 egyenletbdl C, = 80, ezt visszairva a masodikba:
A=——In>,
10 4

A kezdeti feltételeknek megfeleld konstansok értékeit behelyettesitjiik az altalanos megoldasba,
igy megkapjuk a partikularis megoldast, amely megadja a lekvar hémérsékletét az i1do
fliggvényében:

t 3
T(t) = 80ew™s + 20.

Ebbdl kiszamitjuk, hogy hany fokos lesz a lekvar hdmérséklete 30 perc mulva:

30, 3
T(30) = 80e10™s + 20 = 53,75°,

illetve azt is, hogy mikor lesz a lekvar hdmérséklete 40°C-0s:

L3
80e10 s + 20 = 40,

L
e10 4 = Z’

>
t=10- —l";* ~ 48,19 (perc).

3

4

Megjegyzés:
A tlimT(t) hatarértéket vizsgalva lathat6, hogy a lekvar id6vel felveszi a kornyezet

hémeérsékletét, azaz a fliggvény eleget tesz annak, amit a fizikai ismereteink alapjan varunk:

t. 3
lim <80eﬁ“‘z + 20) = lim (80e09%% 4 20) = 20.

t—>o0

8. Egy csésze kavéba 10 g cukrot tesziink. Fél perc miilva mdr csak 1 g fel nem oldott
cukor van benne. Mennyi lesz a még fel nem oldédott cukor mennyisége 1 perc mulva? Mikor
oldédik fel a cukor 99,9%-a? Es az ésszes cukor? Jeléljiik m(t)-vel a még fel nem oldédott
cukor témegét az idé fiiggvényében, tovdbbad legyen m; a kdvéba tett cukor témege. Az
oldédds sebessége ardnyos a még fel nem oldédott cukor mennyiségével: m'(t) =
A(my —m(t)), ahol A € R ardnyossdgi tényezé.

Megoldas.
A feladatban adott differencidlegyenletb6l indulunk ki, amely az elébbihez hasonld
szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenlet. A megoldas Iépéseit nem részletezziik:
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m@
m, —m(t)

my —m(t) = +e e ¢ ahol 4,C € R.
A +e ¢ = (, (ahol C, € R), illetve a —A = A4, (4, € R) konstansokat bevezetve:

m(t) = my — C,ef2t A,, C, € R.
A kapott fliggvényben 1évé két szabadon valaszthatd paraméter (4, és Cy) értékét a kezdeti
feltételekkel hatarozzuk meg. Ezek m(0) = 0, hiszen a t = 0 iddpillanatban még nincs

feloldodott cukor, illetve m(30) =9, mert fél perc malva mar 9 g cukor feloldodott.
Behelyettesitjiik az egyenletbe az m;, = 10 értéket is, azaz az

10 — G20 = 0}
10 — Ce?230 =9

egyenletrendszert kapjuk. Az els6 egyenletbdl C, = 10, ezt visszairva a masodikba

1 1

AZ = EZTIE

adodik. Tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas:
t 1 t 1
m(t) = 10 — 10e3™0 = 10 (1 - e%lnﬁ).
Ebbdl kiszamoljuk a 1 perc elteltével feloldodott cukor mennyiségét:
60 L
m(60) = 10 (1 — e30 "10) ~ 9,9 (g).
A feladatban azt is kérdeztiik, hogy mikor oldodik fel a cukor 99,9%-a. Ezt a
L
10 (1 — €30 ”10) =10-0,999
egyenlet megoldasaval tudjuk meghatarozni.

Lt
es3 10 = 0,001,
110,001

1
ln1—0

t =30

=90 (s).
Tehat 1,5 perc mulva oldddik fel a cukor 99,9%-a. Es az 6sszes cukor mikor oldodik fel? A

t 1
tlimm(t) = tlim 10 (1 - e%lnﬁ) = tlim 10(1 — e~20767t) = 10
hatarértéket vizsgalva is lathato, hogy végtelen sok 1d9 sziikséges ahhoz, hogy az dsszes cukor

feloldodjon. Akarmennyi (véges) ideig varunk, mindig lesz egy kevés még fel nem olddodott
cukor, azonban a mennyisége révid id0 alatt az érzékelhetdség hatara ala csokken.
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3. Osszefoglalas

Hallgatoink szamara a felsObb matematikai ismeretek elsajatitdsa sok esetben nehézségekkel

jar. A differencialegyenletek témakorébdl kiillondsen nehéz megtaldlnunk azokat a feladatokat

¢és azt a targyalasmodot, amely szamukra €rthetd. Bizunk abban, hogy az el6zdekben felsorolt

differencidlegyenletes modellekkel sikeriil elérniink a célunkat:

. a gyakorlati alkalmazas kiemelésével a problémakor 1ényegét és jelentéségét még jobban
megvilagitjuk,

« a szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenletek témakorében fellelhetd tipusok széles
korére talalhatok példak kozottiik,

. adifferencidlegyenletekkel kapcsolatos fogalmakat még jobban elmélyitjiik (pl. a megoldas
explicit és implicit alakja, altalanos megoldas, partikularis megoldas),

. afizikai, kémiai ismeretek hidnya nem akadalyozza a hallgatokat a probléma megoldasaban
(a differencidlegyenleteket és a sziikséges hattérismereteket a feladatok megadjak),

. a fliggvényhatarérték egy-két gyakorlati alkalmazasa ezt a témakort is kozelebb hozza a
hallgatokhoz.

Meggy6z6désiink, hogy a matematika tanulasa altal hallgatoink olyan kompetenciakra tesznek

szert, amelyek a munkahelyek vilagaban és a tudomanyos élet mas teriiletein is gondolkodova,

precizebbé, kreativabba, sikeresebbé teszi Oket. Hiszen ,,a matematika hozzaszoktatja a

szemiinket ahhoz, hogy tisztan és vilagosan lassa az igazsagot” (René Descartes).
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