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Examples for an extended Barabasi-Albert
model with random initial degrees
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OSSZEFOGLALO. Véletlen grafok kiterjesztett Barabasi-Albert modelljének, a
Cooper-Frieze modellnek harom specialis esetét vizsgaljuk az egyenletes eloszlas, a
Zipf eloszlas és a binomialis eloszlas alkalmazasaval. A kapott elméleti
Osszefiiggéseket szamitogéppel generalt grafokkal illetve a szakirodalomban
fellelhet6 harom valds haldzattal is sszehasonlitjuk.

ABSTRACT. We investigate three examples for an extended Barabasi-Albert model
with random inicial degrees. We evaluate the general theoretical model due to
Cooper-Frieze using the uniform, the Zipf and also the binomial distributions for the
initial degrees of the nodes. We compare the evaluated formulae to computer-
generated graphs and also to some known reference networks.

1. Introduction

The Barabasi-Albert model [1] is an algorithm for generating random graphs using
preferential attachment. It is an important model for producing scale-free networks, which
degree distribution obeys a power-law. It serves also as a basis for many generalizations [2].
Particularly general ones of them are the Cooper-Frieze model [3] and its extension [5]. They
utilize an attachement rule, which is a mixture of the preferential rule and a uniformly at random
rule. They incorporate the Barabasi-Albert model and many other related models as special
cases.

In this short note we also investigate a special case of the Cooper-Frieze model. We
describe the notation and formulate some theoretical results based on the references [3] and [5].
The main contribution of this note to the topic is the utilization of the general formulae in
[3, 5] for three special cases and an illustration of the theoretical formulae with examples using
NetworkX [4]. We also compare the considered cases to real networks from [6] and [7].

2. Main results

2.1. Notation and preliminaries

According to the Barabasi-Albert (BA) model the undirected random graph grows by
adding in each step a single node and a specified amount m of edges from this node. The
terminal nodes of these edges are chosen from the set of the existent nodes according to the
preferential attachement rule, i.e. with probability depending on the degree of these nodes
[1, Section 5]. This process starts with a connected simple seed graph having at least m nodes
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and runs until the graph achieves a prescribed amount n(> m) of nodes. The resulting graph
depends on the parameters n, m and on the seed. In this note we use an empty graph of m nodes
and the first node connects an edge to each of them ensuring connectivity.

We investigate a variant of the BA-model: the amount of the edges from each new node to
the graph is determined from the set {1,2,...,m} according to a prescribed probability
distribution p = (p41, p2, ..., Pm)- Although it is a generalization of the BA-model, it is only a
very special case of the Cooper-Frieze model, see [3, Section 2.1] for its description. It is also
a special case of the PARID model derived in [5] because we use a finite distribution p. By [3,
Theorem 1] the expected portion of nodes of degree k is well approximated by an auxiliary
sequence dy, see equations (2) and (14) in [3]. More precisely for the case considered here, the
portion of nodes of degree k is arandom variable &, the expected value of which fulfills almost
surely

logn

E(8) — dil < €12 M

with some positive constant C for each k,n > 1, see [3, Theorem 1]. That is, the expected
portion of nodes with degree k is concentrated around the quantity d,. Moreover, in our

simplified case for k > m the quantity d, obeys a power-law with exponent 3, i.e.
dj~ 2520 see [3, Theorem 2. case (iii)]. That is, the BA-model variant considered here has

k3

the same power law exponent as the original BA-model [1,2].

The sequence d,, is defined by d, = 0 and

k-1
dk = —

2
= 2 dk—l + mpk fOI’ k = 1. (2)

Considering that p,, = 0 for k > m, the equation (2) simplifies to
k-1
dk = mdk—l for k > m, (3)
which is equation (5.37) in [1] for the BA-model.

Remark 1. If we set the vector p for the prescribed probabilities p = (0, ...,0,p,, = 1), then
the system (2) simplifies to d,,, = ﬁ which is (5.38) in [1]. Moreover, we also have d;, = 0
for k < m. Hence for p = (0, ...,0, p,, = 1) we have the original BA-model.

Theorem 1. The system (2) for 1 < k < m with initial condition d, = 0 has the unique
solution

o
=2 T Gpuemets 1S k<m @
and

_ (m+2)(m+1)m

k= e (T DK ~d,, form < k. (5)

PROOF. Substituting (4) into (2) we obtain for 1 < k < m by elementary calculations that
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k=1, 2 ~ L k1N G ) N

K+ 2kt TPk T k+2Zujoy (k+ Dk(k—1D P "k + 2"
k=1 20 + 1)) 20k + Dk
Z- Gkt 200+ DY YT D0+ DrPE = %
j=1

Similarly there follows for m < k that

k—ld k=1 (m+2)(m+ 1)m
k+2 ' " k+2 (k+Dk(k—-1) ™

=dk' |

Theorem 1. does not contain anything novel, we included its short proof only for the
convenience of the reader. The linear recurrence (2)-(3) and its solution (4) and (5) are special
cases of recurrence (1.4) and its solution (1.5) in [5], respectively. There are, however, two
differences between them. Here we use a distribution vector p with only finitely many nonzero
elements, and our seed graph has m + 1 initial nodes not only two. Hence the system (2)-(3)
and also its solution (4)-(5) consists of two parts: the first part (2)-(4) describes those part of
the graph with nodes of degrees between 1 and m, while the second part (3)-(5) describes that
with nodes of higher degree than parameter m. We investigate those two parts in the following
using three selected distributions for p, first a discrete uniform in Example 1. below, second in
Example 2 a discrete Zipf-distribution and finally in Example 3 a binomial distribution. We
compare the theoretical predictions (4)-(5) to numerically generated graphs. We also compare
them to three known benchmark networks from [6] and [7].

There can be many similarities and differences between the two mentioned parts of the graph.
However, here we focus mainly on one of them, which is the portion of the nodes in each of the
two parts. Adding the equations (2) for 1 < k < m and using that p describes a discrete
probability distribution, i.e. 7L, p; = 1, leads to

ZL:ldk = 1 _%dm
Setting k = m in (4) and substituting it into this equation leads to

m _ 4 _ym U+1)j .
Li=1 die =1 =1 mr2)(men) PI° (6)

By (1) there follows

1
|E(Xk=161) — Xk=1diel < XR=alE(6) —dil < C mf—gn- (7)

n

Hence, by (6) and (7) the expected portion of the nodes in the degree range 1 < k < m depends
mainly on the parameter m and on the distribution p. The quantity (6) can be evaluated using

the generating polynomial P(x) = Y7, p;x/~* of the distribution p. By (x2P(x))" =
711G + 1)jpjx/~* equation (6) becomes

m 1 1 2 "
k=1dk - 1 (m+2)(m+1) (x P(x)) x=1
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2.2. Numerical examples with generated graphs

Example 1. If we set p; ifor eachj € {1, ...,m}, i.e. the random variable describing the

amount of edges each new node connects to the graph is uniformly distributed, then from (4)
there follows for 1 < k < m that

d_z_zk G+ 1
o jer(k+2)(k+ Dk m ™ 3m’

2

__ 2 (m+2)(m+1)
3 kt2)(k+ DK
portion of the nodes in degree range {1, ...,m} is constant. The two pictures below show a
comparison of these formulae with generated graphs of n = 5000 nodes and parameter values
of m = 30 and m = 300, respectively. For the smaller value of m we can observe a better

matching of the theoretical formulae with the example graph data.

and for m < k we have d; Moreover, there also follows Y./~ di, = g i.e. the

Degree distribution

) i Degree distribution
(numerical example vs. theoretical formulae)

(numerical example vs. theoretical formulae)

¥ ¥+ +EFy

1072 4

._.
S
d

frequency

10-3 4

generated graph

frequency

generated graph

n=5000, m=30 n=5000, m=300 !
-- degree=30 --- degree=300 :
+ d_kfor 1<=k<=30 + d_kfor l<=k<=300 E
x d kfor3l<=k x d kfor 301<=k E
10° 10! 10° 10° 10 107 10°
degree (k) degree (k)

In order to understand the observable difference between the two degree distributions we plot
the portion of nodes in the degree range k € [1,m] as a function of % for more generated
graphs.

Portion of nodes in degree range [1,m] as a function of m/n

=
(=]
(=]

Portion of nodes in degree range [1,m] as a function of m/n

0.74 {

g * n=10000 g , % |« n=10000
2 n=5000 3 * n=5000
=, 095 =
o n=2000 s 072 o ¥ X n=2000
€ 090 n=1000 = LF S48 o n=1000
5 ---- 2/3-niveau X g 070 *ie e ---- 2/3-niveau
¢ 0385 o & .
o - - o oy
Z f I 068 o, o
c 0.80 2 c e 5 7
8 075 -yf’f $ 066 Tt
R v 9 + W
2 “J* 2 %y ders Xoo
5 070 " Sl e¥E .
5 o g > AP
B 065 B S e
a bixs 2 062 o %o
060 1 : r . - - - - T : : T -
0.0 02 04 06 08 10 000 005 010 015 020 025 030
mn m/n

The theoretical result, that Y7~ dy = gfor uniform p, holds with good approximation in case
1< % < 0.1. Above this niveau Y7-, d; grows approximately linear as a function of % until
% ~ 0.7. The slope of this linear growth was in the numerical experiments approximately 0.46
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independently of n. For 0.7 < %the portion of the nodes saturates to 1 because the generated

graph comes very near to the seed graph which for m = n — 1 is a star with one node of degree
m and n — 1 nodes of degree 1.

Example 2. If we set p; = ]HL for1 <j<minp, where H,, = Z}”ﬂ% denotes the m-th

harmonic number, then the amount of edges each new node connects to the graph follows a
discrete Zipf distribution. In this case there follows from (4) and (5) that

dk :Z'Zk (j+1)j L1 (k+3)k o1

LGB0 Ty G DD Ry 1 LS kS mand

_(m+2)(m+1)m_ _ (m+3)m L1

i = (k+2)(k+1)k M ™ (k+2)(k+1)k  Hp form < k.

The expected degree distribution in the degree range 1 < k < m follows approximately a
power-law with exponent 1 because dk~%. In other words d, itself has approximately a
discrete Zipf distribution over the set {1, ..., m} like p.

We compare these theoretical results again to two generated graphs with n = 5000 nodes and
parameter values m = 30 and m = 300, respectively. We can observe a better matching again
for the smaller parameter value as in Example 1.

) Degree distribution Degree distribution
(numerical example vs. theoretical formulae) (numerical example vs. theoretical formulae)

107! 4 * +

[

(=]
|

N

=

o

|

N

frequency
frequency

generated graph
n=5000, m=300

---- degree=300
+ d_kfor l<=k<=300
x d_kfor301<=k

generated graph
n=5000, m=30

---- degree=30
+ d_kfor l<=k<=30
x d_kfor3l<=k

-
=}
1
-
<
w

10° 10! 10? 100 10! 107 10°
degree (k) degree (k)

By (6) the expected portion of the nodes in the degree range 1 < k < m is

m _ 4 _yvm g+yj 1 . m(m+3) 2
Li=1 e =1 Z1'=1(m+z)(m+1) me_l ZHm(m+1)(m+2)23’ (8)

which now depends on the parameter m. We can observe this dependence on the next two
diagrams, where the expected portion (8) is shown for four graph examples.



8 Sandor Zsuppan
Portion of nodes in degree range [1.m] as a function of m/n Portion of nodes in degree range [1,m] as a function of m/n
numerical example vs. theoretical formula numerical example vs. theoretical formula
. 1000 — 094 - * *
£ . E » * I
-t L - -t o e e e B TS
= 0975 o L k X
) A 402 _suers v S
£ 0.950 o R & P I L
w T e UL L o 090 N B o o AR S
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i 175 Ll o - _
bl [ © 088 A AT
£ 08001 % c 3 .
w J:gh- w = //
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S 0875 B g0 RS -
< 1. v n=10000 | g z « n=10000
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2 o825 |, n=1000 & a2 n=1000
00 02 04 06 08 10 002 0.04 0.06 008 0.10
min mn

The theoretical result (8) plotted with dashed curves holds again with good approximation only
intherange 1 < % < 0.1. For% = 0.1 the quantity log >7=; d; grows approximately linear as

a function of log = until =~ ~ 0.7, then it saturates similar to the case in Example 1.

Portion of nodes in degree range [1.m] as a function of log_10(m/n}

with linear fitting over 0.1<m/n<0.7

Portion of nodes in degree range [1,m] as a function of log_10(m/n)

with linear fitting over 0.1<m/n<0.7

0.00 0.000
i ¢ —0.005
B -0.02 3 s
= < -0.010 ,g" 5
c - Y T
c . e L
c -~ ]
g " S -0.015 o ot Loy
8—0.04 . § e - 3%
v . 2 -0.020 ¥
5 _0.06 5 —0.025
2 « n=10000 =] 0030
|
g n=5000 g
008 v=2000 ~0.035
=1000
—2000 -175 -150 -125 100 —075 -050 -025 000 -09 -08 -07 -06 -05
lag_10{m/n) log_10(m/n)

According to the next diagram now the slope of this growth depends on the number of nodes.

Slope of linear regression as a function of node number

-1325 { o
-1.350 ‘
-1.375
~1.400
-1.425 1
-1.450
-1475

} =1.500

log 10 of slope of linear regression

-1.525

30 32

T
34
lag_10(n)

T
36

38

Remark 2. If the initial degree distribution p itself obeys a power-law like in Example 2., then
we have to competing power-laws during the graph generating process. One of them is that
discribing p and the other one induced by the preferential attachement model. According to [5,
Proposition 1.3], if the power-law exponent of p is bigger than two, then that power-law with
lower exponent (the more heavy tailed distribution) dominates, i.e. it will be the exponent of
the power-law describing the expected degree distribution of the generated graph. Something
similar happens in our Example 2. We have a Zipf distribution with exponent 1 for p and a
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Barabasi-Albert type preferential attachement model with exponent 3. However, in our example
we use a finitly supported Zipf distribution and neither power-law dominates the degree
distribution of the whole graph. Instead, the graph consits of two parts and in each of them one
of the power-laws dominates. In the lower part, i.e. in degree range {1, ..., m}, the exponent of
the initial degree distribution dominates, while in the upper part the other one described by the
BA-type preferential attachement model. This is the same case as in Example 1., where the
degree distribution on degree range {1, ..., m} is dominated by the uniform distribution of p,
which itself can be interpreted as a power-law with exponent 0.

Remark 3. Although estimation (7) holds for each fixed value of m and is useful in case n —
oo, it is not very informative in case when m is comparable to n. As we can observe it in both
of Examples 1 and 2, there is a significant discrepancy regarding the portion of the nodes in the
degree range {1, ..., m} between the theoretical formulae and the computationally generated
graphs. However, this does not occur for relatively small parameters m. The slopes of the linear
regressions above seem to depend on the number of nodes n in the experiment.

11) p/~1(1 — p)™J for 1 < j < min p, then the amount of

initial edges from each new node follows a binomial distribution with success probability p. In
this case the quantites (4) and (5) can only be evaluated numerical. However, the portion of the
nodes in degree range {1, ..., m} can be evaluated analytically using the generating polynomial
of p. It becomes

Example 3. If we setp; = (r]n_—

(m-1)(m-2)p%+4(m-1)p+2
(m+2)(m+1)

ka=1 dpy=1-

We compare these theoretical results again to two generated graphs with n = 5000 nodes and
parameter values m = 30 and m = 300, respectively. Although we have now an additional
parameter, namely the success probability p.

Degree distribution Degree distribution
(numerical example vs. theoretical formulae) (numerical example vs. theoretical formulae)
iy : generated graph
'* 1072 n=5000, m=300 p=0.4
? -- degree=300

+ d_kfor l<=k<=300
x d_kfor301<=k

1072 +

frequency
[
(=]
frequency
[~
S

generated graph
n=5000, m=30 p=0.4

---- degree=30 i
+ d_kfor l<=k<=30 i 107
x d_kfor3l<=k |

107

10° 10! 107 10° 10! 10? 10°
degree (k) degree (k)

We can observe a better matching again for the smaller parameter value as in the Examples 1
and 2. However we now have an additional discrepancy between the generated and the
theoretically predicted data for lower degrees.
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2.3.

We compare the three investigated graph generating models to real networks. In the models
a random graph with n nodes is generated from a star seed graph of m + 1 nodes. According
to the distribution described by p the expected number of new edges in each step is YL, jp;.
If e denotes the number of edges in the real graph, then we use the equality

Comparison of the results with real networks

m+m-m—1)-YL jpj=e ©)

for the determination of the parameter m in the models. In case of uniform distribution (9) can
be solved analytically but for the Zipf and binomial distributions we obtain m resp. (m, p)
numerically. For the model using binomial ditribution there is another equation needed in order
to solve (9) for both parameters m and p. We have chosen the other equation so that the
resulting model with binomial distributed p predicts the portion of the nodes in degree range
{1, ..., m} with good precision.

First we use the ,,netscience.gml” file containing a coauthorship network of scientists
working on network theory and experiment, as compiled by M. Newman in May 2006, see
reference [7]. Itisagraph of n = 1589 nodes and e = 2742 edges. However, among the nodes
there are 128 isolated ones, therefore we take into account only n = 1461 nodes for
comparison with the models. In view of (9) the corresponding modified BA-model with uniform
p has parameter m = 4, the other model with Zipf distribution has m = 3. The parameters of
the binomial model are m = 9 and p = 0.11044. For the upper tail of the degree distribution
all models predict hubs with higher degrees compared to the real graph. In the middle part of
the distribution all models fit fairly well.

Degree distribution

netscience graph

Degree distribution

netscience graph

* *
* @ modified BA-model
+* with uniform distribution
107 102
*k
z z *y
[ b} *
- = y
o 1 ] L 10!
& 10 £ 10 #***
*¥x &
* ke W
10° 10° 4 R & 2 2 21
10° 10 10° 10
degree (k) degree (k)
Degree distribution Degree distribution
» netscience graph + + netscience graph
modified BA-model modified BA-model
with Zipf distribution L with binomial distribution
4
10 ¢ 102 +
> i te
[ x g
§ xX ':i +T
=4 x
&1 L E g +H
”«x < -H?
x +
’. +H+ £ +
10° X X %K X %< 10° HHEHD + +
10° 10! 10° 10* 102
degree (k) degree (k)
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The portion of the nodes in the degree range {1, ..., m}
- equals 0.754 in the real network for m = 4, which differs from the predicted portiong

for the uniform p with m = 4,

- equals 0,631 in the real network for m = 3, while the model with Zipf-distributed p
and m = 3 predicts 0.755,

- equals 0,954 in the real network for m =9, which correspondes good to 0,943
predicted by the binomial model. (This is of course so, because we have chosen the
parameters m and p according to this.)

Hence for this network the model with binomial distributed initial degrees performs better
compared to the other two models.

The second example is the file ,,astro-ph.gml” containing the collaboration network of
scientists posting preprints on the astrophysics archive at www.arxiv.org, 1995-1999, as
compiled by M. Newman, see reference [6]. It consists of n = 16706 nodes and e = 121251
edges. However, among the nodes there are 660 isolated ones, therefore we take into account
only n = 16046 nodes for comparison with the models. So, the modified BA-model with
uniform p has parameter m = 14, the model with Zipf distribution has m = 30 and for the
model with binomial initial degree distribution we obtain m = 13 and p = 0,5469. The portion
of the nodes in degree range {1, ..., m}

- equals 0.689 in the real network for m = 14, which fits fairly good to the predicted

portion % for the uniform p with m = 4,

- equals 0,852 in the real network for m = 30, which is near to 0.875 predicted by the
model with Zipf-distributed p and m = 30,

- equals 0,670 in the real network for m = 13, which corresponds good to 0,678
predicted by the binomial model. (But this is of course so, because we have chosen the
parameters m and p according to this.)

103 4

=
(=
T

frequency

=
o)

Degree distribution

astro-ph graph

frequency

10°

=
b

=
<

Degree distribution

astro-ph graph - -
% modified BA-model X SR
100 10° with Zipf distribution R
10° 10! 102 10° 10! 107
degree (k) degree (k)
Degree distribution Degree distribution
10° 10° g o
* * & & Wikt - E
¥ %
z 107 > 10? * k
9

[ =
v LY
3 3
o o &
&= &=

10! 10

* &+
astro-ph graph * astro-ph graph o+
modified BA-model A+ modified BA-model H-H.
100 with uniform distribution e, 100 with binomial distribution AR+ +
10° 10! 10? 10° 10! 10? 10°
degree (k) degree (k)
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Altough the model using binomial distribution was chosen so that its expected number of nodes
and its expected portion of nodes in degree {1,...,m} range fit to the corresponding
characteristics of the real network, its degree distribution differs considerably from that of the
real network. In this example the Zipf-based model approximates the real network best.

The third example we investigate here is ,,cond-mat.gml” containing the collaboration
network of scientists posting preprints on the condensed matter archive at www.arxiv.org,
1995-1999, as compiled by M. Newman [7]. It consists of n = 16726 nodes and e = 47594
edges. However, there are 462 isolated nodes, therefore we take into account only n = 16264
nodes for comparison with the models. So, the modified BA-model with uniform p has
parameter m = 5, the model with Zipf distribution has m = 7 and the model with binomial
distribution m = 28 and p = 0,07148.

Degree distribution Degree distribution
cond-mat graph + L + cond-mat graph
. 5 &g modified BA-model
10 10 + with binomial distribution
I
5

g 102 2 10 b
5 g e
& &
[ L *
E = -

10! 10! tﬁ_

iy
o ++
10° 10° - 4+ +
10° 10! 10? 10° 10! 10°
degree (k) degree (k)

Concerning the portion of nodes in degree range {1, ..., m}:
- with m = 5 this portion of nodes in the real network is 0,657 which comes fairly close

to the predicted % by the model with uniform initial degree distribution,

- with m = 7 this portion of nodes in the real network is 0,769, which matches the
predicted 0,813 by the model with Zipf initial degree distribution rather good,

Degree distribution Degree distribution
x ® cond-mat graph * * Fae cond-mat graph
= & modified BA-model 5 * modified BA-model
10° xR, with Zipf distribution 10 ** with uniform distribution

% %.
> >
2 10 e g 10 %
2 = s
& £
10! );‘ 10!
-’ T2
IO X AM
10° 4 MDA WO 10° E 2. 2. . 2 23
10° 10! 102 10° 10! 102
degree (k) degree (k)

- with m = 28 this portion of nodes in the real graph is 0,986 which comes close to the
predicted 0,985 by the model with binomial initial degree distribution just because its
parameters were constructed so.

In this example perform all three models again fairly good. However, considering the upper tail
of the degree distributions, the binomial-based model performs better than the other two,
because it predicts not so many hubs then the other two models.
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3. Conclusion

We have investigated three examples for a Barabasi-Albert type model with random initial

degrees. In all examples happend the degree distribution of the resulting graph to consist of two
parts: the lower tail of it was biased by the given initial degree distribution while the upper tail
by the used preferential attachement model. This partition was also observable in the
investigated reference networks. None of the considered models performed equally good for all
real examples. The predictions of the theoretical formulae were more accurate in case the
maximum initial degree is considerably less than the number of all nodes. The more the
maximum initial degree increases, the more is the resulting graph influenced by the seed graph
in our models.
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Nemszerkeszthet6 Johnson-poliéderek
szamitogépes modellezése
dinamikus geometriai médszerekkel
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Ybl Miklés Epitéstudoményi Kar, Budapest,
talata.istvan@ybl.uni-obuda.hu

OSSZEFOGLALO. Vannak olyan, csak szabalyos sokszoglapok 4ltal hatarolt konvex
nemuniform poliéderek, melyek nem modellezhet6k euklidészi tipusu szerkesztéssel
(a korzdvel és vonalzoval torténd sikbeli szerkesztés 3-dimenzids analogonjaval).
Dinamikus geometriai modszerek alkalmazasaval azonban tetszéleges pontossaggal
modellezhet6k ezek a poliéderek: minden ilyen poliéderhez megszerkeszthetd egy
olyan paraméteres, szamitogépes poliédermodell, amely egy egyparaméteres
poliédercsalad modellje, és egy bizonyos paraméterérték esetén az adott, szabalyos
sokszoglapokkal hatarolt poliéderrel egyezik meg, valamint a paraméterérték a
sziikséges pontossaggal beallithaté gy, hogy a hozza tartozd virtualis modell
tetsz6leges eldirt mértékben kozelitse a kivant poliédert.

ABSTRACT. There are convex nonuniform polyhedra bounded only by regular
polygonal faces that can not be modeled by a Euclidean construction (using the 3-
dimensional analogue of a ruler and compass planar construction). However, using
methods of dynamic geometry, it can be achieved that such a polyhedron is modeled
within arbitrary accuracy: for each such polyhedron, a computer model of a
parametric polyhedron can be constructed as the result of Euclidean construction
steps, that is the model of a single-parameter polyhedron family, and it is congruent
to the given polyhedron for a specific parameter value, having only regular polygonal
faces, and the parameter value can be adjusted until it is necessary to achieve the
required accuracy of the virtual model for the given polyhedron.

1. Bevezetés

A 3-dimenzios alakzatok szamitogépes modellezésekor lehetdség van geometriai
modszerek hasznalatara — ekkor egyszerli alakzatokbol kiindulva készitlink dsszetett modellt,
uj alakzatok vagy segédalakzatok segitségével (pl. szerkesztéegyenesek, szakaszok, korok,
sikok, sokszoglapok, gdombok felhasznalasaval), és geometriai transzformaciok (pl. forgatas,
eltolas, tiikkrozés) alkalmazasaval. Ez elegansabb modszer, mint a masik, amikor matematikai
szamitasokkal eldallitott pontkoordinitdk alapjan visziink fel térbeli pontokat, és azokra
illeszkedd alakzatokat készitiink (pl. egy poliéder modellje eképp is elkészithetd).

A geometriai modellezési moddszerek elénye, hogy a modellezett alakzat bizonyos
tulajdonsagait nem kell kiilon ellendrizni, mert a konstrukciobol kovetkeznek: egyes esetekben
példaul egy test szimmetridit felhasznalva forgatasokkal és tiikrozésekkel készithetd el a modell

KULCSSZAVAK. Johnson-poliéder, dinamikus geometria, szamitogépes modellezés, szerkeszthetdség.
KEYWORDS. Johnson solid, dynamic geometry, computer modeling, Euclidean construction.
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egy része, ezért a szimmetria igazoldsahoz nem kellenek tovabbi szamitasok. A valddi
modellezést is szimuldlhatjuk geometriai modszerekkel: példaul amikor egy poliéder feliiletét,
vagy annak egy részét a sikba kiteritett laphalojabol, lapok felhajtasaval készitjiik el, akkor ez
ugy modellezheté geometriai modszerekkel, hogy egy-egy lapot forgatunk ez masik lappal
kozos €le mentén, és gyakran még a forgatas szoge is megszerkeszthetd (1d. az 1. abrat).

1. abra. Szabalyos dodekaéder egyik csticsanal talalkozé otszoglapok elkészitése forgatasokkal

Szoftverekkel a 3-dimenzios térbeli geometriai szerkesztések tobbnyire csak euklidészi
tipusu térbeli szerkesztésekként (a korzovel és vonalzoval torténd sikbeli szerkesztések
3-dimenziods analogonjaként) végezhetdk el, sikokkal, gdmbokkel, térbeli egyenesekkel, térbeli
korokkel dolgozva, vagy olyan parancsokat alkalmazva, amelyek esetén a szerkesztés ilyen
térelemekre vezethetd vissza (pl. sokszoglapokat, szakaszokat, koriveket is bemeneti
térelemként elfogadd parancsok esetén).

Ezért, ha a szerkesztési miiveleteink csak az elézéleg megszerkesztett alakzatokon
alapulnak, akkor pontosan olyan koordinataju pontok szerkeszthetok meg ilyen modszerekkel,
mint a szokasos sikbeli, korzovel és vonalzoval torténd szerkesztésekkor. Ennek
kovetkezménye, hogy ha egy poliéder euklidészi szerkesztése lehetséges, akkor a poliéder
barmely két csucsanak a tavolsaga, €és barmely két lapszogeének a koszinusza olyan valos szam
kell, hogy legyen, melyet a racionalis szamok feletti masodrendii testbdvitések véges sokszori
egymas utan alkalmazasaval kapunk meg. Ezért példaul egy ilyen mennyiséghez tartozo
raciondlis egyiitthatés minimalpolinom fokszdma 2 pozitiv hatvanya kell, hogy legyen (ez
sziikséges, de nem elégséges feltétel a szerkeszthetdségre), 1d. a 2. fejezetet a
szerkeszthetdségre vonatkozé tovabbi részletekért.

A szabalyos testek mind szerkeszthetOk, az arkhimédészi, félig szabalyos testek (1d. [2],
[3]) kozott azonban mar taldlhatok nem szerkeszthetd testek: a pisze kocka és a pisze
dodekaéder. A Johnson-poliéderek olyan konvex poliéderek, melyeknek minden lapjuk
szabalyos sokszog, de csucsaiknal nem ,.egyformak™ (Ggy mondjuk, hogy ,,nem uniform
poliéderek™), azaz van legalabb két olyan csucsuk, melyekre nem talalhaté a térnek olyan
egybevagosaga, mely az egyik csucsot atviszi a masikba, mikdzben a poliédert 6nmagéba
képezi le. A 92 Johnson-poliéder koziil 85 konnyen szerkeszthetd (I1d. [1], [8], [10]). Van
azonban 7 olyan Johnson-poliéder, amely nem szerkeszthetd (vagy valosziniileg nem
szerkeszthetd), ezek a J84-J90 sorszamu poliéderek, 1d. a 3. fejezetet tovabbi részletekért.

A dinamikus geometriai szoftverek sajatossdga, hogy bizonyos fajta paraméteres
modellezés is megvalosithatd veliik, pl. szakaszon vagy koron valtoztathatjuk egy vagy tobb
pont helyét, vagy egy (esetleg tobb) olyan paramétert vezethetiink be, amelynek értékeit véges
intervallumban, adott Iépéskozzel valtoztathatjuk, és az ilyen paraméter(ek) értékének
megvaltoztatasakor egy adott szerkesztési eljarasban a végeredmény is értelemszertien frissiil
¢s modosul. Ezaltal lehetdségiink van arra, hogy ne kelljen Gjra és Gjra elvégezni ugyanazt a
szerkesztési eljarast kiillonbozd bemeneti paraméterekre, amig a szerkesztés végeredménye
valamely kivanalmaknak meg nem felel, hanem a bemeneti paraméter(ek) valtoztatasaval
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kikisérletezhetd, hogy milyen paraméterértékekre lesz az eredmény elég kozel a
kivanalmakhoz.

A J84-J90 Johnson-poliéderek modellezése soran olyan eljarasokat fogunk tudni megadni
a 4. és 5. fejezetekben, amelyek mindegyike egyetlen, de az adott poliédertdl fiiggden
kivalasztott geometriai jelentésii paraméteren alapul.

A tovabbiakban feltessziik (hacsak valahol konkrétan mdasképp nem irjuk), hogy a
modellezni kivant poliéder élei egységnyi hosssziak (igy egyszeriibben irhatdo le a
modellezésiink). Egy lapszog lesz a paraméter mindegyik vizsgalt poliéder esetén, és egy olyan
poliédermodellt készitiink el térbeli euklidészi szerkesztéssel (felhasznalva a paraméter aktudlis
értekét), amelynek a laphaldja megegyezik az adott poliéderével, és néhany éle, ill. lapja
kivételével az ¢lei ill. a lapjai egybevagodak az adott poliéderen hozzajuk tartozo élekkel, ill.
lapokkal, azaz csak egyetlen vagy esetleg néhany éle nem lesz egységnyi hosszu, és elég sok
lapja szabalyos sokszog lesz.

A paraméter valtoztatdsakor a poliédermodell alakja folytonosan deformalddik. Ha a
modelliinket ugy képzeljiik, hogy a mindvégig szabalyos sokszdglapok merev lemezek, melyek
a szomszédos lemezekhez csukldsan kapcsolodnak a kdzos élek mentén, akkor ennek a csuklos
szerkezetnek egy egyparaméteres mozgasat kapjuk a paraméter valtoztatasakor. Egy bizonyos
¢lhosszat figyeliink majd, lesz amikor az egységnél kisebb, és lesz, amikor egységnél nagyobb
lesz a hossza. Folytonossagi meggondolasok alapjan valahol fel kell, hogy vegye az egységnyi
hosszlsagot, és intervallumfelezéssel be tudjuk gy allitani a paraméter értékét, hogy a kérdéses
¢lhossz egy hibahatarnal kozelebb legyen az egységhez (a szoftveres korlatokat is figyelembe
véve, a valosagban persze nem tudunk barmekkora pontossagot elérni). Ekkor a
poliédermodelliink minden ¢éle a hibahatarnal kozelebb lesz az egységhez, és igy jo kozelitése
lesz a modellezni kivant Johnson-poli¢dernek.

Végiil megmutatjuk, hogy a pisze kocka és pisze dodekaéder arkhimédészi testek esetében
is lehetséges hasonl6 konstrukcio, csak akkor a paraméteres modellben a nagyfoku szimmetria
miatt elég sok ¢l nem lesz végig egységnyi hosszll a paraméter dsszes lehetséges értékére,
hanem kétféle élhossz lesz, egységnyi €lhossz és egy masik €lhossz, amelyik érteke valtozik a
paraméter valtoztatasakor

2. Szerkeszthetdség a 3-dimenzios térben

A 3-dimenzids euklidészi tér sikokra és gombokre épiilé szerkesztései a sikbeli, kdrzdvel
¢és vonalzoval torténd szerkesztések 3D analogonjai. Feltessziik, hogy kezdetben adott legalabb
négy olyan pont, amelyek nincsenek egy sikon. A térbeli szerkesztési alaplépések: egy
egyenesre nem illeszkedd harom pontra illeszthetiink egy sikot; valamint adott ponttal, mint
kozépponttal rendelkezd, és egy adott masik ponton, mint feliileti ponton athaladé gdmbat
rajzolhatunk (gémbon itt gdmbfeliiletet értiink); tovabba harom térelem (sikok vagy gdmbok)
esetén a metszéspontjaik is megszerkeszthetok, amennyiben véges sok pontban metszik
egymast (és nem érintdk). A tobbi, sikokra, gdmbokre, egyenesekre és korokre épiild térbeli
szerkesztési 1épés (pl. adott sikkal parhuzamos sik, vagy adott egyenesre merbleges sik
szerkesztése, megszerkesztett sikokon torténd egyenesekkel és korokkel torténd szerkesztési
1épések) mind visszavezethetok a szerkesztési alaplépésekre. A geometriai transzformaciok is
visszavezethetOk szerkesztési alaplépésekre, ha nem engedjik meg akarmilyen bemeneti
paraméter megadasat (pl. akarmekkora forgatasi szoget), hanem csak szerkeszthetd
mennyiségeket.

Ha csak a térbeli szerkesztési alaplépéseket vizsgaljuk, akkor a harom térelem (sikok vagy
gdmbdok) metszéspontjainak a keresése visszavezethetd egy egyvaltozos, legfeljebb masodfoka
egyenlet megoldasara. Masrészt, 3 pont altal kifeszitett sik egyenletének a meghatidrozasdhoz
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linearis egyenletrendszert kell megoldani, valamint adott kozépponta és felszini ponta gomb
implicit egyenletének a felirdsa még egyszerlibb, igy ezekhez a szamitasokhoz elégséges a 4
alapmiivelet hasznalata.

Emiatt ezekre az euklideszi tipusu térbeli szerkesztésekre is igaz (ugyantigy, mint a sikbeli
euklideszi szerkesztésekre), hogy pontosan azok a pontok szerkeszthetOk meg, melyek
koordinatai a szerkesztés kezdetén adott pontok koordinatidinak véges sok, egymadsra épiild
masodrendi testbévités alkalmazasaval kaphatok meg. Praktikusan ez azt jelenti, hogy minden
koordinata kifejezhet6 a 4 alapmiivelet és négyzetgyokvondsok véges sokszori alkalmazésaval.

Masik lehetdség az elobbiek igazolasara, ha a Monge-féle két képsikos abrazolast tekintjiik,
amelyet az abrazold geometriaban elészeretettel alkalmaznak — ebben sik egy egyenesre nem
illeszkedd harom pontjaval, gomb vetiileteivel (korok), egyenes vetiileteivel, kor leghosszabb
¢s legrovidebb vetiiletli atfogoival van dbrazolva (I1d. [4]). Ebben az dbrazolasi rendszerben a
két képsikon szokasos (korzével és vonalzoval torténd) sikbeli szerkesztésekként végezhetok
el a térbeli szerkesztési alaplépések: pl. két sik és egy gdmb metszéspontjai nem masok, mint a
két sik metszésvonaldnak (amely egy egyenes) egy gombbel vett metszéspontjai, amelynek
szerkesztése jol ismert az abrazold geometriaban. Mivel a két képsik a 3-dimenzios tér két
koordinatasikjara vett merdleges vetiilete, ezért az azokban felhasznalt pontok a 3-dimenzids
pontok harom koordinatajabol két koordinata meghagyasaval keletkezett pontok, igy tényleg
ugyanazok a mennyiségek szerkeszthetok meg sikon korzdvel és vonalzoval, mint a térbeli
euklideszi szerkesztések soran.

Ha csak az origd és a tengelykereszt egységpontjai (azaz a koordinatatengelyeken pozitiv
iranyban egységnyi tavolsagra levé pontok) adottak kezdetben, akkor az eldbbiekbol
kovetkezik, hogy minden megszerkeszthetd pont mindegyik koordinatédja raciondlis szamokat,
a 4 alapmuveletet és négyzetgyokvonasokat tartalmazd képletekkel kell, hogy leirhato legyen
(elnevezés az ilyen szémra: ,,szerkeszthetd szdm”). A szerkeszthetd szamok olyan valos
szamok, melyek minimalpolinomja 2% foku valamely k pozitiv egész szamra, 1d. [6], [9]. (Az
r valos szdm minimalpolinomja az a legkisebb fokszamu egész egyiitthatds polinom, melynek
az r szam a gyoke.) Forditva ez nem feltétlenlil igaz, azaz, ha egy r valds szadm
minimalpolinomja 2% foki valamely k pozitiv egész szdmra, akkor r még nem feltétleniil
szerkeszthetd. Negyedfokii minimalpolinom esetén annak a kobos rezolvense (amely egy
harmadfoku polinom) kiszamithatd, és ez alapjan eldonthetd, hogy r szerkeszthetd szdm, vagy
sem. Magasabb kett6hatvany fokszadmu f minimalpolinomra mar csak annyit tudunk, hogy r
pontosan akkor szerkeszthetd, ha Gal(f: Q) = 2k, valamely k pozitiv egész szamra, ahol
Gal(f: Q) a Galois-csoportja az f egész egyiitthatos, a racionalis szamok halmaza felett
irreducibilis polinomnak, Id. [6].

Megjegyezziik, hogy a dinamikus geometriai szoftverekben lehet néhany rajzolo parancs,
amely elfogad olyan bemeneti paramétert is, amelyet begépelve nem szerkeszthetd pontot
tudunk konstrualni (pl. forgatni barmilyen szogértékkel lehet bizonyos szoftverekben), vagy
akar olyan parancs is, amellyel nem szerkeszthetd alakzatot hozhatunk létre (pl. szabalyos
sokszoget akarmilyen csucsszammal is 1étrehozhatunk).

A dinamikus geometriai moddszerek alkalmazasa soran, amikor paraméteres
poliédermodellt készitiink az adott poliéder kozelitésére, ligyelni kell arra, hogy a megfeleld
paraméterérték konnyen beallithato legyen, elvileg tetszdleges pontossaggal. Erre az egyetlen
paraméter hasznalata biztositja az idedlis lehetdséget, mivel ha a modellben vizsgalt, valtozo
¢lhossz hosszabb és rovidebb is lehet az egységnél, akkor folytonossagi meggondolés alapjan
a modell vizsgalt élhossza felveszi valamely paraméterértékre az egységnyi hosszusagot, ¢és
ilyenkor intervallumfelezd eljarassal tetszOleges pontossdggal megkaphatjuk ezt a
paraméterérteket.
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2. abra. Pisze kocka modellezése kocka lapjainak Kkifelé torténd eltolasaval és forgatasaval

Azonban egynél tobb paraméter hasznélata esetén mar nem ilyen egyszerii a helyzet. A pisze
kocka esete mutatja ezt: azt ugy is lehet modellezni, hogy egy kocka mindegyik lapjat a
testkdozéppontbol a lapkdzéppontra allitott merdleges félegyenes iranyaban kifelé toljuk
egységesen ugyanakkora tavolsaggal, és e merdleges félegyenesek, mint tengelyek koriil
ugyananakkora szoggel el is forgatjuk az eltolt lapokat (ugyanolyan iranyitassal). Megfeleld
eltolasi tavolsag, és megfeleld forgatasi szog esetén a keletkezett 6 transzformalt négyzetlap
konvex burka a pisze kocka, amelyet a négyzetlapokon kiviil csupa szabalyos haromszoglap
hatarol (1d. a 2. abrat). De a két paraméternek (forgatasi szog, eltolasi tavolsag) az értékét jol
kitalalni, megkozeliteni eléggé nehézkes, €s az sem latszik rogton, hogy léteznek olyan
paraméterértékek, amikor minden haromszoglap szabalyos. Tehat kedvezébb csupan egyetlen
paraméter hasznalatara szoritkozni (Id. az 5. fejezet végén a pisze kocka egyparaméteres
modellezésének leirasat).

3. Johnson-poliéderek

Szabalyos testek azok a konvex poliéderek, melyeknek lapjai egybevagd szabalyos
sokszogek, és csucsai ,,egyformak” (azaz egy csucsat at tudjuk vinni barmelyik masik cstcsaba
olyan egybevagosagi transzformacidval, amely a poliédert Onmagaba képezi le). Az
arkhimédészi testek ennek altalanositasai, ezeknél nem koveteljik meg, hogy egybevagok
legyenek a lapok, kiilonbozd oldalszamt szabalyos sokszogek is lehetnek (a szabélyos
sokszoglapokbol allo egyenes hasabok és antiprizmak végtelen elemszamu csaladjait nem
szokas az arkhimédészi testek kozé sorolni), 1d. [2], [3]. A szabdlyos testek és arkhimédészi
testek, szabalyos prizmdk, szabélyos antiprizmdk egyiitt alkotjdk a konvex wuniform
poliédereket, melyeknek barmely két cstcsukhoz talalhatd a térnek olyan egybevagosaga,
amelyik az egyik csticsot atviszi a masikba, mikdzben a poliédert onmagaba képezi le, 1d. [1].

A Johnson-poliéderek azok a konvex nemuniform poliéderek, melyeknek minden lapjuk
szabalyos sokszog (1d. [1], [8], [10]). Hasonlosag erejéig 5 szabdlyos test létezik, 13
arkhimédészi test van, és 92 Johnson-poliéder (ezek J1-J92 sorszamokkal ellatottak a
szakirodalomban, a konnyebb hivatkozas végett).

A szabdlyos testek, és két kivétellel az arkhimédészi testek is modellezhetdk euklidészi
szerkesztéssel (és persze a szabalyos sokszdgoldalakkal rendelkezd egyenes hasabok, és az
antiprizmak is). A két kivétel a pisze kocka és a pisze dodekaéder.

A legtobb Johnson-poliéder eldallithatd arkhimédészi testekbdl, hasabokbol és
antiprizmakbdl geometriai alapmiiveletekkel (csucsok altal meghatarozott sikkal valo szelés,
kozos lap mentén egyesités). A kivételek az un. elemi Johnson-poliéderek, amelyek a J84-J92
poliéderek. Ezeket szokéds a Johnson-poliéderek koronaékszereinek is nevezni, mivel sokkal
kiilonlegesebb az alakjuk a tobbinél. Ezek koziil is a J84-86 és J88-J90 Johnson-poliéderek (6
darab) az igazan érdekesek szamunkra, mivel a J87 megkaphato a J86 poliéderbdl, ha gulat
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allitunk az egyik négyzetlapjara, a J91 ¢és] 92 poliéderek pedig az ikozidodekaéder
(arkhimédészi test) megfeleld feliiletdarabjainak felhasznalasaval konnyen megszerkeszthetdk.

A J84-J86 ¢és a J88-J90 poliéderek, valamint a pisze kocka és a pisze dodekaéder esetén,
azok 2 élhosszu megadasakor (ahogy ez a szakirodalomban talalhatd) vannak olyan csticsparok,
melyek tdvolsaga olyan, a 4 alapmiiveletet €s esetleg gyokvonast tartalmazé képlettel adhato
meg, amely tartalmazza egy legalabb harmadfoku, a racionalis szamok testje felett irreducibilis
polinom gyokét is, a racionalis szamok mellett, melyet nem lehet kiejteni a képletbdl ekvivalens
atalakitasokkal (1d. [2], [3]). Azokban az esetekben, amikor ennek a polinomnak fokszama nem
kettOhatvany, akkor rogton adodik, hogy a poliéder nem szerkeszthetd (1d. [1]), amikor azonban
kettGhatvany (ez a J86 és J88 poliéderek esetén all fenn), akkor tovabbi meggondoldsok
sziikségesek ahhoz, hogy belassuk ezeknek a tdvolsagoknak a nemszerkeszthetoségét, és igy a
hozzajuk tartoz6 poliédereknek is a nemszerkeszthetdségét. A J86 Johnson-poliéder esetében
talalhato két olyan csucs, melynek tavolsaga egy negyedfoka p(x) polinom r; gydkének a
kétszerese, és p(x) kobos rezolvensét vizsgalva kijon, hogy annak nincs racionalis gyoke, ezért
r; nem szerkeszthetd (1d. [8], [9], [10]). A J88 Johnson-poliéder esetében pedig talalhatd két
olyan csucs, melynek tavolsaga egy 16-odfokt q(x) polinom r, gyokének a négyszerese,
amelyrdl sejthetd, hogy nincs szerkesztheté gyoke (mdar csak azért is valdszinii ez, mert ha
ilyesmi ismert lenne, akkor a szakirodalomban gyokds képletekkel adnak meg a J88 poliéder
csucsainak a koordinatait, de jelenleg nem ez a helyzet), am a szerz6 jelenleg nem tudja igazolni
a nemszerkeszthetdséget, igy a J88 Johnson-poliéder nemszerkeszthetdségét csak sejti (1d. [6],

(8], [10).

4. A Sphenocorona (J86) modellezése

Ebben a fejezetben leirjuk a J86 poliéder szamitdégépes modellezésének a 1épéseit. A két
szomszédos egységnyi élhosszu négyzetlap hajlasszogét valasztjuk a modell a paraméterének.
Megszerkesztiink egy fiiggdleges helyzetli egységnyi €lhosszll négyzetet, €s azt a fels6 4,4,
¢le, mint tengely koriil elforgatjuk mindkét iranyba a/2 nagysagi szoggel. A By, 44, Cq
csucsok a két négyzetlap unidjanak egyik felén helyezkednek el.

3. abra. A sphenocorona (J86) szerkesztése

4. abra. Sphenocorona (J86)
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Szerkessziik meg azt a D; csucsot, amely egységnyi tavolsagra van ettdl a harom cstcstol. Ez
harom egységgdmb metszéspontja lesz (az a metszéspont a két lehetdség koziil, amelyik a
konvex poliéder csucsa lehet). Mivel tipikusan nincs hdrom alakzat metszéspontjara parancs a
dinamikus geometriai szoftverekben, el6észor két gomb metszésvonalat, azaz egy korvonalat
készitsiink, majd azt messiik el a harmadik gombbel (egy masik alternativa, hogy egy masik
godmbpar metszésvonalat — ami szintugy kor — is elkészitjiik, és a két kdrvonal metszéspontjai
kozil valasztjuk ki a megfeleld D; pontot). A B,, A,, C, atellenes csticsharmashoz hasonldéan
szerkessziik meg a D, cstcsot. Ezutan a B,, By, D; csucsharmashoz szerkessziik meg azt az E;
csucsot, amely egységnyi tavolsagra van ett6l a harom csucstol, végil a Dy, 44,4,
csticsharmashoz szerkessziik meg az ezektdl a csucsoktol rendre egységnyi tavolsagra levd F;
csucsot. Ezzel elkésziilt a poliédermodell 10 csticsa. Az egyes csticsok szerkesztésekor sziikség
esetén az a paraméter értékén (amely a két négyzetlap altal bezart sz6g) modositanunk kell,
hogy a harom godmb metszete ne legyen lires halmaz (azaz két gdomb metszésvonala — ami kor
— belemessen a harmadik gombbe). A két lehetséges metszéspont koziil mindig azt kell
kivalasztanunk a poliéder csucspontjanak, amelyik biztositja azt, hogy konvex poliédert
kapjunk. A szerkesztés menete a 3. abran kdvethetd végig, ahol a D; csucs kétféleképp torténd
szerkesztését illusztraltuk, valamint a poliéder csucsainak a szerkesztésbeli jelolésekkel torténd
felcimkézése lathato. A J86 poliédert pedig a 4. abra illusztralja.

A csucsok szerkesztése kozben, akar az egyes csucsok elkésziilte utan rogton elkészithetjiik
az ezekre illeszkedé olyan haromszoglapokat, melyeknek az Osszes csiicsa mar meg-
szerkesztett. A poliédermodelliink mindegyik éle egységnyi hosszisagu, kivéve az E; F; élt, és
igy a modell mindegyik hiromszdglapja szabéalyos haromszog, kivéve a D E F; és D,E;F;
haromszoglapokat.

Ugy is felfoghatjuk ezt a modellt, hogy nem egy egész poliéderfeliiletet tekintiink, hanem a
D,E F, és D,E,F; lapokat és az E;F; élt kivesszilk a modell poliéderfeliiletébdl: ekkor a
virtualis modelliink megfelel egy olyan valésagos modellnek, amelyben a két négyzetlap és a
maradék tiz haromszoglap merev lemezek, és a kozos éleiknél csuklosan csatlakoznak
egymashoz. Ennek a csuklos szerkezetnek a konvexitas feltétele melletti lehetséges mozgésait
adja a paraméteres modelliink.

Az a paraméter értékének valtoztatdsakor a modell alakja valtozik, méghozza ugy, hogy
amikor a értéke novekszik, akkor az E;F; élhossz is novekszik (a értéke persze csak egy
bizonyos intervallumon beliil valtozhat, hogy a kordbban szerkesztett csucspontok, melyek
rendre harom gomb metszéspontjai, 1étezzenek). Mivel van olyan a paraméterérték, melyre az
E.F; élhossz egységnél rovidebb, €s van olyan a paraméterérték is, melyre az E;F; €lhossz
egységnél hosszabb, ezért folytonossagi meggondolasok alapjan kell, hogy legyen (egyetlen)
olyan a paraméterérték, melyre E;F; élhossza pontosan egységnyi. gy a értékének egy jo
kozelitését megkereshetjiik intervallumfelezési eljarassal ugy, hogy az E;F; élhossz az
egységtol legfeljebb adott hibakorlaton beliil essen, persze a szoftveres korlatokat is figyelembe
véve.

A paraméteres poliédermodellt GeoGebraval és Cabri 3D szoftverrel is elkészitettiik (1d.
[51, [7]). Mindkét szoftvernél meg lehetett mérni az E; F; élhosszt nagy pontossaggal. Az a
sz0g értékét GeoGebra esetében csuszkaval vettiik fel, ahol a 1épéskoz befolyasolta az egérrel
torténd grafikus paraméterbedllitds finomsagat, de parancssorban barmilyen paraméterértéket
fel lehetett vinni, igy az intervallumfelezésnél nagy pontossagot (14 tizedesjegynyit) lehetett
elérni nem tul sok 1épésben. A Cabri 3D szoftver esetében egy koriven mozgd pont befolyasolta
a sz0g nagysagat, itt 2 tizedesjegynyi pontossagot lehetett elérni.
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5. Tovabbi nemszerkeszthet6 Johnson-poliéderek modellezése

Ebben a fejezetben vazlatosan ismertetjiik a J84, J85, J87, J89, J90 nemszerkeszthetd
Johnson-poliéderek szamitogépes modellezésének menetét, valamint a J89 Johnson poliéder
(amely valosziniileg nem szerkeszthetd, amint azt a 3. fejezetben részleteztiik) szamitogépes
modellezésének a menetét is. Ezeket a modelleket is GeoGebraval és Cabri 3D szoftverrel
készitettiik el (1d. [5], [7]).

A kibdvitett sphenocorona (J87) modellje (Id. 5. abrat) tigy késziil, hogy a sphenocorona
(J86) poliédermodell egyik négyzetlapjat 4 darab szabalyos haromszoglappal kicseréljiik tigy,
hogy konvex poliédert kapjunk (szemléletesen: egy négyzet alapti szabalyos gulaval
kiegészitjiik a J86 poliéder modelljét).

5. abra. Kibévitett sphenocorona (J87) egy nézete, és pisze disphenoid (J84) két nézete

Egy konvex poliéder két €lét antipodalisnak (mdas szoval ,atellenesnek™) nevezziik, ha
1étezik két olyan parhuzamos sik, melyek kdzrezarjak a poliédert, a belsejébe nem metszenek
bele, és a két ¢lbdl egyet-egyet a parhuzamos sikpar kiilonb6z6 elemei tartalmaznak.

A pisze disphenoid (J84) paraméteres modelljében két szomszédos egységnyi élhosszi
szabalyos haromszoglap ( A;A,B; és A;A,C; ) hajlasszogét valasztjuk a modell «
paraméterének. A modellben a két haromszoglap kozos A1 A, éle lesz az egyik olyan él, amely
4 fokszamu csucsokat kot 0ssze (azaz 4-4 €l fut Ossze az él végpontjaiban). A tdbbi csucsot
(amelyek a Dy, Dy, E;, F; pontok) gombharmasok metszéspontjaiként szerkeszthetjilk meg, a
J86 poliéder modelljének ugyanilyen jeldlésii csucsaihoz hasonléan. Ebben a modellben az élek
koziil egyediil az A; A, éllel atellenes E; F; €l hossza valtozd. Az 5. dbran két nézete is lathato
a J84 poliédernek (a csucsok felcimkézése helyett a lapok szinkddolasat valasztottuk: sarga,
rozsaszin, kék sorrendben készithetdk el a lapok az ujabb és ujabb csiicsok megszerkesztése
utan, a végén a zold lapok kozrezart élének hossza fligg az a paramétertdl, azt kell beallitani
megfelelden a J84 Johnson-poliéder modelljének elkészitéséhez). A soron kovetkezd Johnson-
poliéderek abraindl is hasonl6 szinkddolast hasznaltunk.

A sphenomegacorona (J88) paraméteres modellje nagyon hasonlon késziil a J86
poliéderéhez: a két szomszédos egységnyi élhosszi négyzetlap hajlasszogét valasztjuk a modell
a paraméterének. A By, A4, C; és By, A,, C, cstcsok ugyantigy a négyzetlapok csucsai, €sD;, D,
ugyazon gombharmasok metszéspontjai. A By,D;,C;, és By, D,, C, csucsokhoz tartozd
gdmbharmasok metszéspontjai legyenek E; és E,. A D;,B;,B,, és D;,C;, C, csticsokhoz
tartoz6 gdomb-hadrmasok metszéspontjai legyenek F; €és G,. Az ¢élek koziil egyediil az A; A, éllel
atellenes F; G4 ¢l hossza valtozd a modellben.
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D

6 abra. Sphenomegacorona (J88) két nézete, és hebesphenomegacorona (J89) két nézete

A hebesphenomegacorona (J89) paraméteres modelljében harom egységnyi élhossza
négyzetlap csatlakozik egymashoz, a kozépsovel zarjon be a két sz¢€ls6é a szoget. A tobbi csucs
megfeleld6 gdbmbharmasok metszéspontjaként allithato eld. Az élek koziil egyediil a kozépso
négyzetlappal parhuzamos, négyzetlapokra nem illeszkedd €l hossza valtozé a modellben.

7. abra. Pisze négyzetes antiprizma (J85) harom nézete

A pisze négyzetes antiprizma (J85) modelljében egy egységnyi ¢lhoszu négyzetlapjaval
a szoget zarjon be a hozza k6z0os éllel csatlakoz6 4 darab szabalyos haromszdglap mindegyike.
A tobbi cstics megfeleld gombharmasok metszéspontjaként allithaté eld. Az atellenes
négyzetlap csucsai keriilnek utoljara megszerkesztésre, e négyzetlap oldalhossza valtozo, a
tobbi €l egységnyi hosszl a modellben.

k5

8. abra. Disphenocingulum (J90) harom nézete

A disphenocingulum (J90) két, egységnyi hosszl négyzetlap-parja a szoget zarjon be, majd
a két négyzetlap mindegyikéhez csatlakozo €lek atellenes csticsai keriiljenek megszerkesztésre,
végiil ezt a két kiilonallo részt ugy toljuk el a kozos szimmetriatengelylik irdnyaban, hogy a
négyzetlapokra illeszked6 és a két részt 6sszekotd (a 8. dbran kék) hdromszdgek szabalyosak
legyenek. Ekkor marad 4 egyenld hosszu ¢l a modellben, amely valtozé hossza.

Végezetiil megjegyezziik, hogy a pisze kocka és pisze dodekaéder arkhimédészi testek tigy
modellezhetok egy paraméteres modellel, hogy adott forgatasi szog esetén megszerkeszthetd
az az eltolasi tavolsag, hogy az eltolt, majd elforgatott négyzet- ill. Stszoglapokat egyenld
hosszisagu élek kossék Ossze (ennek megszerkesztéséhez az egyik elforgatott lap élének
felezomerdleges sikjat kell elmetszeni egy szomszédos elforgatott lap megfeleld csucsara
illesztett eltolasi vektor iranyu egyenessel).
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10. abra. Pisze dodekaéder paraméteres modellje a paraméter értékének beallitasa el6tt és utan

6. Oktatasi tapasztalat

Az Obudai Egyetem Ybl Miklos Epitéstudomanyi Kardn oktatott ,.Szamitogépes
térgeometriai modellezés” kurzus egyik témakore a poliéderek modellezése. A tapasztalatok
alapjan a hallgatoknak megfeleld ismereteik vannak az alaptestekrél (hasab, gula) és a
szabalyos testekrél. De tovabbi konvex ¢és nem konvex poliéderekrél, vagy azok
tulajdonsagair6l az ismereteik elég hidnyosak. A geometriai mdodszereket szivesen alkalmazzak
szamitogépes modellezés soran, és kedvelik a mozgd vagy mozgathatd modelleket. Amint a
hallgatok rajottek, hogy hogyan lehet harom gomb metszéspontjaként Gjabb és ijabb csticsok
megszerkesztésével elkésziteni az itt ismertetett nem négyzetes forgasszimmetridju
paraméteres poliédermodelleket, szivesen dolgoztak ki ezeket. Elnyerte a tetszésiiket, hogy
mindenféle matematikai szdmitasok nélkiil, elég pontos szdmitégépes modellt lehetett igy
késziteni ezekrdl az érdekes alaku Johnson-poliéderekrol.

Ko6szonetnyilvanitas.

Szeretném megkdszonni Németh Laszlonak, hogy lehetdséget biztositott ennek a
kéziratnak a megjelentetéséhez a Dimenziok — Matematikai kozlemények 2020-as kotetében.
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OSSZEFOGLALO. A dolgozatban elészor Macfarlane klasszikus M hiperbolikus
kvaternioit altalanositjuk és megkonstrualjuk az altalanositott hiperbolikus
kvaterniok Mg nem kommutativ és nem asszociativ algebrajat. Minden véges
dimenzids asszociativ algebra izomorf egy teljes matrixalgebra részalgebrajaval, de
az altalanositott hiperbolikus kvaterniok Mz algbrdja nem asszociativ. E probléma
megolddsara Zorn, M.A. definidlta a vektor-matrix struktarakat a split (hasitott)
oktoniok algebrajanak leirasara 1933-ban. A dolgozat utols6 fejezetében
megkonstrudljuk az Mg altalanositott hiperbolikus kvaterniok altalanositott

s

ABSTRACT. In the paper at first we generalize Macfarlane’s classical hyperbolic
guaternions M, and we construct the non commutative and non associative algebras
of generalized hyperbolic quaternions M,z . Any finite dimensional associative
algebra is algebrically isomorphic to a subalgebra of a total matrix algebra, but the
algebras of generalized hyperbolic quaternions M, is not associative. To overcome
this problem Zorn, M.A. defined the vector-matrix structures for description split
octonions algebra in 1933. In the last section of the paper we construct the
generalized vector-matrix representation of generalized hyperbolic quaternions
Myp.

1. Bevezetés

Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865) ir matematikus, fizikus és csillagasz 1833-ban
dolgozta ki a klasszikus komplex szamok C algebrdjanak a rendezett valds szamparokon
alapulo felépitését (HAMILTON 1834,1837). A komplex szamok hasznalata hatékony és
elegans modszert kinalt sikgeometriai problémak analitikus megoldasara. Hamilton ezért
kisérletezett a rendezett valos szdmharmasok algebrijanak kidolgozéasaval, ettdl remélte
ugyanis a sikbeli esettel analég mddon a térgeometriai feladatok eredményes, analitikus
modszerrel torténd targyalasat.

Csak 1843-ban ismerte fel, hogy céljat rendezett valos szamnégyesek segitségével érheti el
¢s sikeresen meg is alkotta a H valos kvaterniok nem kommutativ, de asszociativ algebrajat
(HAMILTON 1844,1847). Elete hatralevé részét a kvaternidelmélet minél teljesebb
kidolgozasanak szentelte (ROSENFELD 1997, WARD 1997).

A valés kvaterniok algebrajat Leonard Eugene Dickson (1874 — 1954) amerikai
matematikus altalanositotta 1912-ben (DICKSON 1912), vélhetden Joseph Henry Maclagan
Wedderburn (1882 — 1948) skot szarmazasti amerikai matematikus inspiraciojara, és bevezette
egy test feletti Hp 4ltaldnositott kvaternidalgebra fogalmat (JAFARI — YAYLI 2015). E
struktira részletes magyarnyelvii bemutatasat talalhatjuk pl. Péntek K. dolgozatdban (PENTEK
2018)
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A szintén skot szarmazast amerikai matematikus és fizikus Alexander Macfarlane (1851 —
1913) 1891-ben alkotta meg Hamilton klasszikus kvaternidinak mintajara a hiperbolikus
kvaterniok Ml nem kommutativ és nem is asszociativ algebrajat (MACFARLANE 1900).

Tudjuk, hogy minden véges dimenzios asszociativ algebra izomorf a megfeleléen valasztott
teljes matrixalgebra alkalmas részalgebrajaval, vagyis minden ilyen algebranak megadhatjuk a
matrix-reprezentacidjat. A nem asszociativ algebrdk azonban nem reprezentalhatok
matrixokkal. Max August Zorn (1906 — 1993) német szarmazasu amerikai matematikus 1933-
ban viszont sikeresen reprezentalta a split (hasitott) oktoniok nem kommutativ és nem
asszociativ algebrajat vektor-matrixok segitségével (ZORN 1931, 1933, KARATAS — HALICI
2018).

Ebben a dolgozatban a Dickson altal alkalmazott eljarassal analdg modon altalanositjuk a
klasszikus hiperbolikus kvaterniok M algebréjat és értelmezziik az altalanositott hiperbolikus
kvaterniok Mz struktirdjat, majd megvizsgaljuk algebrai tulajdonsagait. A dolgozat f6
eredményeként pedig megadjuk az M, nem kommutativ és nem asszociativ algebranak

2. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok

2.1. A Macfarlane-féle klasszikus hiperbolikus kvaterniok

Legyen {R, +,} a valos szamok teste a 0 Osszeadasi és 1 szorzasi neutralis elemmel. Ekkor az
M:={a+b-i+c-j+d-k: ab,c,d€eER;ijk&R} (1)

alaku kifejezéseket a klasszikus hiperbolikus kvaterniok halmazanak nevezziik, ha az {1, i, j, k}
kvaternidegységek eleget tesznek az aldbbi szorzasi szabalyoknak:

jrl1=j, 1-k=k-1=k
1, k%=1 2)

1-1=1, 1-i=i-1=i, 1-j
.2=
~k-j=i, k-i=—i-k=]

i?=1, j
i-j=—j-i=k, j-k=

Az M halmazban értelmezhetiink skaldrral val6 szorzast, 6sszeadast €s (2) felhasznalasaval
a szokasos algebraszerkesztés homogén és disztributiv szabalyait kovetve szorzast is (KANTOR
— SZOLODOVNYIKOV 1985) a kovetkezé6 modon. Tetszéleges

reR, a+b-i+c-j+d-ka+b-i+c-j+d -keM
esetén a skalarral valo szorzas:
r-(a+b-i+cj+d-k):=r-a)+@-b)-i+@-c)-j+@-d)k (3)
az Osszeadas:
(a+b-itc-j+d-k)+@+b'-i+c"-j+d k)= @)
(a+a)+b+b) i+ (c+c)-j+(d+d)-k
a szorzas:
(a+b-i+c-j+d-k)-(@+b-i+c-j+d -k):=
(ab'+b-a+c-d—-d-c")i+
(a-c"=b-d+c-a"+d-b)-j+
(a-d"+b-c"—c-b+d-a)k

(5)
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A hiperbolikus kvaterniok M halmaza a rajta értelmezett (3), (4) és (5) miiveletekkel egy
4-dimenzios, neutralis elemes, nem kommutativ és nem asszociativ algebrat alkot az R valos
test felett.

A hiperbolikus kvaternidkat bemutato6 elsd dolgozat 1900-ban latott napvildgot az alkotd
(MACFARLANE 1900) targyalasaban, de napjainkban is fontos eredményekkel gazdagodik a
téma szakirodalma (KOSAL 2018).

2.2. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok

L. E. Dickson klasszikus kvaterniok esetén alkalmazott modszerét kovetve (JAFARI-YAYLI
2015) most altalanositjuk a hiperbolikus kvaterniok fogalmat és megvizsgaljuk az igy nyert

struktara legfontosabb algebrai tulajdonsagait.
Az

Myp:={a+b-i+tc-j+d-k:abcd€eR;ijk&R} (6)
alaku kifejezéseket az altalanositott hiperbolikus kvaterniok halmazanak nevezziik akkor és

csakis akkor, ha az {1,i,, k} altalanositott kvaternidegységek kozott teljesiilnek az alabbi
szorzasi 0sszefliggések:

11=1 1li=i1=i 1-j=j-1=j, 1l-k=k-1=k
Z=a, 2= K =da-f )
i.j:—j-i:k} j-k:—k-j:ﬁ.i' k'l=_l k=aj,

ahol a, B € R rogzitett valos paraméterek.

Az Mg halmazban miiveleteket €rtelmezhetiink, skalarral valo szorzast és Osszeadast,
tovabba a (7) alapjan az algebraszerkesztés szabalyait alkalmazva még egy szorzast is a
kovetkezd modon. Tetszdleges

r€Ra+b-i+c-j+d-ka +b-i+c-j+d -ke€Mgy

esetén a skalarral vald szorzas:
r-(a+b-i+c-j+d-k):=(r-a)+@-b)-i+@r-c)-j+@r-d)k (8)

az Osszeadas:
(a+b-i+c-j+d-k)+@+b-i+cj+d k)=

(a+a)+Bb+b)-i+(c+c)j+d+d) k ©)

a szorzas:
(a+b-itc-j+d-k)y-(@+b-i+c-j+d k):=
(a-a'+a-b-b'+p-c-c"+a-p-d-d)+
(a-b'+b-a"+B-c-d—-p-d-c) i+ 9)
(a-c"=—a-b-d+c-a'+a-d-b")j+
(a-d"+b-c"—c-b+d-a)k
1. Tétel. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok M,z halmaza a rajta értelmezett (8),(9) €s

(10) miveletekkel egy 4-dimenzios, neutralis elemes, de nem kommutativ és nem asszociativ
algebrat alkot a valos szamok R teste felett.
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Megjegyzés. A (7) Osszefliggés 3. sorabdl kozvetlentil lathatd, hogy a (10) szorzas nem
kommutativ és nem asszociativ. Valoban, pl. i-j=k,j-i=—k, tehati-j#j-i, igy a
szorzas nem kommutativ altalaban. Masrészt, pl. (i-j) - j=k-j=—-B-i,i- (G -j)=i-B =
Biezért (i-j)-j#1i-(j-J),Iigyaszorzas nem asszociativ altalaban.

Specialisan, ha @ = = 1, akkor éppen M,z = M teljesiil.

Definicio. Aq:=a+b-i+c-j+d-k €Myp konjugaltjgnaqg =a—b-i—c-j—d-k€
Mg elemet értjiik.

2. Tétel. Ha r ER, q,q' € Mg, akkor a konjugalt képzésére érvényesek a kovetkezd
tulajdonsagok:

@) qg=q involutiv,
(b) W =r: C_[_ homogén,
(©) q+q = ‘Z +q' additiv,
(d) q'=q -q anti-multiplikativ.
3. Tétel. Hag =a+b-i+c-j+d-k e Mg, akkor érvényes a
qg-g=q-q=a*—a-b*—-B-c*—a-pf-d*€R

Osszefligges.

Definicio. Aq:=a+b-i+c-j+d-k €Mgygelem normdjan a
N(@):=a*—a-b*—B-c*—a-B-d*

valds szamot értjiik.

4. Tétel. Ha q, q’ € M, tetsz6leges elemek, akkor

(a) N(q) =N(Q) ,
(b) N(q-q') # N(q) - N(q') altalaban.

Megjegyzés. A normafiiggvény altalaban nem multiplikativ, ugyanis pl. N(i-j) = N(k) =
—a - B, masrészt N(i)  N(j) = (—a) - (—=f) = a-B,tehat N(i-j) #= N(i) - N(j).

Definicié. Haq=a+b-i+c-j+d-k,q'=a +b -i+c-j+d -k €Mgg, akkor e két
elem skalaris szorzatan a

(q’q,>;:a-a'_a-b.b’_ﬁ.C.C'_a.ﬁ.d_d/ER

valds szamot értjiik.

S. Tétel. A skalaris szorzat képzése egy M,z X Mg — R szimmetrikus bilinearis leképezes,
tetszéleges r € R, q,q',q" € M,z esetén

(@) (0.9)=4q",q) kommutativ,

(b) (r-q,9Y={(qr-q)=r-(q,q") homogén,

() (9,9 +49")=4q.9")+(qq") balrol disztributiv,
(d) (q+q.9")Y=(qq9")+(q'.q") jobbrél disztributiv.

Lathat6, hogy egy altalanositott hiperbolikus kvaterni6 norméja a skaléris szorzatbol
szarmaztathato, hiszen ha q € Mz, akkor a norma ¢€s a skalaris szorzat fenti értelmezese
szerint N(q) = (q, q) teljesiil.
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6. Tétel. Tetszéleges q=a+b-i+c-j+d-k,qd=a +b-i+c-j+d -ke€My
elempar skalaris szorzata eléallithat6 a kovetkezo

0 0 0\ /4

1
no_ 10 —a O 0 |\ [
(CI;CI > - (al b; C) d) O 0 _ﬁ 0 CI
0

0 0 —ap d’
alakban.

Megjegyzés. A 6.T. eldallitasabol jol lathato, hogy az @« = f = 1 esetén adodo klasszikus M
hiperbolikus kvaterniok egy Minkowski metrikaju algebrat alkotnak.

Definicio. Az R feletti A eqy alterndlo algebra akkor és csakis akkor, ha barmely x,y € A
esetén teljestilaz (x - x) y =x-(x-y)ésaz (x-y) -y = x-(y-y) azonossag.

7. Tétel. Az M,z algebra nem alternalo.

BizONYITAS. Egyrészt (i-i)-j=a-jési-(i-j)=i-k=—a-j,igy ((-i)j#i-({-j)).
Masrészt (i-j)j=k-j=—B-iési-(j)=i-B=L i,ezért(@-j)-j+i-(G-j). O
Definicié. Az R feletti, e neutralis elemes A egy kvadratikus algebra akkor és csakis akkor, ha
barmely x € A estén létezik olyan A, u € R, hogy x? = 1- e + u - x eldallitds adhaté meg.

8. Tétel. Az M,z egy kvadratikus algebra.

BIZONYITAS. Ha x =a+b-i+c-j+d-k € Mg tetszdleges, akkor az x> =A-1+4pu-

x egyenlet mindig megoldhat6 a A, u € R ismeretlenekre, s a megoldas:
A=—-a?+a-b*+pB-c*+a-f-d* é u=2-a,

ami az allitast bizonyitja. i

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti tételben szerepld x € M,z elemre teljesiil N(x) =

—A, tovabba t(x) = u, ahol t(x) éppen az x € Mg elemhez hozzirendelt vektor-matrix

nyoma (lasd alabb). Az Mg algebra kvadratikus voltat leir6 Osszefiiggés igy az x? =
—N(x) + t(x) - x, vagyis az x2 — t(x) - x + N(x) = 0 alakot &lti.

Megjegyzés. JOl ismert eredmény, hogy minden véges dimenzios alternalo algebra kvadratikus
(EBBINGHAUS ET AL. 1991), igy a fentiek szerint az M,z egy olyan R feletti 4-dimenzios,
neutralis elemes, nem kommutativ €és nem asszociativ algebra, amelyik kvadratikus, de nem
alternalo algebra.

2.3. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok vektorgeometriaja

Definici6. A gq=a+b-i+c-j+d -k €Myg tetszbleges altalanositott hiperbolikus
kvaternid valos részén (skalar rész) az

S(@):=a€eR
valos szamot, képzetes részén (vektor rész) pedig a

V(i@):=b-i+c-j+d-keR3
vektort értjiik.
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Definicio. Az Im(Maﬁ) 1= {0 +b-itc-j+d-kE€ Mlaﬁ} C Mg alaka altalanositott
hiperbolikus kvaterniokat tiszta képzetes kvaternioknak nevezziik.

Legyen q:=b-i+c-j+d-k , q:=b-i+c-j+d -keIlm(My) két tiszta
képzetes hiperbolikus kvaternid, akkor szorzatuk

q-q=—(—a-b-b'—B-c-c’—a-f-d-d)+
[((c-d' —d-c)-B-i+(@-b—=b-d)aj+(b-c"—c-b) k]

lesz, ez indokolja a kovetkezd kettds definiciot.
Definicid. Két tiszta képzetes hiperbolikus kvaterni6 skalaris szorzatan a
qgeq:=—a'b-b'—B-c-c'—a-p-d-deER
valds szamot, vektorialis szorzatan pedig a
gxq:=(-d-d-c)-B-i+db=b-d) aj+(b-c'—c-b) keR3
vektort értjiik.

Megjegyzés. Ekkor tehat érvényes a q - q' = —q o ¢’ + q X q' Osszefliggés. A tiszta képzetes
hiperbolikus kvaterniok o skalaris szorzata az altalanos hiperbolikus kvaterniok ( , ) skalaris
szorzatanak lesziikitése, vagyis ha q,q' € Im(Maﬁ), akkor g o q' =4(q,q’).

9. Tétel. A o: Im(Maﬁ) X Im(Maﬁ) — R skaldris szorzat egy szimmetrikus bilineéris
leképezés, tetszOleges r € R, q,q',q" € Im(MaB) esetén

(@) geq =q' °q kommutativ,

(b) (r-qQeq'=qo(r-q)=r-(qoq) homogén,

(c) qge (@ +q")=qeoq +qoq" balrol disztributiv,
(d) (q+q)eq' =qoq"+q oq”  jobbrol disztributiv.

10. Tétel. Az X: Im(MaB) X Im(MaB) - Im(Maﬁ) vektorialis szorzat egy anti-
szimmetrikus bilinearis leképezés, tetszbleges r € R, q,q’,q"" € Im(I\‘/[[aﬁ) esetén

(@ g’ xq = —q xq anti-kommutativ,

() (r-q)xq =qx(r-q)=r-(qxq) homogén,

) qx(@'+q")=qgxq +qxq" balrdl disztributiv,

(d (@+qg)xq"=qxq"+q xq" jobbrol disztributiv,

€ gxq=0
ahol0:=0-i+0-j+0-k€ Im(Maﬁ) a zérusvektor.
Megjegyzés. (iXj)Xj=kXj=—F-iésixX(jxj)=ix0=0, ezért (i Xj)Xj#iX
(j X J), vagyis a vektoridlis szorzat az I'm(M, ﬁ) halmazban altalaban nem asszociativ.

Definicio. Ha q,q',q" € Im(Maﬁ) , akkor ezen elemek ilyen sorrendben képezett
vegyesszorzatan a

q9'q":==(@%xq)°q" €R
valos szamot értjiik.
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11. Tétel. Ha q,q’, q" € Im(M,g), akkor
@  qq'q"=—a-p-det(q.q'q"),
(b) qq'q=(a%xq)oq=0,
) (@xqg)eq"=qo°(q xq'") (invariancia tulajdonsag).
Kovetkezmény. Ha q,q’,q" € Im(Maﬁ) , akkor qq'q" =q'q"q =q"'qq" (felcserélési
tulajdonsag).
12. Tétel. (GRASSMANN - azonossag, kifejtési tétel). Barmely a, b, ¢ € Im(M,p) esetén
érvényesek:
(axb)xc=—[(aoc)'b—(boc) al,
axX(bxc)=—[(aec)-b—C(aob)-c].

13. Tétel. (JACOBI — azonossag.) Barmely a, b, c € Im(MIaﬂ) elemekre érvényesek:

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0,
aX(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.

14. Tétel. (LAGRANGE —azonossag.) Barmely a, b, ¢, d € Im(MaB) elemek esetén érvényes:

(axb)o(cxd)=—|Z:2 Z:Z .

Specialisan, ha a = ¢, b = d, akkor igaz a
15. Tétel. (Specialis LAGRANGE - azonossag.) Barmely a,b € Im(Maﬁ) elemekre
érvényes:
(axb)o(axb)=—[(aca) - (bob)—(acob) (aob)].
Az X vektoridlis szorzas miivelet 10. Tétel. (e) tulajdonsdga, e miivelet nem asszociativ
tulajdonsaga és a 13. Tétel elsd Gsszefliggése alapjan érvényes a kovetkezd

16. Tétel. Az {Im(Maﬁ), +,><} algebrai struktira egy LIE algebra.

2.4. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok vektor-matrix reprezentacioja

Definici6. A Z(R) := {(A“ A1z
Az Ap

halmazat Zorn — féle vektor-matrixoknak nevezziik. A Z(R) halmazban miiveleteket

értelmeziink a kovetkez6 modon. Har € R, A, B € Z(R), akkor

a skalarral val6 szorzas:

A A r-A r-A
r-A=r-( 11 12)::( 11 12)1 11
Ayr Ay r-Ay; 1Ay (1)

): A1, A5, ER, Ay, Ay € ]RS} alaku hipermatrixok

az Gsszeadas:

A+ B = (All AlZ) + (Bll BIZ) .= <A11 + Bll A12 + BlZ), (12)

A21 AZZ BZl BZZ A21 + BZl A22 + BZZ

a Szorzas:
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A A B B
A*Bz(ll 12>*(11 12>:=
A1 A/ \Ba1 By

( Ay Bi1 +Aqp 0By A11°Byy + Byy s Ajp + Ay X 321)
Bi1 Az + Az - Byy — A1z X By Ay Byy + Ay 0 By '

(13)

E miveletek értelmezése soran az R, illetve az R® miveleteit, tovabba az Im(Maﬁ)
struktura o skalaris szorzasa és X vektorialis szorzasa miveleteit hasznaltuk fel.

17. Tétel. A Z(R) halmaz a (11), (12) és (13) miiveletekkel egy 8-dimenzids, neutralis elemes,
de nem kommutativ és nem is asszociativ algebrat alkot az R test felett.

Definicio. Jelolje Zy (R) azon specialis alakti Zorn-féle vektor-matrixok halmazat, amelyre
teljesiilnek az

A11 = AZZ =a€eR ¢és A12 = _A21 = (b, C, d) € RB
Osszefiiggések.

18. Tétel. A Zy(R) halmaz a (11), (12) és (13) miiveletekkel egy 4-dimenzids, neutralis
elemes, de nem kommutativ és nem is asszociativ részalgebrat alkot a Z(RR) algebraban.

19. Tétel. Az F:Mgp = Zy(R),
o a (b.c,d))
a+b-i+c-j+d kH(—(b,c,d) a

leképezés egy algebra-izomorfizmus, vagyis egy bijektiv és miivelettartd leképezés, amelyre
tetszéleges r € R, q,q’ € M esetén teljesiil:

@) F(r-q)=r-F(q) homogén,
(b) F(q+q)=F(q)+F(q") additiv,
(©) F(q-q)=F(q) *F(q") multiplikativ

Osszefiiggés.

A fenti tétel az M, algebra vektor-matrix reprezentacioja.
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Bikvadratikus interpolacio TIN feliiletmodellben
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OSSZEFOGLALO. A haromszogbazisu feliiletmodellek teszik lehetévé az eredeti
mérési pontokra illeszkedé interpolacidt, ha az alappontok nem raszter mentén
helyezkednek el a sikon, hanem szabalytalanul, véletlenszerien. Ha csak az
alappontokban ismert magassagot vessziik figyelembe, akkor kizarolag a
haromszogenkénti sikillesztés johet szoba, mint folytonos véges elem interpolacio.
Lokalis szélséérték (minimum vagy maximum) pontok keresésekor a sikillesztés
csak az alappontokban taldlhat extrémumot, a lefedd haromszdgeken beliil nem.
Ezen javitand6 olyan haromszogenként bikvadratikus  véges elem
feliiletinterpolaciot dolgoztunk ki, mely nemcsak az alappontokra illeszkedik,
hanem bizonyos parcialis derivaltakra is, és folytonos a hatarolé éleken. A
megvalositashoz kétféle becslést hasznaltunk a parcialis derivaltak kiszamitasahoz.

ABSTRACT. Biquadratic interpolation in TIN (triangulated irregular network)
surface model — Triangle-based surface model allows interpolation to the original
measurement points in case they are not on the raster, but the measured base points
are randomly (irregularly) distributed. If in the modelling only the elevation of base
points are taken into account, then the interpolation surface can be generated by
triangular element interpolation exclusively. It is a well-known fact that local
extrema for the surface generated by triangular faces are located at the vertices of
triangular faces. In order to improve the position of the local extrema a smooth
surface have to be generated with a surface-fitting technique, using biquadratic
interpolation. The smooth fitting of biquadratic local surfaces along the edges is
realised using an adequate estimation for the partial derivatives at the base points.
Here is a short summarization about the article in English language.

1. Bevezetés

Szabalytalan alappont-halozat esetén haromszogbazisu (TIN) modelleket [1] hasznalunk
feliilet-interpolaciora, ami alapja pl. a felszin-dbrdzolasnak [2], a teriilet, illetve
térfogatszdmitasoknak [3], a lejtési irdny meghatdrozasanak [4]. Az alappontok szamanak
ésszerli csokkentésével [5] kisebb tar és idéigényli — de kevésbé pontos - TIN modellek is
levezethetdk [6], illetve az egyszerlibb kezelhetdség érdekében racsbazisu modellre is
attérhetiink [7].

A legegyszeriibb TIN bazisi véges-elem approximdacio a sikillesztés (z = ag + a.x +
a,y), ahol a harom cstucspontban csak a magassagi illeszkedést irjuk el6 a paraméterek
(ay, a4, a;) meghatarozasdhoz. A masodfoku (bikvadratikus) polinomnak hat ((1) képlet), a
harmadfoku (bikubikus) polinomnak pedig tiz [5] paramétere van. Magasabb foku polinom
becslésekhez viszont legalabb annyi feltételi egyenletet kell felirni, ahdny paraméter van, ezért
a magassagi illeszkedésen tul tovabbi feltételekre van sziikség [8]. Tovabba természetes igény,
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hogy a haromszogeken definialt becsld fliggvények folytonosan kapcsolddjanak egyméshoz,
aminek sziikséges feltétele a paraméterek ¢és a fiiggetlen illeszkedési egyenletek szamanak
egyezese.

Ha TIN modelliinkben lokalis sz¢élséértéket (minimum vagy maximum) keresiink, akkor a
sikillesztés csak az alappontokban talalhat extrémumot, a lefedé haromszogek belsejében nem.
Ezen javitanddé olyan haromszogenként bikvadratikus véges elem feliiletinterpolaciot
dolgoztunk ki, mely illeszkedik az alappontokra, és folytonos az élek mentén. A
megvalositashoz kétféle becslést hasznaltunk a parcialis derivaltak kiszdmitasahoz.

2. Bikvadratikus interpolacio

Ilessziink haromszdgenként egy
p(x,v) = ag+ a;x + a,y + azxy + a,x? + agy? (1)

alaki masodfoka polinomot a feliiletre. A p(x,y) becsld polinom meghatirozasahoz
haromszogenként csak harom magassagi illeszkedési feltételt tudunk felirni:

z; = Ao+ a1x; + ay; + azx;y; + agx? +asy?i=1,2,3 2)
Ha a haromszdg csticspontjaiban a feliilet normalvektora vagy gradiense ismert, tehat pl. a
PID = (i yi) &5 I = (3, 7,),0 = 1,2,3 parcidlis derivaliak ismertek, akkor

pontonként tovabbi két illeszkedési egyenletet irhatunk fel:
Px(X,¥i) = a1 + azy; + 2a4%;, py(x,¥) = az + azx; + 2asy; =123 (3)

A (3) képletek 6 egyenlete most 5 paramétert tartalmaz, ezért a feliiletelemek illeszkedése
nem biztositott. Ha figyelembe vessziik a (2) feltétel is, akkor 9 egyenletet kapunk, melyhez 6
paraméter tartozik, ami nem biztositja a feliiletelemek pontos illeszkedését. Ha bikubikus
(harmadfoku) interpolaciot alkalmazunk, az eldbbiekhez hasonloan 9 illeszkedési egyenletiink
lesz 10 paraméterrel, ami nem vezet egyértelmii megoldashoz. Annak érdekében, hogy
egyértelmilen megoldhaté egyenletrendszerhez jussunk, feltételi egyenleteket irunk fel a d; ;

iranymenti derivaltakra vonatkozolag. Jeldlje t; ; = / (x; — x;)? + (y; — y:)? az i és j pontok
tavolsagat, akkor:

dij = Px (X, i) cosa + py(xi;yi) sina, (4)
ahol

sina = (y] — yi)/ti,j éscosa = (XJ - xi)/ti,j . (5)

Minden haromszog élnek csak az egyik végpontjaban irjuk fel az irany menti derivalt
illeszkedését:

dij=ajcosa+asina + az(y; cosa + x;sina) + 2a,x; cosa + 2asy;sina, (6)

ahol d; ; értékét a 3. fejezetben ismertetett valamelyik becslési eljarassal adjuk meg. A (2) és
(6) feltételek 6 egyenletbdl allo 6 ismeretlent tartalmaz6 egyenletrendszerhez vezetnek, ezért
egyértelmiien meghatarozottak az (1) képlettel megadott feliilet paraméterei, amennyiben a
feltételi egyenletek fliggetlenek. Ez belathatd az egyenletrendszer matrixanak vizsgélataval,
melynek tobboldalas levezetésétdl most eltekintiink, tovabba igazolhatd, hogy a rendszer
determinansa csak akkor lesz nulla, ha a haromszo6g harom cslicspontja egy egyenesre
illeszkedik, vagyis a v;(x;,y;, 1), i = 1,2, 3 vektorok nem fiiggetlenek. Ha a haromszog egy
¢lére sziikitjiik az (1) becslést, akkor ott egy 3 paraméteres egyvaltozdés masodfoka polinomot
kapunk, mely (2) miatt illeszkedik az €l végpontjaira, illetve (4) miatt az egyik végpontban az
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iranymenti derivalt az ¢l meredekségét irja el6 — a feltételek és a paraméterek szadma
megegyezik, ezért a masodfoki polinom egyértelmiilen meghatarozott. Szomszédos
haromszogek kézos €lén ugyanazon egyvaltozos polinom-szikitéshez jutunk, ha biztositott,
hogy az iranymenti meredekséget mindkét haromszdg ugyanazon csucspontjaban irtuk elé. Ez
elérhet6 pl. gy, hogy mindig a kisebb azonositoji ponttél a nagyobb azonositoju pont felé
mutatd iranyt (i < j) vesszik figyelembe. A fentick miatt az él-szomszéd haromszogek
feltiletbecslésének masodfoku hatargérbéje a kozos élen egybeesik, ezért a (2) és a (6)
feltételeken alapuld véges elem interpolacié a haromszdghaldban mindeniitt folytonos lesz.

3. A gradiens vektor becslése az alappontokban

Ha mérési pontonként csak a magassagok ismertek, de a magasabb rendi
feltiletinterpolaciohoz sziikség van az alappontokban a feliilet gradiensének ismeretére, akkor
a kovetkezoképpen jarhatunk el:

Ha haromszogenként az alappontokra sikot illesztiink, vagyis egy z(x,y) = ay, + a;x +
a,y bilinearis fliggvényt, akkor a haromszoghdz tartozé gradiens vektor komponensei
Vz(x,y) = (a;,a,) . Nekiink viszont nem egy haromszoghéz, hanem egy Py(xq, Vo)
alapponthoz rendelt (becsiilt) gradiensre van sziikségiink, de erre a pontra a haromszoghalod
tobb haromszoge is illeszkedik - jeldlje szamukat m, és teljesiiljon m > 3. A legegyszeriibb
becslés az alappontra illeszked6 haromszogek gradiensvektorai atlaganak valasztdsa:

1 1
Pxo = gZ}nﬂ aij, Pyo = EZT:l azj (7)

A tovabbiakban megadunk egy masik becslési eljarast a Py(xg,y,) alapponthoz tartozé
gradiensre vonatkozdlag. Ehhez feltételezziik, hogy az (a,j, a,;) gradiens csak a j — dik
héromszdg (xs;,Vs;) stlypontjdban érvényes. Becsiiljiik bilinearis regresszioval a gradiens
komponenseit Py-ban:

Px (X0, Y0) = Ay + byXo + Yo py(xO: Yo) = ay + bny + CyYo (8)
Az (xsj,ysj) sulypontokra vonatkozo illeszkedési feltételekkel hatarozhatjuk meg a (8)

képlettel megadott (py,p,) gradiens bilinedris becslésének (ay, by, cy) illetve (a,,by,cy)
paramétereit:

A1j = Ay + byXs; + CxYsjy Az = ay +byxsj+¢yygj, j=1,...,m 9)

A (9) szétvilaszthatd egyenletrendszer (8) megoldasa az (a,;, a,;) gradiensek stlyozott
atlaga lesz, mert a két linearis egyenletrendszer alapmatrixa megegyezik, mindkét matrix j —
dik sora (1, xs;, ys;) alaka. Természetesen a (7) becslés is az (aj, a,;) gradiensek egyensilyu
atlaga volt.

4. Lokalis szélsoérték keresés a bikvadratikus interpolaci6 alapjan

A (2) és (6) feltételek alapjan illessziink (1) egyenlettel megadott bikvadratikus becslést a TIN
modell minden haromszogére. Lattuk, hogy a becslés folytonossadga a haromszdg ¢lek mentén
biztositott, és az (1) egyenlettel megadott masodfoku feliiletnek nemcsak a haromszog
csucspontjaiban lehet lokalis szélséértéke (1. dbra). A tovabbiakban meghatirozzuk ezen
lokalis szélséérték helyét. Az (1) becsld fiiggvény elsé rendl parcialis derivaltjainak (xq, yo)
gyoke (8) képletek alapjan szamithatd, ami a sz€lséértékhely meghatdrozasanak sziikséges
feltétele:
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azaz—2a,as aia3—2a,0a,
Xo = z 0 Yo~ 2 (10)
4asas—az 4azas—asz

A sz€lsoérték 1étezésének elégséges feltétele, hogy a
Dax (X0, Y0)Pyy (X0, Y0) — Dy (X0, ¥0)? > 0 feltétel teljesiiljon, ami ebben az esetben a:
4asas — a3 >0 (11)

feltételhez vezet, ebbdl adodik, hogy a (10) képletek nevezdje nem lehet 0. Mivel p(x, y) becsld
fliggvény lokalisan csak a haromszogon értelmezett, ezért nem csak azt kell ellendrizni (11)
alapjan, van-e sz¢lséérték az (x,, yo) pontban, hanem azt is, hogy az (x,, y,) pont belsé pontja-
e a haromszdgnek. Ha igen, akkor az a, paraméter eldjelének vizsgalatdval eldonthetd, hogy
p(x, y) becsl fliggvénynek lokalis minimuma vagy maximuma van-€ az (x,, Yo) pontban. Ha
a, < 0, akkor (xq, yo) lokalis maximum pont, ellenkez6leg lokalis minimum pont. A feliilet
globalis szélséérték pontjat ezutdn a véges sok lokdlis szélséérték nagysaganak
Osszehasonlitasaval kapjuk. Ha a p(x,y) feliilet-becslésnek (x,, yy)-ban nincs szélséértéke,
vagy (xg,Yo) nem belsd pontja a haromszognek, akkor még lehet lokalis szélséérték a véges
értelmezési tartomany (a haromszog) hataran. A haromszoget harom egyenes szakasz hatarolja,
melyeken az (1) kvadratikus becslés parabola ivekre esik szét. Tegylk fel, hogy P; =
(x1,¥1,21) és P, = (x3,¥,,Z,) pontok egy olyan haromszog oldalélét feszitik ki, ahol a felszin
becslését az (1) képletit p(x, y) bikvadratikus polinom szolgaltatja, melyre a (2) feltételek miatt
természetesen teljesiil p(x1,y1) = z1, és p(xy, y2) = Z,. Legyen Ax = x, - x;, Ay =y, - y;
¢és Az = z, - z;, akkor a P; P, egyenes egy paraméteres eléallitasat az

x(t) = x; + (Ax)t, y(t) =y, + (Ay)t és z(t) =z, + (A2)t (12)

képletek szolgaltatjak, ahol x(0) = x;, x(1) = x,, y(0) = y;, y(1) = y, teljesil. A felszint
becslésére elballitott p(x, y) polinomnak a haromszog P, P, oldalara korlatozott alakja:

p(t) = p(x(®),y(t)) = z; + (@ A% + a,Ay + a3 (x;Ay + y1Ax) + 2a,x,Ax + 2asy,Ay)t +
+(azAxAy + a,(Ax)? + as(Ay)?)t>.
p(0) = z; és p(1) = z, feltételek alapjan, illetve némi atalakitas utan kapjuk:
p(t) = z; + (A2)t + (azAxAy + a,(Ax)? + as(Ay)?)(t? — t), ami (12) alapjan atirhato:

p(t) = z(t) + (azdxAy + a,(Ax)* + as(8y)*) (t — 1)t (13)
alakba. Ez alapjan kozvetleniil leolvashaté a p(t) becslésnek a z(t) egyenestdl valo eltérése:
p(t) — z(t) = (azdxdy + ay(Ax)* + as(Ay)*) (t — Dt (14)

A szakasz végpontjaiban (ahol t = 0 illetve t = 1) a (14) eltérés természetesen nulla. (13)
Osszefliggés alapjan:
p'(t) = Az + (azAxAy + a,(Ax)? + as(Ay)?)(2t - 1).
A p(t) fiiggvény szélsoértékét derivaltjanak t, gyokében talaljuk:
1 Az
to = 2 (1 - azAxAy + as(Ax)? + a5(Ay)2)'

(15)

Minket csak a P; P, szakaszra es6 szélsoértékek érdekelnek, ezért, haa 0 < t, < 1 feltétel
teljesiil, akkor a széls6érték helye és értéke a P(x(ty), y(ty), p(ty)) pontban lesz:

xo = X1 + (AX)ty, Yo = y1 + (AY)to, 2o = 23 — t§(azAxAy + a,(Ax)* + as(Ay)?)
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1. abra. Bikvadratikus feliilet globalis és lokalis szélsoérték pontjai (kék — min, piros — max)

Az 1. abran egy forgasi parabola szintvonalrajza, illetve egy ra illesztett haromszdgon talalhato
extremalis pontok vannak feltlintetve.

5. Egy kvadratikus spline interpolacio levezetése

Lattuk, hogy az (1) bikvadratikus becslésnek egy szakaszra vonatkozo (13) megszoritasa
tulajdonképpen a (16) képletti g(t) fiiggvény, amit a szakasz P;(t;, m;) végpontjaival (i =
1, 2) és az egyik végpontban a derivalt (meredekség) Q;(t;, d;) értékével adunk meg:

g(t) = a+ bt + ct? (16)

Tehat a (16) masodfoki becsld polinom harom paraméterének egyértelmi
meghatarozasahoz (17) négy illeszkedési feltételébdl hasznaljuk fel az els harmat:

a+bt; +ct? =my a+bt, +ct? =m,
b + 2Ct1 = d1 b + 2Ct2 = dz (17)

A (18) képletek hatarozzak meg a parabola (a, b, c) paramétereit a (17) illeszkedési
egyenletek alapjan az (my,m,,d,) feltételeket kielégitéen, majd a kapott megoldast
behelyettesitjiik az illeszkedési feltételek utolso (d,) egyenletébe:

_ tft2d1+t%m2—t§t1d1—2t1t2m1+t§m1 b - t%d1+2t1m2—t§d1—2t1m1 _ t1d1+m2—t2d1—m1
(t1—t2)? ’ (t1—t2)? ’ (t1—t2)?
my—m
dy— b —2ct, = dy +d, — 2727 (18)
2 2 1 2 r—

Lathato, hogy az igy kapott kifejezés akkor lesz nulla (ekkor a negyedik, (d2) illeszkedési
egyenlet az (mq,m,, d;) illeszkedési egyenletek kdvetkezménye), ha a derivaltak atlaga
egyenld az ismert fliggvényértékekbdl szamolt differencia—hadnyadossal, vagyis:

di+d; _ mp-my
2 ty—tg

(19)

Tehat egy folytonos és folytonosan differencidlhatd kvadratikus spline interpolaciéhoz
juthatunk ugy, hogy csak egy alappontban (pl. peremértékként) irjuk eld a derivaltat, a tobbi
alappontban pedig szomszédrol szomszédra ugralva a (19)-bdl levezetett (20) képlet alapjan
indukcioval szamitjuk a derivaltak megfeleld értékét. Ez a derivalt-becslés biztositani fogja azt,
hogy szakaszonként a (17) illeszkedési egyenletek alapjan felirt (16) kvadratikus becsld
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polinomok (21) egyiitthatokkal szdmitott megoldasai folytonosan ¢és egyszer folytonosan
differencialhatoan kapcsolodjanak egymashoz a P; alappontokban.

2 2 2 2
_ o Miy—my _ titipadittimiy g —ti tidi—2titi  my+ti  m;
dig1 =2——————d; a; = i) (20)
i+1 i i i+1
2 2
b, = tidi+2timigq—ti,,di—2t;m; _ biditmiy—tip,di-my . 1 1 21
i = — > ,Ci = > ,2.=1,...,n— ( )
(ti—tiv1) (ti—ti+1)

A 2. 4bran ugyanazon pontsorozatra illesztett, kezdé meredekségiikben eltéré spline
fiiggvények lathatok.

14
12

10

0 2 4 6 8 10 12

pontok —1=1 di=3 — d1=0

2. abra. A kezd6 meredekség hatasa a spline-interpolaciéra

A (19) képlet segitségével egy masik interpolacios feladat megoldasat is levezethetjiik.
Tegyiik fel, hogy a keresett fliggvény Q;(t;, d;) derivaltjait az 6sszes alappontban ismerjik,
viszont peremfeltételként csak egy pontban ismert a P; (t1, m,) fliggvényérték. Keressiik tehat
a (17) feltételekbol az (m4, d,, d,) illeszkedési egyenletekre lesziikitett (16) bazisfiiggvénytli
folytonos és folytonosan derivalhato spline interpolaciot. Fejezziik ki (19) képletbdl d, helyett
az m, paramétert, akkor az alabbi indukcids 0sszefliggéshez jutunk:

Mipq =M + (tip1 — &) % (22)

A szakaszonként becsld polinomok paramétereit meghatarozo (21) képletek tovabbra is

érvényben maradnak, mert (22) alapjan rendelkezésre all az Gsszes fliggvényérték, és (19)

teljesiilése miatt a sima folytonossag is biztositott. A (22) képlet ut-id6-sebesség viszonylatban

egyébként ugy interpretalhatd, hogy az egyes utszakaszokat az elején és a végén mért
sebességek atlagaval teljesitjiik.

6. Osszefoglal6

Olyan TIN bazisu bikvadratikus véges-elem feliiletinterpolacidt konstrudltunk, ahol a
szomszédos feliiletelemek folytonosan illeszkednek egymashoz, mert a magassagi illeszkedési
feltételek mellett a haromszog-élek mentén az iranymenti derivaltak egyezését irtuk eld. Az
iranymenti derivaltat az alappontokban becsiilt parcidlis derivaltakbodl vezettiik le, melyeket
viszont a haromszogenkeénti sikillesztések normalvektorai stilyozott atlagaként allitottuk eld.

A bikvadratikus feliiletinterpolacié alapjan meghataroztuk a lokalis szélséérték 1étezésének
feltételeit és konkrét pozicioit.
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Folytonos ¢és egyszer folytonosan differencialhatdé egyvaltozos kvadratikus spline
interpolaciot hatdroztunk meg ugy, hogy a derivéltra (meredekségre) kezddértéket csak egy
pontban kell megadni, és a szakaszonkénti polinom-egyiitthatok egymastol fliggetleniil
hatarozhatok meg.
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Havi atlaghomérsékletek regresszios vizsgalata
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OSSZEFOGLALO. A klimavaltozas napjaink egyik fontos kutatasi téméja. A
felmelegedés, a hdmérséklet emelkedés mar kimutatott tény, szamtalan tudomanyos
publikacio jelenik meg e témaban. Felmeriil a kérdés azonban, hogy csupan az
atlaghomérsékletekkel, mint jellemz6é értékekkel mit kezdhetliink, milyen
informaciét birtokolnak és abbol vagy azokbol milyen kovetkeztetést vagy
kovetkeztetéseket vonhatunk le.

Az alabbiakban tobb mint 100 év atlaghomérsékleti adatai koziil 5 éves periodusban
kivalasztott évek havi kozéphomérsékletei adjak a vizsgalat tdrgyat, a modszer pedig
regresszios vizsgalat két alkalmas modell felhasznalasaval.

ABSTRACT. Climate change is an important research topic nowadays. Global
warming and temperature rise have been proved and described in several scientific
publications. The questions arise: for what can we use the average temperature as a
specific data; what kind of information does it carry; and what kind of conclusions
can be drawn from it.

In the followings, we examine the average monthly temperatures in chosen periods
of five consecutive years from more than a hundred years’ data. We apply two
suitable regression models for our investigations.

1. Bevezetés

Napi aktualitassal kapjuk az informacidt iddéjardsunk legfontosabb jellemzdirdl, amit
természetesen csak aktualitdsaban hasznalunk leggyakrabban fel, a szélsdségek azonban
mindenki szamara ismertek. Ha azonban csak egy atlaghdmeérséklet all rendelkezéstlinkre, vajon
milyen kovetkeztetést vonhatunk le. Nyilvan az atlag elrejti a szélsOségeket, de hosszu tdvon
jeleznie kell a mar igazolt hdmérséklet emelkedést, illetve jeleznie kell a hdmérsékleti tendencia
valtozasat.

2. Anyag és modszer

A vizsgalat targyat 118 esztenddbdl 5 évenkeénti periddusban vételezett évek adjak, nevezetesen
1901, 1905, 1910, ..., 2015 és 2019. évi Budapesten mért havi atlaghdmérsékleti adatokkal
reprezentalva. Az éves adatsorok elemzése alkalmas grafikonok révén torténik, valamint
regresszios elemzés felhasznalasaval melynek soran két modell illesztésére keriil sor. Az alabbi
tablazatokban olvashatdk a vizsgalt adatok, szemrevételezhetok a differenciak.
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Havi atlagmoémeérséklet
1901 | 1905 | 1910 | 1915 | 1920 | 1925 | 1930 | 1935
Januar -4,7 -3,2 1,5 2,1 3,1 0,2 0,3 -2,2
Februar -2,1 1,8 53 2 2,3 5,6 14 0,6
Marcius 5,8 7,1 7,4 3,5 8,2 51 7,6 4,6
Aprilis 11,6 | 9,5 109 | 10,8 (14,2 | 11,3 | 124 | 111
Méjus 16,8 | 16,4 | 16 16,9 | 185 | 17,7 | 15,6 | 149
Junius 21 204 | 19,9 | 20,3 | 17,8 | 18 21,8 | 21,7
Julius 22,4 | 23,7 203 |20,1 |218 (21,2 |216 |219
Szeptember 20,7 | 22,4 | 20,1 | 18,3 |18,8 | 20,3 | 20,2 | 20,2
Oktober 15,9 | 18 144 | 134 |16,1 | 145 | 179 | 16,2
November 126 |7 10,1 | 9,5 7,9 11,3 | 11,3 | 13,7
December |47 |67 |38 |32 |04 |58 |77 |48
1. tablazat. Havi atlaghomérséklet 1901-2035
Havi atlagmdémérséklet
1940 | 1945 | 1950 | 1955 | 1960 | 1965 | 1970 | 1975
Januar -7 -3,5 -2,3 -1 -1,2 0,7 -1,2 3,3
Februar -5 1,9 1,8 1,2 0,3 -16 | 0,6 2,1
Marcius 2,6 6,7 8,1 4.4 6,9 59 4,8 8,7
Aprilis 11,5 12,2 | 123 |87 |11,4 |10 11 11,4
Méjus 14,4 | 18,2 |18,7 | 151 |156 | 14,7 |15 18,4
Junius 19,3 | 209 |21,7 191 |20,3 |19,1 |20,6 | 195
Julius 20,7 | 22,4 | 242 |21 19,7 | 20,6 | 20,9 | 21,6
Szeptember | 17,7 | 21,2 | 225 | 19,6 |208 |188 |205 |20,8
Oktober 16,1 | 17 17,4 | 16,8 | 156 | 16,7 | 16,3 | 18,7
November 10,8 | 10,5 | 9,7 10,9 | 12,3 | 9,9 105 | 11,3
December (81 |55 |61 |56 |8 29 |83 |44
2. tablazat. Havi atlaghémérséklet 1940-2075
Havi atlagmdémérséklet
1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000 | 2005 | 2010 | 2015 | 2019
Januar -2,5 -3,9 1 0,2 -0,7 1,4 -1 3 1,1
Februar 2,5 -3 6,3 6,3 4,6 -1,2 1,6 3,6 5,9
Marcius 5,6 55 10,3 | 5,6 6,8 4.7 7,1 8,2 10,5
Aprilis 9,2 11,8 (11,1 | 11,8 | 148 |12,2 | 128 |12,7 | 144
Méjus 14,3 17,4 17,8 15,8 18,5 17,1 16,6 17,3 15
Junius 18,7 | 17,1 | 19,3 | 19 21,7 | 19,7 20,5 | 21,6 | 24,9
Julius 19,8 [ 21,7 | 21,3 | 249 |20,3 |21,7 |239 |251 | 23,6
Szeptember 20,3 | 215 | 225 | 20,9 |238 |19,7 | 215 |249 | 24,7
Oktober 15,7 17,2 15 15,2 16,2 17,6 15,3 18,4 18,7
November 11,2 10,8 11,1 12,6 14,2 12 9,4 11,3 14,7
December 4,3 4.4 6,6 3,3 9 4,8 9,4 8,6 10

3. tablazat. Havi atlaghomérséklet 1980-2019
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3. Szamitott eredmények, kiértékelés

A rendelkezésre allo adatok tablazatos elemzése feliiletes és nem ad kell6 informaciot, ezért
elsd 1épésben célszerli az adatok vizualis megjelenitése. Ennek két latvanyos lehetdsége is adott,
els6ként tekintsiik fiiggetlen valtozonak a honapokat ¢s fiiggdnek a havi atlaghdmérsékleteket,
igy a vizsgalt évek homérsékletvaltozasi tendenciai jol lathatok, ahogy azt az alabbi abrak is

mutatjak var3=1901,var4=1905,..., var27=2019.

Line Plot of multiple variables
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1. abra. Havi atlaghémérsékletek

13 —— Vvar27

Egy masik lehetdség az egyes honapok hdmeérsékleteinek vizsgéalata az évek
fliggvényében, itt tehat a fliggetlen valtozo a vizsgalt 25 év ahol var3=1901, var4=1905,
..., var27=2019, a fliggd valtozo pedig egy adott honap atlaghOmérséklete 12 honapra
kibévitve. Az alabbi abran nyomon kdvethetjiik tehat az egyes évek valtozéasait ahol
casel= a januari kozéphOmérséklet case2= a februari kozéphdmérséklet és igy tovabb
casel2= a decemberi kozéphdmérséklet. Az abra jol szemlélteti az egyes évek kiugro
valtozasat egy-egy adott honapra nézve, mig az el6z0 abra a havi kozéphdmérsékletek
trendjét jelzi. Mind a két abra azonban csak t4jékoztatd jellegli, matematikai vagy

statisztikai mutatd nélkul.
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Line Plot of multiple variables
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2. abra. Havi atlaghomérséklet évenkénti valtozasa

A vizualis vizsgalat 1. dbréja instrukciot ad a regresszios vizsgéalat modellvalasztésara.
A rendelkezésre allo adatok jellegének attekintése alapjan a kivalasztando fiiggvénynek
rendelkeznie kell maximummal, a kozelitd szimmetria miatt két inflexidos ponttal, és
sziikséges, hogy feliilr6l és alulrdl is korlatos legyen. Ezen tilmenden paraméterei
legyenek kozvetleniil értelmezhetdk, és darabszamuk minél tobb kozvetlen vagy kozvetett
informacidt adjon.

Mind ezek figyelembevételével két modell alkalmazasara keriilt sor, els6ként egy
Gauss-gorbére, majd pedig egy szinuszawrami illesztésére. Az alkalmazott két modell
szamitogépes alakja:

1. var2=b3/exp(b2*(varl-1*b1)"2)+b0
A fiiggvény gorbiileti jellege alland6 a 2-es hatvanykitevd miatt.

2. var2=b3*sin(3.14159*(1-exp(-1*(b2*var2)"b1)))+b0
A fiiggvény nem periodikus, nem sziikségszerlien szimmetrikus, egy maximummal
rendelkezik valamint egy vagy két inflexids ponttal.

A kétszer 25 illesztés paramétereinek értékei, az aldbbiakban nem keriilnek
felsorolasra, viszont az aldbbi tdblazat tartalmazza az illesztések josagat igazol6 nem
lineéris korrelacios egylitthatd (korrelacids index) értékeit.
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Evek | R - gauss gorbe esetén | R - szinuszawrami esetén | deltaR
1901 0,9882 0,9939 0,0057
1905 0,9825 0,9803 -0,0022
1910 0,9916 0,9863 -0,0053
1915 0,9829 0,9862 0,0033
1920 0,9677 0,9557 -0,012
1925 0,9736 0,9573 -0,0163
1930 0,9931 0,9866 -0,0065
1935 0,9933 0,9899 -0,0034
1940 0,9868 0,9813 -0,0055
1945 0,9982 0,9934 -0,0048
1950 0,9925 0,9924 -0,0001
1955 0,9975 0,9978 0,0003
1960 0,9923 0,9942 0,0019
1965 0,9861 0,9828 -0,0033
1970 0,9944 0,9932 -0,0012
1975 0,9812 0,9713 -0,0099
1980 0,9941 0,9862 -0,0079
1985 0,9773 0,9807 0,0034
1990 0,9784 0,9611 -0,0173
1995 0,9743 0,9676 -0,0067
2000 0,9849 0,9772 -0,0077
2005 0,9854 0,9825 -0,0029
2010 0,9833 0,9777 -0,0056
2015 0,9937 0,9915 -0,0022
2019 0,9789 0,9705 -0,0084

4. tablazat. Korrelacio egyiitthato (korrelaciés index) értékei

A fenti tablazatbdl kitlinik, hogy a legkisebb R érték 0,9557 ami jo illeszkedésre utal, a
tobbi esetben az értekek ennél még magasabbak, igy a két modell szorosan kdveti a pontsorozat
tendencidjat. Az R értékek eltérése elenyész0 legszélsdségesebb esetben is csak 0,0173, ami azt
igazolja, hogy mindkét modell alkalmas a trend leirasara.

Megjegyzendd, hogy a modellek illesztése sordn a kezddértékek megadasa nem okoz
problémat. A Gauss-gorbe esetén a kezddértékek koziil csak a vizszintes eltoldsi paraméter
igényel korrigalast a program 4ltal megadott alapértékekre vonatkozdan, ami a pontsorozat
maximumanak helyével egyezik. Hirom esetben pedig a fliggbleges nyujtasi paraméter értéke
szorult korrekciora a gép altal megadott 0,1 helyett 1-re a pontsorozat hirtelen meredeksége
miatt.

A szinuszawrami esetén a kezddéértékek nem szorultak korrekcidra, a program eredeti
kezddértékei alkalmasak a program futtatasa soran.

Az alabbi két abra az illesztett két modell gorbeseregét mutatja, melyek jelentds formai
eltérést nem mutatnak. A Gauss-gorbék esetén nagyjabol paralel a lefutas, csak az 1940-es év
kritikus, melynek soran a hdmérséklet emelkedése kezdetben szinte linedris és ez jellemzi az
év utolsd honapjait is nyilvan kézel linearis csokkenéssel. A tobbi esetben 1ényegesen kisebb a
formai eltérés ami vizszintes és fliggdleges eltolodasbol adodik foként. A maximum értékek
legnagyobb eltérése 4,8 Celsius fok, ami az illesztés esetén is teljesiil.

A szinuszawrami illesztése soran kapott gorbesereg a modell rugalmassaga miatt mar nem
szimmetrikus, az egyes évek trendje legtobb esetben paralel. A maximum értékek legnagyobb
eltérése itt is megfelel az adatokbdl kapott 4,8 Celsius fok értéknek
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5. Abra. Evenkénti havi atlagmaximumok
A 3.5 ébra az évenként eléforduld legmagasabb havi kozéphomérsékletet mutatja az

adott évhez tartozéan. Az adatok ingadozdsanak mértéke nagy a trend viszont emelkedd
jellegti.

y = 20,895+0,0985*x
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6. abra. Maximalis kozéphémérsékletek trendje
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Feltevodik azonban a kérdés, hogy elegend6-e csupan a havi kozéphomérsékletek
vizsgalata ahhoz, hogy teljes részletes képet adhassunk a hdémérséklet alakuldsarol.
Természetesen nem, mivel a havi kozéphomérséklet takarja a havi adatok szélsdséges
valtozéasat amit az alabbi 4bra jol mutat. Viszont a trendek megadéasahoz elegendo.

8,0
6,0
40

3

2

o)

2 20

o

O

e

B 00

X

‘O

®

‘0

E 20

0

<

o

‘0

_N

S 40

=

(]

z
-6,0
-8,0

-10,0

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

7. abra. Napi kozéphomérsékletek 1960 februar

4. Kovetkeztetés

A vizsgalatokbol levonhato kovetkeztetések szerint elemezve az eredményeket a kovetkezd
megallapitasok tehetok:
e A két modell alkalmas a havi kozéphdmérsékletek tendencidjanak vizsgalatara,
mely szerint a tendencia nem véaltozik, csak eltolodik.
e A hémérsékleti maximumok nének, trendjiik ezt igazolja, a vizsgalt idészak a
maximum értékekre nézve 5 fok kiilonbséget mutat maximalisan.
e A két modell tendencidjaban nem tér el 1ényegesen szoros korrelacio mellett.
e A havi kozéphOmérsékletek takarjak a hdmérsékleti anomalidkat.

5. Osszefoglalo

A felsoroltak ¢és bemutatottak alapjan megallapithatd, hogy bar a regresszios eljarasok
alkalmasak a trend bemutatdsara mégsem adnak biztos eredményt mivel az atlagok kisimitjak
a hdmérsékleti anomaliakat, igy sziikséges a napi atlaghdmérséklet behato vizsgalata.
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OSSZEFOGLALO. A  természettudoményokban sok probléma megoldaséhoz
masodrendt differencidlegyenletek felirdsa és megolddsa sziikséges. Ezek
szemléltetése a hallgatok erésen korlatozott matematikai eszkoztara miatt csak
alaposan végiggondolt, és a lehetdségekhez mérten maximalisan leegyszerUsitett
feladatok segitségével lehetséges. Az itt felsoroldsra keriild példdk ebben
nyujthatnak segitséget.

ABSTRACT. Here are simple practical examples that highlights the practical
application of second order differential equations. To solve these math problems,
students need only a little background knowledge. By these exercises, the students
can see that differential equations are essential in different sciences.

1. Bevezetés

A természettudomanyokban sok folyamat leirasa csak differencialegyenletekkel lehetséges.
Ezen belill a mésodrendii differencidlegyenletek eléforduldsa is nagyon gyakori. Egy
egyenletesen valtozdo mozgas leirasa (pl. szabadesés légellenéllassal), egy RLC korben az
aramforras elektromotoros erejének iddbeli valtozasa, egy hdévezetd rid homérsékletének
valtozasa, stb. mind-mind madasodrendli differencidlegyenletekkel leirhaté problémak. A
rezgések differencialegyenletei is ebbe a csoportba tartoznak, amelyeket a kdrnyezetmérnok
hallgatok a hangterjedés vizsgalata, a rezgéscsillapitas lehet6ségei, a zaj- és rezgésvédelem
témakorokben hasznalnak. Tudoményos kutatasaik, diplomamunkajuk sordn szintén
talalkozhatnak olyan irodalommal, amelyben masodrendii differencidlegyenletek szerepelnek.
BSc szinten egy ilyen egyenlet 6nall6 felirdsa nem cél, azonban az értelmezés, kovetkeztetések
levonésa elvarhatd. A masodrendii differencidlegyenletek alabb O6sszegylijtott alkalmazasai
olyan egyszerli példak, amelyek a csekélyebb matematikai hattértudassal rendelkezo
hallgatokat is segithetik abban, hogy a témakor jelentdségét megértsék. Itt csak kétfele
masodrendli differencialegyenlet tipussal foglalkozunk, azzal a kettdvel, amelyeket a BSc
képzésben tanitunk. Bizunk abban, hogy az alabbi kidolgozott példak elemzése utan a hallgatok
mas tipusu differencidlegyenletek 6nalld értelmezésétdl sem riadnak majd vissza.

2. Egyenletesen valtoz6 mozgas leirasa (két egymast Kkoveto
integralassal megoldhato feladatok)

2.1. feladat. Egy gépkocsi 72 kTm sebességrél egyenletesen lassulva 10 s alatt all meg.
Mekkora utat tesz meg ezalatt? Jeloljiik x(t)-vel a megtett utat az id6é fiiggvényében. Mivel a
gépkocsi egyenletesen lassul, igy X%(t) = a, ahol a € R. (Megj.: Fizikabol tudjuk, hogy az
x(t) fliggvény ido szerinti elsé derivaltja a sebesség, a masodik derivaltja pedig a gyorsulas.)
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Megoldas. A feladatban adott
() =a

differencidlegyenletbdl indulunk ki, kétszer integraljuk mindkét oldalt az id6 szerint:

2
x(t) = as+Cit+ G C,C ER.

A feladat szovegébdl a kovetkezo harom kezdeti feltétel adodik:
e A test altal megtett fékut a fékezés kezdetekor, vagyis a t = 0 s id6pillanatban 0 m
volt:

x(0)=0.

e Atestat = 0s iddpillanatban 72 kTm =20 % sebességgel mozgott:
x(0) = 20.

e Atest 10 s alatt allt meg, vagyis a sebessége ekkor 0 % volt:
x(10) =0.

frjuk be a kezdeti feltételeket a differencialegyenlet altalanos megoldasaba, illetve az els6

derivaltba!
2

O=a7+C10+C2}

20=a-0+C;
0=a-10+C;

Az egyenletrendszer megoldasa: € = 20, C, =0, a = —2. Ezeket visszahelyettesitve az
altalanos megoldasba megkapjuk a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldast:

2
xp(£) = =25 + 20t.
Ebbdl meg tudjuk hatdrozni a keresett utat:
10°
xp(10) = =2—-+200 = 100 (m).

2
Megjegyzés. Az x(t) = a% + Cit + C, (Cy,C; € R) altalanos megoldasban C; = vy, C, =
0, a: atest gyorsulasa (vagy lassulasa). Tehat valdjaban a fizikdbdl ismert s = %tz +v,t képlet,

amely segitségével a v, kezddsebességgel rendelkezd, a(> 0) egyenletesen gyorsuld (vagy
a(< 0) egyenletesen lassulo) test altal t id6 alatt megtett utat szoktuk kiszamolni.
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2.2. feladat. Egy 30°-os hajlasszogii lejtore helyezett fakocka allo helyzetbdl indulva,
kezddésebesség nélkiil cstszik a lejto tetejérdl lefelé. Legyen x(t) a test altal megtett Git az id6

.. I I s 1z . s er . m, , r s
figgvényében, a alejtd hajlasszoge, g a gravitacids gyorsulds (g = 10 S—z), ¢s u atestés alejtd

anyaga kozotti csuszasi surlodasi egyiitthato (i = 0,5). Ekkor Newton II. torvénye szerint a test
elmozdulasat az id6 fliggvényében leird differencidlegyenlet: %(t) = g(sina — ucosa) .
Mekkora utat tesz meg a test az indulastol szamitott 3 masodperc alatt?

Megoldas. A feladatban adott differencidlegyenlet masodrendii, hidnyos. Két egymast kdvetd
integraldssal megoldhato:
¥(t) = g(sina — pcosa),

x(t) = g(sina — ucosa) -t + Cy,

2
x(t) = g(sina — pcosa) % + Cit+C,, C,C; ER

A test all6 helyzetbdl, kezdOsebesség nélkiil kezd el csuszni a lejto tetejérdl lefelé, azaz adottak
a kovetkez6 kezdeti feltételek: x(0) = 0, x(0) = 0. Ezeket az altalinos megoldasba, illetve
annak derivaltjaba visszahelyettesitve:

0 = g(sina — pucosa) - 0 + C;
2 .
0 = g(sina — ucosa) -07+ Ci-0+C,
Az egyenletrendszer megoldasa: C; = 0, C, = 0. A konstansokat behelyettesitve az altalanos
megoldasba a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldast kapjuk:
. t2
x, (1) = g(sina — pcosa) S

Ebbdl kiszamithato a test altal 3 masodperc alatt megtett ut:

x,(3) = g- 10 - (sin30° — 0,5 - cos30°) = 3,01 (m).

3. Harmonikus rezgések (allando egyiitthatdés, masodrendii, linearis
differencialegyenletek)

3.1. feladat. Egy rugora akasztott test harmonikus rezgémozgast végez, jeloljik x(t)-vel a
kitérés-1do fiiggvényt. Harmonikus rezgémozgas esetén a test gyorsuldsa aranyos ¢€s ellentétes

irdnyu a kitéréssel, azaz: ¥(t) = —w? - x(t). (Az w neve korfrekvencia, tovabba w? = %, ahol
D a rugééllandd, m a test tomege.) A test kitérése t = 0 masodperc idOpillanatban 0 méter, a
sebessége pedig ugyanekkor 3 % Adjuk meg a test kitérését az idé fliggvényében, ha

w=1 G)‘ Hatérozzuk meg a test kitéréséta t = %mésodperc 1ddpillanatban!
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Megoldas. A feladatban egy homogén, 4allando egyiitthatds, masodrendli, linearis
differencialegyenlet adott, amelybe behelyettesitve w értékét, majd nullara rendezve az

() +x(t)=0
egyenletet kapjuk. Az ebbél felirhato karakterisztikus egyenlet (ahol x(t) = e?t), illetve annak
gyokei:
P +1=0,

A=4i
az altalanos megoldas pedig

x(t) = C,e%sint + C,e%cost = C;sint + C,cost, ahol C;,C, € R.

Mivel az egyik kezdeti feltétel a sebességet adja meg egy iddpillanatban, igy sziikség van a
sebesség-1do fliggvényre is, amely a kitérés-idd fliggvény derivaltja:

x(t) = Cycost — C,sint.

A partikularis megoldast ugy kapjuk meg, hogy behelyettesitjiik a kezdeti feltételeket az
altalanos megoldasba, illetve annak derivaltjaba. A szovegben megadottak alapjan a test

kitérése t = 0 masodperc iddpillanatban 0 méter, a sebessége pedig ugyanekkor 3 % . Eszerint
x(0) = 0¢és x(0) = 3. Ebbdl a

Cl -1 - CZ -0=3
egyenletrendszer adodik, amelybdl C; = 3 és C, = 0, tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld

partikuldris megoldas

x,(t) = 3sint.

At = %mésodperc id6pillanatban a test az egyensulyi helyzettdl 1,5 méterre lesz:

X (g) = 3Sin% =1,5.

3.2. feladat. Egy harmonikus rezgémozgast végzo testre a kozegellenallas csillapitasként hat,
amely a sebességgel ardnyos, ¢és azzal ellentétes iranyt. Ekkor a test mozgasat leird
differencidlegyenlet: %(t) = —w? - x(t) — kx(t) , ahol x(t) a test kitérése az id6
fliggvényében, az w aranyossagi tényez6 a korfrekvencia (1d. el6z6 feladat), a k(> 0) pedig a
csillapitasi konstans, melynek értéke a feladatban k = 10 % . A test kitérése t =0 S

iddpillanatban 0 méter, a sebessége ugyanekkor 12 ? Adjuk meg a test kitérését az idd

fliggvényében, ha w = 4 i! Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 1s iddpillanatban!
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Megoldas. Hasonloan oldjuk meg, mint az el6z6 feladatot. A karakterisztikus egyenlet (ahol
x(t) = e?t), illetve annak gyokei:

X(t) +10x(t) + 16x(t) = 0,
A2+101+16 =0,
—-10+v100—4-16

2 )

1=
amelybdl A; = —2, A, = —8, az altalanos megoldas pedig
x(t) = Cie™ %t + C,e7 8¢, ahol €1, C, € R.
Ismét sziikség van a sebesség-ido fliggvényre is, emiatt derivaljuk az el6bbi fliggvényt:
x(t) = —2C,e %t — 8C,e 8.

A test kitérése t = 0 s iddpillanatban 0 méter, a sebessége pedig ugyanekkor 12 %, vagyis

x(0) =0 és x(0) =12 . Ezeket behelyettesitve az altalanos megoldasba, illetve annak
derivaltjaba:

Cl + CZ = 0 }
—2C; —8C, = 12)
Ebbdl C; = 2 és C, = —2 adddik, tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas
x,(t) = 2e7% — 2e75E,

A test kitérése az induldstol szamitott 1 masodperc idépillanatban

x,(1) = 2e72 — 278 = 0,27 (m).

Megjegyzés. EQy m tomegli harmonikus rezgémozgast végzd testre %mgsint nagysagu
periodikus gerjesztd eré hat, ahol g a gravitacios gyorsulas (g = 10 Sﬂz). Az egyszeriiség
kedvéért a csillapitastol eltekintiink. Ekkor a test mozgasat leird differencidlegyenlet:
#(t) = —w? - x(t) + sint, ahol x(t) a test kitérése az id6 fiiggvényében, az w ardnyossagi
tényez6 a korfrekvencia, melynek nagysaga 2 i A test kitérése t = 0 s id6pillanatban 0 méter,
a sebessége ugyanekkor g? Adjuk meg a test kitérését az 1d6 fliggvényében! Hatarozzuk meg

a test kitéréséta t = gs id6pillanatban!

Megoldas. A kovetkez6 masodrendli, 4allandd egylitthatoés, linearis, inhomogén
differencidlegyenletet kell megoldani:

X(t) + 4x(t) = sint .
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Eldszor a homogén egyenlet altalanos megoldasat keressiik meg. A karakterisztikus egyenlet
(ahol x(t) = e??), illetve annak gyokei:

X(t) + 4x(t) =0,
A2 +4=0,
A =12,

amelybol a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
x(t) = C,e%sin2t + C,e%cos2t = C;sin2t + Cycos2t, ahol C;,C, € R.

Ezt kovetden az inhomogén egyenlet partikularis megoldasara probafiiggvényt irunk fel (nincs
rezonancia, a feladat egy nagyon egyszerl esetet targyal):

x,(t) = Asint + Bcost.

Ennek derivaltjait behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe, majd az egyiitthatokat
egyeztetve meg tudjuk hatarozni azok értékeit:

x,(t) = Acost — Bsint,
X%, (t) = —Asint — Bcost,
—Asint — Bcost + 4(Asint + Bcost) = sint,
A=:;B=0.
Tehat az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa:
x,(t) = ésint .
A feladatban szereplé inhomogén differencidlegyenlet megoldasat a homogén egyenlet

altalanos megoldasanak és az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak Osszegeként
kapjuk:

x(t) = Cysin2t + C,cos2t + %sint, ahol C;,C, ER..

A kezdeti feltételek miatt sziikség van a sebesség-1d0 fliggvényre is, emiatt derivaljuk az el6bbi
fliggvényt:

x(t) = 2Cycos2t — 2C,sin2t + écost.

A test kitérése t = 0 s iddpillanatban 0 méter, a sebessége pedig %% vagyis x(0) =0 és

x(0) = g Ezeket behelyettesitve az x(t) altalanos megoldasba, illetve annak derivaltjaba:

C2=0
261+§:§}'
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Ebbdl C; = 1 és C, = 0 adodik, tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas:
x,(t) = sin2t + gsint.
A test kitérése az induldstol szamitott g masodperc id6pillanatban:

b4 . 1 . @ 1
Xp (—) = sinm + =sin- == (m).
2 3 2 3

3. Osszefoglalas

Egyetemiink hallgat6i szamara a matematika tanuldsa gyakran — féleg a korabbi hianyossagaik
miatt — nehézségekkel jar. A differencidlegyenletek témakorét sokan az ,értelmetlen” és
»Crthetetlen” jelzokkel illetik. Nehéz megtaldlnunk azokat a feladatokat és azt a targyalasmodot,
amely az atlagos hallgatd szamara érthetd. Az eldbbi erdsen leegyszertisitett gyakorlati
alkalmazdsok segitségével a madsodrendli differencidlegyenletek témakorét probaltuk
megvilagitani. A felsorolt példak ugyan — a témakor tulajdonsdgai miatt — igényelnek némi
matematikai jartassagot, de bizunk benne, hogy a hallgatok ezekhez hasonld feladatok
attekintését kovetden batrabban nyulnak majd a felsébb matematika eszkdzeihez.
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OSSZEFOGLALO. A binomidlis egyiitthatok hdromszog alakban valé elrendezése, az tn. Pas-
cal hdromszog a matematika szamos teriiletén ismert és haszndlt. A tobbirdnyu altaldnositas,
kiterjesztés koziil most a hiperbolikus Pascal hdromszogeket mutatjuk be dsszefoglalé jelleg-
gel. A szokdsos tulajdonsagok anal6gidjanak vizsgalata mellett a kizarélag hiperbolikus Pascal
haromszogekre jellemzd sajatossdgokat is dttekintjiik.

ABSTRACT. Pascal’s triangle is a triangular arrangement of binomial coefficient, which is well
known and used in several fields of mathematics. The family of hyperbolic Pascal triangles is
a recently introduced variation among different kinds of generalizations and extentions. In
this paper, we give a survey on hyperbolic Pascal triangles. Some properties have analogue in
Pascal’s classical triangle, but a few new phenomena have also been appeared.

1. Bevezetés

A binomiadlis egyiitthatok haromszog alakban val6 elrendezése méar az okori Indidban, Perzsi-
aban és késobb Kindban is ismert volt. Az djkori matematikdban Blaise Pascal volt az elsd,
aki Osszefoglalta az addigi ismereteket errdl az aritmetikai hdromszogrél [37]. Azéta a mate-
matikdnak csaknem az Gsszes teriiletén hasznalt, Pascalrdl elnevezett haromszognek a kutatok
szamos €rdekes és hasznos tulajdonsagat fedezték fel és nagy szamu dltaldnositasat adtdk meg
[1-4,7,8,18,20,21,29,32,41].

Most a Pascal hdromszog egy ujabb, a kozelmultban felfedezett altaldnositdsat mutatjuk be
Osszefoglald jelleggel, amelyrdl egy rovid angol nyelvl attekintés talalhat6 a [6] publikécio-
ban. Mivel a klasszikus Pascal haromszog elemei egy négyzetracs csicspontjaira is irhatok és
az értékek egy kitiintetett csticsponttdl valo legrovidebb racsttvonalak szamat adjak, ezért ha
az euklideszi négyzetracsot kicseréljiik hiperbolikus szabdlyos racsra, vagy mozaikra, akkor a
Pascal hdromszog egy tjabb véltozatat, a hiperbolikus Pascal haromszogeket kapjuk [5].

A kovetkez0 fejezetben pontosan definidlni fogjuk a hiperbolikus Pascal haromszogek csa-
14adjat, és a klasszikus Pascal haromszog legismertebb tulajdonsdgait altalanositjuk a hiperboli-
kus esetre, megvizsgalva a hasonldsdgokat és a kiilonbségeket. Meghatarozzuk a sorok elemei-
nek Osszegét, alternalo Osszegét, és hatvanyosszegét. Kapcsolatot keresiink a hiperbolikus Pas-
cal haromszog sorainak egyfajta mintdzata és a jol ismert binéris rekurziv sorozat, a Fibonacci
szavak sorozata kozott. Tovdbbd megmutatjuk, hogy ha egy bizonyos hiperbolikus Pascal ha-
romszoget irdnyitott graf formdban adjuk meg, akkor a masodrend rekurziv sorozatok egy jol
definidlhat6 osztdlyanak elemei a grafban egy-egy titvonal mentén megtaldlhatok [5, —36].

b

' KuLcsszAvaK. Hiperbolikus Pascal haromszog, rekurziv sorozatok.
KEYWORDS. Hiperbolic Pascal triangle, recursive sequences.
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Végiil az utolso6 fejezetben emlitést tesziink a 3- és 4-dimenzids altaldnositasi lehetdségek-
61, a hiperbolikus Pascal piramisrdl €s a hiperbolikus Pascal szimplexrdl [26, 28, 30].

Erdemes megemliteni, hogy a matematikdn beliil tobb teriiletet is érintiink amikor a hi-
perbolikus Pascal haromszogeket vizsgéljuk. Az altaldnositds alapja egy geometriai mintazat,
amelyenek grafelméleti megkozelitése adja a megfeleld kombinatorikai értelmezést. A tulaj-
donsédgok feltérképezése kozben 1donként szamelméleteti ismereteket, valamint a linedris re-
kurziv sorozatok elméletét alkalmazzuk. Ettdl vélik széppé és izgalmassa a témakor, melynek
szemléltetését a megértést segitl, szines dbrakkal fliszerezziik.

2. Hiperbolikus Pascal haromszogek

A hiperbolikus Pascal haromszoget a hiperbolikus szabalyos mozaikokra alapozva definidljuk,
ezért el6szor a szabdlyos mozaikok alapvet6 tulajdonségait foglaljuk 6ssze roviden.

Egy sikbeli mozaikot szabalyosnak neveziink, ha a tartomdnyai (celldi) és a csucsalakzatai
is szabdlyos poligonok. Ha egy szabdlyos mozaik celldi szabdlyos p-szogek €s a mozaik csu-
csaindl 1év6 szogek mind 27 /¢ nagysagdak (p,q > 3), akkor ezt a szabalyos mozaikot az un.
{p, q} Schlifli szimbSlummal jeloljiik. Ha (p — 2)(q — 2) = 4 teljesiil, akkor a mozaik az euk-
lideszi sikon realizdlédik, ha (p — 2)(¢ — 2) > 4, vagy (p — 2)(¢ — 2) < 4, akkor a mozaik
a hiperbolikus, illetve a szférikus sikon 1étezik ([9, 13, 40]). Az euklideszi sikon csak a {4,4}
négyzet-, a {3,6} szabdlyos haromszog- és a {6,3} szabélyos hatszog mozaik 1étezik. Ezzel
szemben a hiperbolikus sikon végtelen sok {p, ¢} szabalyos mozaik van, hiszen barmely szaba-
lyos sokszoggel képezhetiink mozaikot, ha a szogei megfeleld nagysagiak. A gombfeliileten a
gombi kétszogektdl eltekintve a szabdlyos mozaikok a konvex szabélyos poliédereknek felelnek
meg, melyek mindegyike véges. Tovabbi informécidk a hiperbolikus sik szabalyos mozaikjairdl
tébbek kozott [9, 13,25, 33,40]-ben talalhatok.

Tekintsiik a jol ismert euklideszi {4,4} négyzet mozaikot. Ezen kivalasztunk egy kezdd
csucspontot €s e csicspont dltal meghatarozott valamelyik negyed mozaik minden egyes csucs-
pontjdhoz (racspontjdhoz) hozzarendeljiik azt a szdmot, ami az adott cstcspont €s a kezdSpont
kozotti legrovidebb, racsvonal menti utak szdmat adja. Ekkor a szdmok a jol ismert Pascal ha-
romszoget adjak. A hdromszog sorait a kezddpontt6l azonos racsvonal menti tavolsigra 1€vo
csucspontok alkotjdk. Az 1. dbrén az euklideszi négyzetracson vett klasszikus Pascal harom-
sz0g egy részlete lathato.

1. dbra. Pascal hdromszog az euklideszi {4,4} mozaikon

A fenti definicidt dltalanositva a hiperbolikus sik szabdlyos mozaikjaira, a Pascal hiromszog
hiperbolikus megfelelGit kapjuk. A tovdbbiakban csak a {4, ¢} (¢ > 5) hiperbolikus négyzet
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mozaikok esetén definidlt hiperbolikus Pascal haromszogeket (HP7T,,,) tekintjiikk. A 2. dbrdn a
HPT, ;5 Pascal haromszog a {4,5} mozaikkal egyiitt lathatd, ahol a hiperbolikus sik a Poincaré-
féle kormodellel van szemléltetve [23,24]. Ha a hiperbolikus Pascal haromszoghoz tartozé mo-
zaikrészletet grafnak tekintjiik, akkor a hiperbolikus Pascal haromszdgeket irdnyitott grafként is
megadhatjuk. A graf éleit a mozaik élei adjak, az irdnyitast a kezdépontbdl (a 0. sortdl) inditjuk.
A 3. dbran a HPT, 6 Pascal hdromszog lathatd, ahol a cstcspontok kozotti irdnyitott grafot is
berajzoltuk.

i

Rt W,

AN
3. dbra. A {4,6} mozaikra definidlt hiperbolikus Pascal haromszog els6 néhany sora

A sz€1s6 pontoktdl eltekintve minden hiperbolikus Pascal haromszdgnek két tipusd pontja
1étezik. Az A tipusu (az dbrakon piros — nyomtatasban sotét sziirke — korrel jeloljiik), melyeknek
mindig két, az el6z6 sorbdl bejoves éle van és az értéke a bejovo élek masik csicspontjaihoz
rendelt szamok Osszege. A B tipusu (az dbrdkon vildgos zold — nyomtatdasban vildgos sziirke
— csucsdra allitott négyzettel jeloljiik) csicspontoknak csak egy bejové éle van és az értéke
megegyezik a bejovo élen levé masik csicspont értékével. A maradék ¢—2, illetve ¢—1 él mind
kimend, a kovetkez6 sorba mutaté él lesz, melyek koziil mindig kettd 1j A tipusi csicspontba
mutat, a tobbi pedig 4j, B tipusi csicspontba. Ez a tulajdonsdg (4. dbra) lehetdvé teszi, hogy
megadjuk a HPT,, sorrdl sorra vett novekedésének litemét.

Legyen a,, illetve b, az n. sorban levd A tipusy, illetve B tipusu pontok szdma, tovabba
legyen s, = a, + b, + 2, az n. sorban levs 0sszes elem szdma. Ekkor a kovetkezo tételt
fogalmazhatjuk meg.



64 Németh Lészl6 — Szalay Lészlé

4. dbra. A HPT4, novekedési algoritmusa

1. Tétel. [5]. Az {a,}, {b,} és {s,} sorozatok az

Tn=(q— 1)1 —(q—1)xpo+T,_3 (n>4) (1)
harmadrendii linedris homogén rekurzioval adhatok meg, ahol a kezddelemek
ap=a1=0,aa=1,a3=2, by=0,=0,bp =0,b5 =q—4, so=1,5 =2,5 =3,53 =q.

Tovdbba a sorozatok elemeinek explicit alakjai az aldbbiak (n > 1):

2 — 2—4q+2 2 — 2—4q+2
(250 G VD oy (250 - L EAVD ) gy,

2 2q(q — 4) a 2 2q(q — 4)
~3 1- —3 1-
bn:(quLQ—qq\/E)a;W—(qT—Tq\/ﬁ) "1,
s:(_1+—q‘2 m)au(_l— g2 @)6”+2
" 2 2q(q—4) I 2 2q(q—4) T
ahol
(¢—2)+VD (¢—2)— VD

D:q2—4q, oy = 5

2.1. Sorok elemeinek 0sszege a hiperbolikus Pascal haromszogekben

Jol ismert, hogy a klasszikus Pascal haromszog n. sordban levé elemek 6sszege 2. A hiperboli-
kus Pascal haromszdgek esetén is megadhatjuk ezt az 9sszeget, amelyet egy jabb harmadrendi
linedris rekurzio ir le.

Jelolje a,, b, , illetve §,, az n. sorbeli A tipusu, B tipusu, illetve az 6sszes elem értékének
Osszegét. Ekkor a kovetkezd tételt kapjuk.

2. Tétel. [5]. Az {an}, {b,} és {3,} sorozatok ugyanazzal a harmadrendii homogén linedris
rekurzioval adhatok meg, amely az

Ln = qTp-1 — (q + 1)xn—2 + 2xn—3 (TL Z 4)

rekurzio. A kezddelemek pedig ap = ax = 0, as = 2, az = 6, by = by = 0, by = 0,
b3 =2(q—4),5 =1, § =2, § =4, 83 = 2q. Tovdbbd han > 1, akkor

. 1—-¢ ¢*—2¢-3 ) l1-q ¢*—2¢-3 -
’I’L: D n - D " 2’
¢ ( 2 +2((12—261—7)¢_ Y%\ 73 2(q2—2q—7)\/_ Pat

- q—2 ¢ —3q—2 . q—2 ¢ —3q—2 -
b= — D ay D) pl—2,
( 2 2(q2—2q—7)\/_ M2 +2(q2—2q—7)\/_ &

. 1 qg—1 . 1 qg—1 5
n=|— D) ay - — D) pl+2
; ( i f)‘“( 2 2<qz—2q—7>“_)ﬁq+
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explicit formdk is fenndllnak a sorozatok elemeire, ahol

-1 D N —1)—+vD
D:q2_2q_77 &q:#’ Bq:%

2.2. Alternal6 osszegek a hiperbolikus Pascal haromszogekben

A klasszikus binomidlis egyiitthaték mintdjara jelolje )T;[ a hiperbolikus Pascal haromszog n. so-
ranak i. elemét (0 < n,0 < i < s, —1). Tovabba legyen s,, az n. sor alternal6 6sszege. Kezdjiik
az Osszegzést balrdl, pozitiv egyiitthatoval, tehat

=0l

A klasszikus Pascal haromszog esetén az {s,},>1 sorozat a konstans 0 sorozat, mig a hi-
perbolikus Pascal hdromszog esetére az alternalo 0sszeget a 3. tétel adja. Paros ¢ esetén minden
masodik, mig pdratlan ¢ esetén pedig minden harmadik sor esetén kapunk z€r6 alternald ossze-
geta H'PT,,q soraira.

3. Tétel. [34]. Ha q pdros, akkor

~ 0, ha n=2t+1, n>1,
on = —2(5—q)"'+2, ha n=2t n>2
és so = 1. Tovdbbd, ha q > 5 és pdratlan, akkor
0, ha n=3t+1, n>1;
Sp = (—=2)'(¢q—5)"'+2, ha n=3t—1, n>ny;
2(=2)(q—5)"1+2, ha n=3t, n > ng,

ahol n > 5 esetén (ny,ns) = (2,3), n = 5 esetén pedig (n1,n2) = (5,6). Tovdbbd sy = 1,
gg :Oés§3 = -2

Megjegyezziik, hogy a 3. tétel nemcsak a hiperbolikus ¢ > 5 eseteket tartalmazza, hanem
az euklideszi ¢ = 4 esetet is.

A ¢ = 5 és ¢ = 6 hdromszogekre érdemes megvizsgdlni kiilon-kiilon is az {,} sorozatot,
melyet a kovetkezdk. (A nem 0 alterndld sordsszegek is konstans sorozatot alkotnak.)
4. Kovetkezmény. [5,34). Ha g = 5, akkor

~ {0, ha n=3t+1, n>1;

Sn = 2, ha n#3t+1, n>5.
Ha q = 6, akkor

~ |0, ha n#4t, n>1;

=1 4, ha n=4t, n>4.

Pascal haromszognél és azok altalanositdsaindl szokds silyozott sorosszeget is szdmolni.
Jelolje v és w balrdl tekintve a péros, illetve a paratlan elemhez tartozé stlyt minden sor esetén.

7 2

(Alternél6 Osszeg esetén v = 1 és w = —1.) Ekkor a kovetkezd 4llitast kapjuk.

5. Kovetkezmény. [34].

_ = T TR
Swaw)n = Z(U5o,¢mod2+w51,zmod2)).(Z 5 v+ 5w
=0 t
v+ w V— W
= 9 Sn Sn,

ahol §;; a Kronecker delta fiiggvény.
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2.3. Hatvanyosszegek a hiperbolikus Pascal haromszogekben

Egy sokat vizsgélt tulajdonsdga a Pascal hdromszognek (€s mas aritmetikai hairomszdgeknek) a
sorok elemeinek valahdnyadik hatvanyOsszege, illetve ezek sorozatai. Legyen Si(n) a klasszi-
kus Pascal haromszog n. sordban 1év6 elemek k. hatvanyosszege, azaz

n k
Se(n) =) (”) , n>0, ke{0,1,2,..} 2)

1
1=0

Ekkor Sp(n) = n+1, az elemek szama; S;(n) = 2", a sorokban 1év§ elemek értékeinek Gsszege

és
2
Sy(n) = ( “) 3)

n

a central binomiélis egyiitthatok sorozata. Tovabbi hatvanyokra az Sy (n) sorozatnak nincs élta-
lanos, explicit megaddsa. A 3 < k < 10 esetekre csak fiiggvény egyiitthat6ju rekurziv megadas
1étezik, tovabbd a 3 < k < 9 esetekre nincs zart alakja az Osszegeknek, csak aszimptotikus
([15, 16]). Példaul, ha k£ = 3, akkor a hatvdny0sszeget az

™m?+Tn+2 8n?

Sg(n—f—l) = (n+1)2 Sg(n)—f‘m

S3(n—1) “4)

formdban adhatjuk meg, ahol a rekurzids egyiitthatok is n-t6l fiiggnek. A probléma nehézsé-
gét az is mutatja, hogy nincsenek eredmények £ nagyobb eseteire. (A binomidlis egyiitthaték
hatvanyosszegeirdl tovabbi részletek [10, 11, 19]-ben taldlhatok.)

A klasszikus Pascal haromszognél sokkal bonyolultabb szerkezetii hiperbolikus Pascal ha-
romszogek esetén viszont meglepd médon linedris egyiitthatéji rekurziv sorozatokkal leirhatjuk
a hdromszog egy sorban levd elemeinek hatvanyosszeg sorozatat (lasd [36]).

A (2) hatvanyosszeg sorozat hiperbolikus Pascal haromszogekre definidlt analégja legyen
az

(=Y " w0, ke{012,..}.

Most is igaz, hogy a sorozat £ = 0 esetén a hiperbolikus Pascal haromszog n. sordnak
elemeinek a szama, azaz (so)n = s,, valamint £k = 1 esetén az elemek értékeinek Osszege,
azaz (s'),, = 8,. A tovdbbi k > 2 esetek vizsgdlatahoz vezessiink be djabb jeloléseket. Legyen
(a®),, illetve (b%),, az n. sor A , illetve B tipust értékeinek k. hatvanyédnak dsszege. A HP Ty,
sorainak két szé&ls6 1-es elemét most a B tipusud elemek k6zé soroljuk be. Ekkor egyértelmiien
(8")n = (") + (0)n.

Tekintsiik a HPTy, két egymdst kovetd |7 és | ol elemét. Ezek tipusa legyen X és Y,
melyek nem feltétlen kiilonb6z8 A vagy B tipust pontok. Legyen ezen elemek 1. €s j. hatvany-
E—T—l ” és legyen az 6sszes ilyen jellegii (amikor az els6 elem X, a masodik Y/
tipusid) n. sorbeli szorzat dsszege (z'y’),-nel jelolve. Ekkor a HPT, , szimmetridjdbol kvet-
kezik, hogy (a‘t’),, = (b a’),,. Tovdbbd, mivel az azonos sorban levs egymadst kovetd B tipusd

elemek egyenlSek, ezért (b'10), = (b'72b?),, = - -+ = (bbi™1),, is teljesiil.

szorzata z'yl = |’}["-|
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Ekkor felirhatjuk a kdvetkezd k + 2 egyenletbdl 4116 inhomogén linedris egyenletrendszert:

k
(@)un = Z() (@0 20+ (2~ 2y 2.
k—j 7_1 . k—j—1 k—j
k—j1j _ k—j—ipj+i g k—j—i
@) = ( +Z< et 3 (1),

+(0)n + (27 — Du, — 1,
01 = (g =) (") + (g =3)(0")n —2(q — 4),
Unpr = (g —=5)(a")n + (g —4)(b")n —2(q—4),

aholj=1,...,k— 1.

Az egyenletrendszerbdl az (a*),, és (b*),, sorozatok meghatédrozésa az egyenletrendszer bo-
nyolultsdga miatt sajnos nem egyszer(, de mivel az egyenletek karakterisztikus polinomjai meg-
egyeznek az egyenletrendszerhez tartoz6 egyiitthatomatrix karakterisztikus polinomjdval (1asd
[31,36]), ezért a matrix egyszerlisitése a sorozatok megaddsanak egyszerisitését is jelenti. En-
nek az egyiitthaté matrixnak egy egyszeriibb, karakterisztikus polinomjat konnyebben megha-
tdrozo formara valo transzforméldsanak egy lehetséges modszere taldlhat6 [36]-ben. Tovabbd a
2 < k < 11 esetekre a konkrét rekurziv sorozatok is megadottak, melynek fokszdma |k/2| + 3.
Ezeket a sorozatokat k = 2 és k = 3 esetekre a klasszikus Pascal hdromszog hasonl6 sorozata-
inak 6sszevetése miatt megadjuk (14sd (3) és (4)), azaz

(50 = a(s")n-1 = (@ + 1)(s")n-2 +2(s" )3 (n=3),
(5% = (¢4 2)(8")n-1 = (¢ + T)(")n-2 + 8(5°)n3 — 2(5)n-1s (n>4).

A kezddelemek a HPT,,, els6 harom, illetve négy sorabdl konnyedén meghatarozhatok.

2.4. Masodrendii rekurziv sorozatok a %P7, 5 haromszogekben

Figyeljiik meg az 5. dbrdn a HPT, 5 hdromszoget! Minden A tipust pontbdl a kovetkezd sor
egy elemére egy €l balra-le, egy jobbra-le és egy kozépen-le mutat. A balra-le, illetve a jobbra-
le irdnyokat hivjuk roviden balra és jobbra irdnyoknak és jeloljiikk 6ket az angol megfeleldik
alapjan L-lel és R-rel. (A szé€ls6 1-es elemekbdl is balra €s jobbra irdnyokkal jutunk a kovetkezd
sorba.) A legfelsd elemtdl kiindulva 1épked;jiik a graf élei mentén az irdnyitdsnak megfelelGen
egyet balra, utdna egyet jobbra, majd tjra egyet balra és egyet jobbra, €s igy tovabb. Ekkor a
csucspontok értékei éppen az (n + 1). Fibonacci szdmok (Fibonacci sorozat: F,, = F, | +
+ F,_9, [y = 0, F; = 1), melyek egyben az aktudlis sorok legnagyobb ért€kei is. Mdsodjara
Ujra tekintsiink egy ttvonalat a graf élei mentén a legfelsd elembdl kiindulva. Lépjlink egyet
balra, majd egyet jobbra, utdna egyet Ujra jobbra, majd balra, és igy tovabb. Az igy kapott
ttvonal minden masodik csticspontja a Pell sorozat (n + 1). elemét adja (Pell sorozat: P, =
= 2P, 1+ P, o, Py = 0, P, = 1). Ekkor a Fibonacci sorozat elemei az L és az R 1épések
egymdsutidnjaként adodnak, mig a Pell sorozat elemeit az LR és az RL 1épések utan kapjuk.

A tovédbbiakban megvizsgdljuk, hogy milyen masodrendii rekurziv sorozatok elemei taldl-
haték meg a HP T, 5-ben a Fibonacci és Pell sorozatokhoz hasonlé bejarassal.

Mivel |![ = 4, ezért trividlisan igaz, hogy bdrmely pozitiv egész szdm megjelenik a hiperbo-
likus Pascal haromszogekben. S6t, a kovetkezd 6. tétel szerint barmely két pozitiv egész szam
is megtaldlhaté egymds mellett egy azonos sorban a HP7T, 5 haromszogben.

6. Tétel. [5] Legyen adott u,v € NT, ekkor létezik i,j € N* iigy, hogy u = ) (65 v = )]H
teljesiil.
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5. dbra. A Fibonacci és a Pell sorozat a HPT, 5 haromszogben

7. Tétel. [5]. Legyen « és fy < f1 pozitiv egész, ahol fy és fi relativ primek. Tovdabbd legyen
{fn} egy bindris rekurziv sorozat az

fn:afn—1+fn—2a (TLZQ),

alakban megadva. Ekkor az [y és [ értékek megtaldlhatok egymds mellet HPT, 5 valamelyik
sordban gy, hogy fi tipusa A. Tovdbbd az {f,} sorozat minden eleme megtaldlhato egy, az
f1 csticspontbdl kiindulo, csak A tipusii csiicspontokon dthalado iitvonal mentén gy, hogy az
egymdst kovetd f; és fj11 (7 > 1) elemek éltdvolsdga c.

A tovédbbiakban legyen { f,, },,>0 sorozat az

fn:afnfl _fn727 (nZZ), (5)

rekurziéval definidlva, ahol o € N, o > 2, valamint fy < f; pozitiv egészek és relativ primek.
Megjegyezziik, hogy ha o = 2, akkor { f,,} egy szamtani sorozat.

A kovetkezd tételben megadjuk egy utvonaldt a HPT, 5 hdromszognek, amely tartalmaz-
za az (5) sorozat elemeit. Az azonos irdnyu 1épéseket roviden hatvany alakban irjuk. Példaul
LR>! azt jelenti, hogy f,_;-b6l kiindulva A tipusi pontokon keresztiil Iépve egyet balra, majd
(o — 1)-et jobbra az f,,-t kapjuk.

8. Tétel. [35]. Létezik olyan A tipusii csiicspontokon dthalado vitvonala a HPTy5-nek, ahol a
kovetkezoképpen megadott csiicspontok az { f,}n>1 sorozat elemei. Tegyiik fel, hogy );( = fi és

)jfl( = f1 — fo. Ekkor az uitvonal elsé eleme f, és a lépések mintdzata f,,_, és f, kozott LRY2,

Osszegezve, az f, = af,_1 + fn._o tipusi sorozatok elemei mind megtaldlhatk
‘HPT45-ben, melyekhez a 1épések mintdzata is ismert. Ezt foglalja ossze az 1. tdblazat [6].
Mivel a sorozatok kezd&értékei tetszélegesek lehetnek, ezért a sorozatok pontos helyét nem
tudjuk megadni, csak a 1épések mintazatat.
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H H Jn = afn1+ faoo ‘ Jon=0afn1— fua H

feltétel a>1 a > 2
fn és fn_1 tdvolsaga o a—1
a—1 4 a—1
lépések mintdzata LR~ és RL LR
valtakozva

1. tablazat. Az f,, = af,_1 = fn._o sorozatok megadasa

2.5. Fibonacci sz6 és a hiperbolikus Pascal haromszogek kapcsolata

Az egyik legnépszer(ibb és a legtobbet vizsgdlt bindris sorozat a Fibonacci sz6 ("Fibonacci
word"). El6szor definidljuk az { f; }3°, véges Fibonacci sz6 sorozatot {0,1} felett. (A sorozatnak
minden eleme véges szdmu bitet tartalmaz.) Legyen

Jo=1, fi=0¢és fi= fi_1fio, (i >2),

azaz a kezd6elemek kivételével a sorozatnak minden eleme az el6z6 két elem konkatenéacidjaval
adhat6 meg. Nyilvdnvaléan igaz a Fibonacci sz6 hosszdra (|g| a g sz6 hosszat jeloli), hogy | f;| =
= F; .4, ahol F; az i. Fibonacci szam, amely definicidja: Fop =0, F} = 1¢és F; = F;_ 1 + F;_»
(1 > 2). A (végtelen) Fibonacci sz6 pedig az f = lim; o, f;. A 2. tdbldzat az elsd néhdny
Fibonacci sz6t mutatja.

Az is ismert, hogy a Fibonacci morfizmus (¢: {0,1} — {0,1}%,0 — 01, 1 — 0) fenndll két
egymast kovetd véges Fibonacci sz6 kozott. Tovabbi részletek €s dltalanositdsok tobbek kozott
[12,14,22,38,39]-ben talalhatdk.

fo = 1

i =0

fo = 01
£ = 010
£ = 01001

fs = 01001010
fe = 0100101001001
fz = 010010100100101001010

2. tdblazat. Az els6 néhany Fibonacci sz6

A tovabbiakban minden HPT, , esetén eltekintiink a csicspontokhoz rendelt értéktdl, csak
a csucspontok tipusat vessziik figyelembe (6. dbra). A széleken 1€v6 csucspontokat is B tipusu-
aknak tekintjiik.

Definidljuk dgy a {hi?] }5° sorozatot, hogy minden W4 elem legyen egyenld a HP T4, n. so-
réaban levé balrdl jobbra vett A és B jelek konkatenécidjaval. Ezt nevezziik n. (véges) {4, ¢}-
hiperbolikus Pascal szonak. Példaul, ha ¢ = 5, akkor a 6. dbra sorai alapjan

W = B n =BB, b = BAB, h) = BABAB, h}) = BABABBABAB,
h?) = BABABBABABBABBABABBABAB.

Tekintsiik a ¢ bijekcidt tigy, hogy
¢:{0,1} = {A, B},  ¢(1)=A4,  ¢(0) =5,
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f;

N -/

6. dbra. A véges Fibonacci sz6 sorozat a HPT, 5-ben

vagy roviden 1 = Aés 0 = B.
Vizsgdlva a 6. abrat lathatjuk, hogy a Pascal hdromszog sorainak mintdzata csaknem ekvi-
valens a paratlan Fibonacci szavakéval. Péld4ul

0lf; =010 = BAB=h},
0lf; = 01010 = BABAB =h},
0lfs = 0101001010 = BABABBABAB = hY,

A pontos, dltaldnos kapcsolatot a 9. és a 10. tételekben fogjuk kimondani, de elStte még
megadunk a Fibonacci szénak egy tj dltaldnositdsat, ami a HP T4, hiromszog sorainak az A
és B pontjainak mintdzatin alapszik.

Legyen a véges {4, q}-Fibonacci sz6 sorozata { fi[4’q} }220, roviden { fi[q] 20> ahol ¢ > 5 és

q—4 o
([)q] =1, fl[tﬂ —0, fi[q} _ (fi[z]lP fi[Z]QJ ha i paros; (i >2).
fi[z]lfiz]g, has pératlan;

A végtelen {4, q}-Fibonacci sz6 is legyen fla = Tim,. fi[q] és ekkor természetesen
f=f"% azaza {4,5}-Fibonacci sz6 egybeesik a (klasszikus) Fibonacci széval.
Jelolje ol? a {4, ¢}-Fibonacci morfizmust, melyet ¢ > 5 esetekre a kovetkez&képpen defi-
nidlunk
{0,1} — {0,1}x, 0— 097%10, 1 — 0¢*1.

A kovetkezd tételek megmutatjak a pontos kapcsolatot a {4, ¢ }-hiperbolikus Pascal sz6 so-
rozata (a HPTy4, sorainak mintdzata) és az Gjonnan definidlt {4, ¢}-Fibonacci sz6 sorozata
kozott.

9. Tétel. [27]. A {4, ¢}-Fibonacci morfizmus, a 0'9, kapcsolatot teremt minden mdsodik {4, q}-
Fibonacci szo kozott, tigy hogy

dI(fT) = £ (i=2).
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10. Tétel. [27]. Ha n > 2, akkor
0150y = hi
és
[q] _ (lq 4)
2n 3 2n 2

ahol1 = A, 0= Bés . Tovdbbd az {F( )} ° y Sorozat az un. biperiodikus Fibonacci
sorozat (a > 1,b> 1) [/2 27,39], amelynek rekurziv definiciéja az
F(a b) F( b) ha i pd .
Féa,b) _0, Fl(a,b) _ 1, E(a,b) _Ja (a b) + ( ), a Z.paros, (i > 2).
bEYY + F.% . hai pdratlan;

3. Hiperbolikus Pascal piramis és szimplex

A Pascal hdromszog 3-dimenzids analdgja a Pascal piramis (sokkal precizebben a Pascal tetra-
éder) (a 7. dbrdnak a bal oldali részabrdja). Itt a szintek hdromszogek, az n. szint oldalai meg-
egyeznek a Pascal haromszog n. soraival és minden belsé szam egyenld a megel6z6 szinten
kozvetleniil "folotte" levé harom szam Osszegével [2, 8, 17, 18]. A Pascal piramis 4-dimenzids
valtozatat Pascal szimplexnek nevezziik.

A hiperbolikus 3- és 4-dimenzids térben is 1étezik egy hiperbolikus kockamozaik, illetve egy
hiperbolikus hiperkocka mozaik, amelyek segitségével Pascal piramis, illetve a Pascal szimp-
lex hiperbolikus valtozatait, a hiperbolikus Pascal piramist és a hiperbolikus Pascal szimplexet
definidlhatjuk. A pontos definicidkat és a tulajdonsdgokat itt nem részletezziik (teljes leiras:
[26,28]), helyette a 7. dbrdnak a jobb oldali részdbrajan bemutatjuk a hiperbolikus Pascal pira-
mis elsd néhany szintjét €s a szintek kozotti irdnyitott grafot.

7. dbra. Euklideszi és hiperbolikus Pascal piramis
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