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OsSZEFOGLALO. A dolgozatban elészér Macfarlane klasszikus M hiperbolikus
kvaternioit altalanositjuk és megkonstrualjuk az altalanositott hiperbolikus
kvaterniok Mg nem kommutativ és nem asszociativ algebrajat. Minden véges
dimenzids asszociativ algebra izomorf egy teljes matrixalgebra részalgebrajaval, de
az altalanositott hiperbolikus kvaterniok Mz algbrdja nem asszociativ. E probléma
megolddsara Zorn, M.A. definidlta a vektor-matrix struktarakat a split (hasitott)
oktoniok algebrajanak leirasara 1933-ban. A dolgozat utolsd fejezetében
megkonstrudljuk az Mg altalanositott hiperbolikus kvaterniok altalanositott

s

ABSTRACT. In the paper at first we generalize Macfarlane’s classical hyperbolic
guaternions M, and we construct the non commutative and non associative algebras
of generalized hyperbolic quaternions M,z . Any finite dimensional associative
algebra is algebrically isomorphic to a subalgebra of a total matrix algebra, but the
algebras of generalized hyperbolic quaternions M, is not associative. To overcome
this problem Zorn, M.A. defined the vector-matrix structures for description split
octonions algebra in 1933. In the last section of the paper we construct the
generalized vector-matrix representation of generalized hyperbolic quaternions
Myp.

1. Bevezetés

Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865) ir matematikus, fizikus és csillagasz 1833-ban
dolgozta ki a klasszikus komplex szamok C algebrdjanak a rendezett valds szamparokon
alapulo felépitését (HAMILTON 1834,1837). A komplex szamok hasznalata hatékony és
elegans modszert kinalt sikgeometriai problémak analitikus megoldasara. Hamilton ezért
kisérletezett a rendezett valos szdmharmasok algebrijanak kidolgozéasaval, ettdl remélte
ugyanis a sikbeli esettel analég mddon a térgeometriai feladatok eredményes, analitikus
modszerrel torténd targyalasat.

Csak 1843-ban ismerte fel, hogy céljat rendezett valos szamnégyesek segitségével érheti el
¢és sikeresen meg is alkotta a H valos kvaterniok nem kommutativ, de asszociativ algebrajat
(HAMILTON 1844,1847). Elete hatralevé részét a kvaternidelmélet minél teljesebb
kidolgozasanak szentelte (ROSENFELD 1997, WARD 1997).

A valés kvaterniok algebrajat Leonard Eugene Dickson (1874 — 1954) amerikai
matematikus altalanositotta 1912-ben (DICKSON 1912), vélhetéen Joseph Henry Maclagan
Wedderburn (1882 — 1948) skot szarmazast amerikai matematikus inspiraciojara, és bevezette
egy test feletti H,p altaldnositott kvaternidalgebra fogalmat (JAFARI — YAYLI 2015). E
struktira részletes magyarnyelvii bemutatasat talalhatjuk pl. Péntek K. dolgozatdban (PENTEK
2018)
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A szintén skot szarmazast amerikai matematikus €s fizikus Alexander Macfarlane (1851 —
1913) 1891-ben alkotta meg Hamilton klasszikus kvaternidinak mintajara a hiperbolikus
kvaterniok Ml nem kommutativ és nem is asszociativ algebrajat (MACFARLANE 1900).

Tudjuk, hogy minden véges dimenzios asszociativ algebra izomorf a megfelelden valasztott
teljes matrixalgebra alkalmas részalgebrajaval, vagyis minden ilyen algebranak megadhatjuk a
matrix-reprezentacigjait. A nem asszociativ algebrdk azonban nem reprezentalhatok
matrixokkal. Max August Zorn (1906 — 1993) német szarmazasu amerikai matematikus 1933-
ban viszont sikeresen reprezentalta a split (hasitott) oktoniok nem kommutativ és nem
asszociativ algebrajat vektor-matrixok segitségével (ZORN 1931, 1933, KARATAS — HALICI
2018).

Ebben a dolgozatban a Dickson altal alkalmazott eljarassal analég modon altalanositjuk a
klasszikus hiperbolikus kvaterniok M algebrajat és értelmezziik az altalanositott hiperbolikus
kvaterniok M,z struktirajat, majd megvizsgaljuk algebrai tulajdonsagait. A dolgozat {6
eredmeényeként pedig megadjuk az Mg nem kommutativ €s nem asszociativ algebranak

crcr

2. Az altalanositott hiperbolikus kvaternidok

2.1. A Macfarlane-féle klasszikus hiperbolikus kvaterniok

Legyen {IR, +,} a valos szamok teste a 0 Gsszeadasi és 1 szorzasi neutralis elemmel. Ekkor az
M:={a+b-i+c-j+d-k: ab,c,deR;ijké&R} (@)

alaku kifejezéseket a klasszikus hiperbolikus kvaterniok halmazanak nevezziik, ha az {1, i, j, k}
kvaternidegységek eleget tesznek az alabbi szorzasi szabalyoknak:

~

1-1=1, 1-i=i-1=i, 1-j=j-1=j, 1-k=k-1=k
i2=1, j2=1, k*=1
ij=—jri=k jok=—k-j=i kei=—i-k=j

@)

=~

Az M halmazban értelmezhetiink skaldrral val6 szorzast, 6sszeadast €s (2) felhasznaldsaval
a szokasos algebraszerkesztés homogén és disztributiv szabalyait kovetve szorzast is (KANTOR
— SZOLODOVNYIKOV 1985) a kovetkezé modon. Tetszoleges

reR, a+b-i+c-j+d-ka+b-i+c-j+d -keM
esetén a skalarral vald szorzas:
r-(a+b-i+cj+d-k):=0r-a)+@-b)-i+@-c)j+@-d)k 3)
az Osszeadas:
(a+b-itc-j+d-k)+@+b'-i+c'-j+d k)= @)
(a+a)+(b+b) i+ (c+c)-j+(d+d)-k
a Szorzas:
(a+b-it+tc-j+d-k)-(@+b-i+c-j+d-k):=
(a-b'+b-a"+c-d—-d-c")-i+
(a-c"=b-d +c-a+d-b)-j+
(a-d"+b-c"—c-b+d-ad') k

(5)
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A hiperbolikus kvaterniok M halmaza a rajta értelmezett (3), (4) és (5) miiveletekkel egy
4-dimenzios, neutralis elemes, nem kommutativ és nem asszociativ algebrat alkot az R valos
test felett.

A hiperbolikus kvaterniokat bemutaté elsé dolgozat 1900-ban latott napvilagot az alkoto
(MACFARLANE 1900) targyalasaban, de napjainkban is fontos eredményekkel gazdagodik a
téma szakirodalma (KOSAL 2018).

2.2. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok

L. E. Dickson klasszikus kvaterniok esetén alkalmazott modszerét kovetve (JAFARI-YAYLI
2015) most altalanositjuk a hiperbolikus kvaterniok fogalmat és megvizsgaljuk az igy nyert
struktara legfontosabb algebrai tulajdonsagait.

Az

Myp:={a+b-itc-j+d-k:abcd€eR;ijk&R} (6)
alaku kifejezéseket az altalanositott hiperbolikus kvaterniok halmazanak nevezziik akkor és

csakis akkor, ha az {1,i,, k} altalanositott kvaternidegységek kozott teljesiilnek az alabbi
szorzasi 0sszefliggések:

11=1 1-i=i1=i 1-j=j-1=j, 1l-k=k-1=k
2=a, j2=p K =a-B )
i.j:—j-i:k} j-k:—k-j:ﬁ.i' k'l=_lk=aj,

ahol a, B € R rogzitett valos paraméterek.

Az Mg halmazban miiveleteket €rtelmezhetiink, skalarral valo szorzast és Osszeadast,
tovabba a (7) alapjan az algebraszerkesztés szabalyait alkalmazva még egy szorzast is a
kovetkezd modon. Tetszdleges

r€Ra+b-i+tc-j+d-ka +b-i+c-j+d -ke€Mgy

esetén a skalarral vald szorzas:
r-(a+b-i+c-j+d-k):=(r-a)+@-b)-i+@r-c)-j+@r-d)-k (8)
az Osszeadas:
(a+b-i-ll—c-j+d-’k).-l—(a'+b'l-ij|-c'-j+d,'-k):= ©)
(a+a)+b+b) i+ (c+c)j+@+d)k

a sZorzas:
(a+b-itc-j+d-k)y-(@+b-i+c-j+d k):=
(a-a'+a-b-b'+f-c-c"+a-p-d-d)+
(a-b'+b-a"+B-c-d—-p-d-c)i+ 9)
(a-c"—a-b-d+c-a+a-d-b)j+
(a-d"+b-c"—c-b+d-a)k
1. Tétel. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok M, halmaza a rajta értelmezett (8),(9) €s

(10) miiveletekkel egy 4-dimenzios, neutralis elemes, de nem kommutativ és nem asszociativ
algebrat alkot a valos szamok R teste felett.
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Megjegyzés. A (7) Osszefliggés 3. sorabol kozvetlentil lathatd, hogy a (10) szorzas nem
kommutativ és nem asszociativ. Valoban, pl. i-j=k,j-i=—k, tehati-j+#j-i, igy a
szorzas nem kommutativ altalaban. Masrészt, pl. (i-j) - j=k-j=—-B-i,i- (G- j)=i-B =
Briezért (i-j)-j+1i-(j-J),Iigyaszorzas nem asszociativ altalaban.

Specialisan, ha @ = f = 1, akkor éppen M,z = M teljesiil.

Definici6. Aq:=a+b-i+c-j+d-k €Myg konjugaltjaznaqg =a—b-i—c-j—d-k €
Mg elemet értjiik.

2. Tétel. Har €R, q,q' € Mg, akkor a konjugalt képzésére érvényesek a kovetkezo
tulajdonsagok:

(a) q=9q involutiv,

(b) rq=r-q homogén,

(© q+q =q+q additiv,

(d) 7-9d=q-7 anti-multiplikativ.

3. Tétel. Hog=a+b-i+c-j+d-keMgp,akkor ervényes a
q-g=q-q=a*—a-b*—B-c*—a-p-d*eR
Osszefligges.
Definicio. Aq:=a+b-i+c-j+d-k €Mgygelem normdjan a
N(q):=a*—a-b*—B-c*—a-B-d*
valds szamot értjiik.

4. Tétel. Ha q,q' € M tetszSleges elemek, akkor

(a) N(q) =N(q),
(b) N(q-q') # N(q) - N(q') altalaban.

Megjegyzés. A normafliggvény altalaban nem multiplikativ, ugyanis pl. N(i-j) = N(k) =
—a - f,masrészt N(i) *N(G) = (—a) - (=f) = a-B,tehat N(i-j) #= N(i) - N(j).

Definicié. Hog=a+b-i+c-j+d-k,q' =a +b"-i+c-j+d -k €My, akkor e két
elem skaldris szorzatan a

<q’ql)::a-a’_a.b-b’_ﬁ.c.cl_a.ﬁ.d,d’eR

valds szamot értjiik.

. Tétel. A skalaris szorzat képzése egy M,z X Mg — R szimmetrikus bilinearis leképezes,
tetszGleges 7 € R, q,q',q"" € Mz esetén

(a) (0.9 =(q',q) kommutativ,

(b) (r-q,9Y={(qr-q)=r-{(qq") homogén,

(c) (9,9 +49")=4(q9)+{qq") balrol disztributiv,
(d) (q+49.9")=4q,9"Y+(q'.q") jobbrol disztributiv.

Lathato, hogy egy altaldnositott hiperbolikus kvaternié normaja a skalaris szorzatbol
szarmaztathato, hiszen ha q € Mz, akkor a norma ¢€s a skalaris szorzat fenti értelmezese

szerint N(q) = (q, q) teljesiil.
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6. Tétel.  Tetszéleges q=a+b-i+c-j+d-k,qd=a +b'-i+c-j+d -k€My
elempar skalaris szorzata eldallithat6 a kovetkezo

0 0 0\ /g

1
N {0 =« 0 0 | [p
(CI,CI > - (a; bl C) d) O 0 _ﬁ 0 CI
0

0 0 -—ap d’
alakban.

Megjegyzés. A 6.T. eloallitasabol jol lathato, hogy az @« = f = 1 esetén adodo klasszikus M
hiperbolikus kvaterniok egy Minkowski metrikaju algebrat alkotnak.

Definicio. Az R feletti A eqy alterndlé algebra akkor és csakis akkor, ha barmely x,y € A
esetén teljestilaz (x - x) -y =x-(x-y)ésaz (x-y) -y = x-(y-y) azonossag.

7. Tétel. Az M, 5 algebra nem alternalo.

BizONYITAS. Egyrészt (i-i)-j=a-jési-(i-j)=i-k=—a-j,igy (@(-i)-j#i-({-j).
Masrészt (i-j) j=k-j=—=B-iési-(G-j)=i-B=L-i,ezért(i-j)-j#i-(G-j). o
Definicié. Az R feletti, e neutralis elemes A egy kvadratikus algebra akkor és csakis akkor, ha
barmely x € A estén létezik olyan A, u € R, hogy x? = 1- e + u - x el6allitds adhaté meg.

8. Tétel. Az M,z egy kvadratikus algebra.

BIZONYITAS. Ha x =a+b-i+c-j+d-k € Mg tetszdleges, akkor az x> =A-1+4p-

x egyenlet mindig megoldhat6 a A, ¢ € R ismeretlenekre, s a megoldas:
A=—-a?+a-b*+pB-c*+a-f-d* é u=2-a,

ami az allitast bizonyitja. i

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti tételben szereplé x € M,z elemre teljesiil N(x) =

—A, tovabba t(x) = pu, ahol t(x) éppen az x € Mg elemhez hozzirendelt vektor-matrix

nyoma (lasd alabb). Az Mg algebra kvadratikus voltat leir6 Osszefiiggés igy az x? =
—N(x) + t(x) - x, vagyis az x2 — t(x) - x + N(x) = 0 alakot &lti.

Megjegyzés. Jol ismert eredmény, hogy minden véges dimenzids alternalo algebra kvadratikus
(EBBINGHAUS ET AL. 1991), igy a fentiek szerint az M,z egy olyan R feletti 4-dimenzios,
neutralis elemes, nem kommutativ és nem asszociativ algebra, amelyik kvadratikus, de nem
alternalo algebra.

2.3. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok vektorgeometriaja

Definici6. A gq=a+b-i+c-j+d -k €Myg tetszbleges altalanositott hiperbolikus
kvaternid valos részén (skalar rész) az

S(@):=a€eR
valos szamot, képzetes részén (vektor rész) pedig a

V(i@):=b-i+c-j+d-keRS3
vektort értjiik.
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Definicio. Az Im(Maﬁ) 1= {0 +b-itc-j+d-kE€ Mlaﬁ} C Mgz alaku altalanositott
hiperbolikus kvaterniokat tiszta képzetes kvaternioknak nevezziik.

Legyen q:=b-i+c-j+d-k , q:=b-i+c-j+d -keIlm(My) két tiszta
képzetes hiperbolikus kvaternid, akkor szorzatuk

q-q=—(—a-b-b'—B-c-c’—a-p-d-d)+
[(c-d'—d-c)-B-i+ (@b —b-d) a-j+(b-c"—c-b") k]

lesz, ez indokolja a kovetkezd kettds definiciot.
Definicié. Két tiszta képzetes hiperbolikus kvaternio skalaris szorzatan a
qeq:=—a-b-b'—B-c-c'—a-B-d-dER
valos szamot, vektorialis szorzatan pedig a
gxq:i=(-d—-d-)B-i+d-b=b-d)-a-j+b-c'—c-b)-keR?

vektort értjiik.

Megjegyzés. Ekkor tehat érvényes a q - q' = —q o q' + q X q' Osszefliggés. A tiszta képzetes
hiperbolikus kvaterniok o skalaris szorzata az altalanos hiperbolikus kvaterniok ( , ) skalaris
szorzatanak lesziikitése, vagyis ha q,q' € Im(Maﬁ), akkor g o q' ={(q,q’).

9. Tétel. A o: Im(Maﬁ) X Im(Maﬁ) — R skaldris szorzat egy szimmetrikus bilinedris
leképezés, tetszéleges r € R, q,q',q" € Im(Maﬁ) esetén

@ geq =q °q kommutativ,

(b) (r-qQ)eq'=qo(r-q)=r-(qoq) homogén,

(c) qo(q'+q")=qoq +qeoq” balrél disztributiv,
(d) (q+¢)eq" =qoq”"+q oq"  jobbrol disztributiv.

10. Tétel. Az x: Im(Mgg) X Im(Mgp) » Im(M,p) vektoridlis szorzat egy anti-
szimmetrikus bilineéris leképezés, tetszleges r € R, q,q',q" € Im(Maﬁ) esetén

(@ ¢'xq=—q x q anti-kommutativ,

(b) (-q@)xq =qgx(-q)=r-(q%q) homogén,

) gx(@+q9")=qxq +qxq" balrdl disztributiv,

d (@+q9)xq"=qxq"+q xq" jobbrol disztributiv,

€ gxq=0
ahol0:=0-i+0-j+0-k € Im(MaB) a zérusvektor.
Megjegyzés. (IXj)Xj=kXxXj=—L-iésixX(xj)=ix0=0, ezért (i Xj) Xj#iX
(j X j), vagyis a vektorialis szorzat az [ m(MaB) halmazban altalaban nem asszociativ.
Definicio. Ha q,q',q" € Im(Maﬁ) , akkor ezen elemek ilyen sorrendben képezett
vegyesszorzatan a

q9'q" :=(@xq)oq" €R
valds szamot értjiik.
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11. Tétel. Ha q,q’, q"" € Im(M,g), akkor
@  qq'q"=—a-p-det(q.q'q"),
(b) qq'a=(a%xq)oq=0,
) (@xqg)eq'"=qo°(q xq'") (invariancia tulajdonsag).
Kovetkezmény. Ha q,q’,q" € Im(Maﬁ) , akkor qq'q" =q'q"q =q"'qq" (felcserélési
tulajdonsag).
12. Tétel. (GRASSMANN - azonossag, kifejtési tétel). Barmely a, b, c € Im(M,p) esetén
érvényesek:
(axb)xc=—[(aec)b—(boc)-al,
aX(bxc)=—[(aecc)-b—(aob)-c].

13. Tétel. (JACOBI — azonossag.) Barmely a, b, c € Im(MIaﬂ) elemekre érvényesek:

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0,
aX(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.

14. Tétel. (LAGRANGE —azonossag.) Barmely a, b, c,d € Im(MaB) elemek esetén érvényes:

(axb)o(cxd)=—|Z:2 Z:Z .

Specialisan, ha a = ¢, b = d, akkor igaz a
15. Tétel. (Specialis LAGRANGE - azonossag.) Barmely a,b € Im(Maﬁ) elemekre
érvényes:
(axb)o(axb)=—[(aca) (beb)—(aob): (acb)].

Az X vektoridlis szorzas miivelet 10. Tétel. (e) tulajdonsdga, e miivelet nem asszociativ
tulajdonsaga és a 13. Tétel elsd Gsszefliggése alapjan érvényes a kovetkezd

16. Tétel. Az {Im(Maﬁ), +,><} algebrai struktira egy LIE algebra.

2.4. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok vektor-matrix reprezentacioja
Ay Agp
Az Ap
halmazat Zorn — féle vektor-matrixoknak nevezziikk. A Z(R) halmazban miiveleteket
értelmeziink a kovetkez6 moédon. Har € R, A, B € Z(R), akkor

a skalarral vald szorzas:

Definicié. A Z(R) := {( ): Ai1,45, ER, A1y, A5, € ]RS} alakti hipermatrixok

A A r-A r-A
r-A=r-( 11 12)::( 11 12)1 11
Ayr Ay r-Ay; 1Ay (1)

az osszeadas:

A+ B = (All AlZ) + (Bll BIZ) .= <A11 + B11 A12 + BlZ), (12)

A21 AZZ BZl BZZ A21 + B21 A22 + BZZ

a Szorzas:
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A% B = <A11 A12) " <B11 B12) =
A21 A22 BZl BZZ (13)
( A11°Byg +Agz 0By A11°Biy + Byt Ay + Agg X Bz1>
Bi1 Az + Az s Byy — Agz X By, Ay By + Ayp 0 By '

E miveletek értelmezése soran az R, illetve az R3 miveleteit, tovabba az Im(Maﬁ)
struktura o skalaris szorzasa és X vektorialis szorzasa miiveleteit hasznaltuk fel.

17. Tétel. A Z(R) halmaz a (11), (12) és (13) miiveletekkel egy 8-dimenzids, neutralis elemes,
de nem kommutativ és nem is asszociativ algebrat alkot az R test felett.

Definicio. Jelolje Zy (R) azon specialis alak(i Zorn-féle vektor-matrixok halmazat, amelyre
teljesiilnek az

A11 = AZZ =a€eR ¢és AlZ = _A21 = (b, c, d) (S Rs
Osszefliggések.

18. Tétel. A Zy(R) halmaz a (11), (12) és (13) miveletekkel egy 4-dimenzids, neutralis
elemes, de nem kommutativ és nem is asszociativ részalgebrat alkot a Z(R) algebraban.

19. Tétel. Az F:Mgp = Zy(R),
i a (b,c,d)>
at+b-i+c-j+d kH(—(b,c,d) a

leképezés egy algebra-izomorfizmus, vagyis egy bijektiv és muvelettartd leképezés, amelyre
tetszéleges r € R, q,q" € M,; esetén teljesiil:

@ F(r-q)=r-F(q) homogeén,
(b) F(q+q)=F(Qq)+F(q") additiv,
(c) F(q-q)=F(q)*F(q") multiplikativ

Osszefiiggeés.

A fenti tétel az M,z algebra vektor-métrix reprezentacioja.
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