DIMENZIOK
Matematikai Koézlemények
VIII. kétet, 2020 61-74

doi:10.20312/dim.2020.07

Attekintés a hiperbolikus Pascal haromszogekrdl

Németh Laszlé, Szalay Laszlo
Soproni Egyetem, Matematikai Intézet'
(nemeth.laszlo,szalay.laszlo) @uni-sopron.hu

OSSZEFOGLALO. A binomidlis egyiitthatok hdromszog alakban valé elrendezése, az tn. Pas-
cal hdromszog a matematika szamos teriiletén ismert és haszndlt. A tobbirdnyu altaldnositas,
kiterjesztés koziil most a hiperbolikus Pascal hdromszogeket mutatjuk be dsszefoglalé jelleg-
gel. A szokdsos tulajdonsagok anal6gidjanak vizsgalata mellett a kizarélag hiperbolikus Pascal
haromszogekre jellemzd sajatossdgokat is dttekintjiik.

ABSTRACT. Pascal’s triangle is a triangular arrangement of binomial coefficient, which is well
known and used in several fields of mathematics. The family of hyperbolic Pascal triangles is
a recently introduced variation among different kinds of generalizations and extentions. In
this paper, we give a survey on hyperbolic Pascal triangles. Some properties have analogue in
Pascal’s classical triangle, but a few new phenomena have also been appeared.

1. Bevezetés

A binomiadlis egyiitthatok haromszog alakban val6 elrendezése méar az okori Indidban, Perzsi-
aban és késobb Kindban is ismert volt. Az djkori matematikdban Blaise Pascal volt az elsd,
aki Osszefoglalta az addigi ismereteket errdl az aritmetikai hdromszogrél [37]. Azéta a mate-
matikdnak csaknem az Gsszes teriiletén hasznalt, Pascalrdl elnevezett haromszognek a kutatok
szamos €rdekes és hasznos tulajdonsagat fedezték fel és nagy szamu dltaldnositasat adtdk meg
[1-4,7,8,18,20,21,29,32,41].

Most a Pascal hdromszog egy ujabb, a kozelmultban felfedezett altaldnositdsat mutatjuk be
Osszefoglald jelleggel, amelyrdl egy rovid angol nyelvl attekintés talalhat6 a [6] publikécio-
ban. Mivel a klasszikus Pascal haromszog elemei egy négyzetracs csicspontjaira is irhatok és
az értékek egy kitiintetett csticsponttdl valo legrovidebb racsttvonalak szamat adjak, ezért ha
az euklideszi négyzetracsot kicseréljiik hiperbolikus szabdlyos racsra, vagy mozaikra, akkor a
Pascal hdromszog egy tjabb véltozatat, a hiperbolikus Pascal haromszogeket kapjuk [5].

A kovetkez0 fejezetben pontosan definidlni fogjuk a hiperbolikus Pascal haromszogek csa-
14adjat, és a klasszikus Pascal haromszog legismertebb tulajdonsdgait altalanositjuk a hiperboli-
kus esetre, megvizsgalva a hasonldsdgokat és a kiilonbségeket. Meghatarozzuk a sorok elemei-
nek Osszegét, alternalo Osszegét, és hatvanyosszegét. Kapcsolatot keresiink a hiperbolikus Pas-
cal haromszog sorainak egyfajta mintdzata és a jol ismert binéris rekurziv sorozat, a Fibonacci
szavak sorozata kozott. Tovdbbd megmutatjuk, hogy ha egy bizonyos hiperbolikus Pascal ha-
romszoget irdnyitott graf formdban adjuk meg, akkor a masodrend rekurziv sorozatok egy jol
definidlhat6 osztdlyanak elemei a grafban egy-egy titvonal mentén megtaldlhatok [5, —36].
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' KuLcsszAvaK. Hiperbolikus Pascal haromszog, rekurziv sorozatok.
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Végiil az utolso6 fejezetben emlitést tesziink a 3- és 4-dimenzids altaldnositasi lehetdségek-
61, a hiperbolikus Pascal piramisrdl €s a hiperbolikus Pascal szimplexrdl [26, 28, 30].

Erdemes megemliteni, hogy a matematikdn beliil tobb teriiletet is érintiink amikor a hi-
perbolikus Pascal haromszogeket vizsgéljuk. Az altaldnositds alapja egy geometriai mintazat,
amelyenek grafelméleti megkozelitése adja a megfeleld kombinatorikai értelmezést. A tulaj-
donsédgok feltérképezése kozben 1donként szamelméleteti ismereteket, valamint a linedris re-
kurziv sorozatok elméletét alkalmazzuk. Ettdl vélik széppé és izgalmassa a témakor, melynek
szemléltetését a megértést segitl, szines dbrakkal fliszerezziik.

2. Hiperbolikus Pascal haromszogek

A hiperbolikus Pascal haromszoget a hiperbolikus szabalyos mozaikokra alapozva definidljuk,
ezért el6szor a szabdlyos mozaikok alapvet6 tulajdonségait foglaljuk 6ssze roviden.

Egy sikbeli mozaikot szabalyosnak neveziink, ha a tartomdnyai (celldi) és a csucsalakzatai
is szabdlyos poligonok. Ha egy szabdlyos mozaik celldi szabdlyos p-szogek €s a mozaik csu-
csaindl 1év6 szogek mind 27 /¢ nagysagdak (p,q > 3), akkor ezt a szabalyos mozaikot az un.
{p, q} Schlifli szimbSlummal jeloljiik. Ha (p — 2)(q — 2) = 4 teljesiil, akkor a mozaik az euk-
lideszi sikon realizdlédik, ha (p — 2)(¢ — 2) > 4, vagy (p — 2)(¢ — 2) < 4, akkor a mozaik
a hiperbolikus, illetve a szférikus sikon 1étezik ([9, 13, 40]). Az euklideszi sikon csak a {4,4}
négyzet-, a {3,6} szabdlyos haromszog- és a {6,3} szabélyos hatszog mozaik 1étezik. Ezzel
szemben a hiperbolikus sikon végtelen sok {p, ¢} szabalyos mozaik van, hiszen barmely szaba-
lyos sokszoggel képezhetiink mozaikot, ha a szogei megfeleld nagysagiak. A gombfeliileten a
gombi kétszogektdl eltekintve a szabdlyos mozaikok a konvex szabélyos poliédereknek felelnek
meg, melyek mindegyike véges. Tovabbi informécidk a hiperbolikus sik szabalyos mozaikjairdl
tébbek kozott [9, 13,25, 33,40]-ben talalhatok.

Tekintsiik a jol ismert euklideszi {4,4} négyzet mozaikot. Ezen kivalasztunk egy kezdd
csucspontot €s e csicspont dltal meghatarozott valamelyik negyed mozaik minden egyes csucs-
pontjdhoz (racspontjdhoz) hozzarendeljiik azt a szdmot, ami az adott cstcspont €s a kezdSpont
kozotti legrovidebb, racsvonal menti utak szdmat adja. Ekkor a szdmok a jol ismert Pascal ha-
romszoget adjak. A hdromszog sorait a kezddpontt6l azonos racsvonal menti tavolsigra 1€vo
csucspontok alkotjdk. Az 1. dbrén az euklideszi négyzetracson vett klasszikus Pascal harom-
sz0g egy részlete lathato.

1. dbra. Pascal hdromszog az euklideszi {4,4} mozaikon

A fenti definicidt dltalanositva a hiperbolikus sik szabdlyos mozaikjaira, a Pascal hiromszog
hiperbolikus megfelelGit kapjuk. A tovdbbiakban csak a {4, ¢} (¢ > 5) hiperbolikus négyzet
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mozaikok esetén definidlt hiperbolikus Pascal haromszogeket (HP7T,,,) tekintjiikk. A 2. dbrdn a
HPT, ;5 Pascal haromszog a {4,5} mozaikkal egyiitt lathatd, ahol a hiperbolikus sik a Poincaré-
féle kormodellel van szemléltetve [23,24]. Ha a hiperbolikus Pascal haromszoghoz tartozé mo-
zaikrészletet grafnak tekintjiik, akkor a hiperbolikus Pascal haromszdgeket irdnyitott grafként is
megadhatjuk. A graf éleit a mozaik élei adjak, az irdnyitast a kezdépontbdl (a 0. sortdl) inditjuk.
A 3. dbran a HPT, 6 Pascal hdromszog lathatd, ahol a cstcspontok kozotti irdnyitott grafot is
berajzoltuk.

i
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3. dbra. A {4,6} mozaikra definidlt hiperbolikus Pascal haromszog els6 néhany sora

A sz€1s6 pontoktdl eltekintve minden hiperbolikus Pascal haromszdgnek két tipusd pontja
1étezik. Az A tipusu (az dbrakon piros — nyomtatasban sotét sziirke — korrel jeloljiik), melyeknek
mindig két, az el6z6 sorbdl bejoves éle van és az értéke a bejovo élek masik csicspontjaihoz
rendelt szamok Osszege. A B tipusu (az dbrdkon vildgos zold — nyomtatdasban vildgos sziirke
— csucsdra allitott négyzettel jeloljiik) csicspontoknak csak egy bejové éle van és az értéke
megegyezik a bejovo élen levé masik csicspont értékével. A maradék ¢—2, illetve ¢—1 él mind
kimend, a kovetkez6 sorba mutaté él lesz, melyek koziil mindig kettd 1j A tipusi csicspontba
mutat, a tobbi pedig 4j, B tipusi csicspontba. Ez a tulajdonsdg (4. dbra) lehetdvé teszi, hogy
megadjuk a HPT,, sorrdl sorra vett novekedésének litemét.

Legyen a,, illetve b, az n. sorban levd A tipusy, illetve B tipusu pontok szdma, tovabba
legyen s, = a, + b, + 2, az n. sorban levs 0sszes elem szdma. Ekkor a kovetkezo tételt
fogalmazhatjuk meg.
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4. dbra. A HPT4, novekedési algoritmusa

1. Tétel. [5]. Az {a,}, {b,} és {s,} sorozatok az

Tn=(q— 1)1 —(q—1)xpo+T,_3 (n>4) (1)
harmadrendii linedris homogén rekurzioval adhatok meg, ahol a kezddelemek
ap=a1=0,aa=1,a3=2, by=0,=0,bp =0,b5 =q—4, so=1,5 =2,5 =3,53 =q.

Tovdbba a sorozatok elemeinek explicit alakjai az aldbbiak (n > 1):

2 — 2—4q+2 2 — 2—4q+2
(250 G VD oy (250 - L EAVD ) gy,

2 2q(q — 4) a 2 2q(q — 4)
~3 1- —3 1-
bn:(quLQ—qq\/E)a;W—(qT—Tq\/ﬁ) "1,
s:(_1+—q‘2 m)au(_l— g2 @)6”+2
" 2 2q(q—4) I 2 2q(q—4) T
ahol
(¢—2)+VD (¢—2)— VD

D:q2—4q, oy = 5

2.1. Sorok elemeinek 0sszege a hiperbolikus Pascal haromszogekben

Jol ismert, hogy a klasszikus Pascal haromszog n. sordban levé elemek 6sszege 2. A hiperboli-
kus Pascal haromszdgek esetén is megadhatjuk ezt az 9sszeget, amelyet egy jabb harmadrendi
linedris rekurzio ir le.

Jelolje a,, b, , illetve §,, az n. sorbeli A tipusu, B tipusu, illetve az 6sszes elem értékének
Osszegét. Ekkor a kovetkezd tételt kapjuk.

2. Tétel. [5]. Az {an}, {b,} és {3,} sorozatok ugyanazzal a harmadrendii homogén linedris
rekurzioval adhatok meg, amely az

Ln = qTp-1 — (q + 1)xn—2 + 2xn—3 (TL Z 4)

rekurzio. A kezddelemek pedig ap = ax = 0, as = 2, az = 6, by = by = 0, by = 0,
b3 =2(q—4),5 =1, § =2, § =4, 83 = 2q. Tovdbbd han > 1, akkor

. 1—-¢ ¢*—2¢-3 ) l1-q ¢*—2¢-3 -
’I’L: D n - D " 2’
¢ ( 2 +2((12—261—7)¢_ Y%\ 73 2(q2—2q—7)\/_ Pat

- q—2 ¢ —3q—2 . q—2 ¢ —3q—2 -
b= — D ay D) pl—2,
( 2 2(q2—2q—7)\/_ M2 +2(q2—2q—7)\/_ &

. 1 qg—1 . 1 qg—1 5
n=|— D) ay - — D) pl+2
; ( i f)‘“( 2 2<qz—2q—7>“_)ﬁq+
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explicit formdk is fenndllnak a sorozatok elemeire, ahol

-1 D N —1)—+vD
D:q2_2q_77 &q:#’ Bq:%

2.2. Alternal6 osszegek a hiperbolikus Pascal haromszogekben

A klasszikus binomidlis egyiitthaték mintdjara jelolje )T;[ a hiperbolikus Pascal haromszog n. so-
ranak i. elemét (0 < n,0 < i < s, —1). Tovabba legyen s,, az n. sor alternal6 6sszege. Kezdjiik
az Osszegzést balrdl, pozitiv egyiitthatoval, tehat

=0l

A klasszikus Pascal haromszog esetén az {s,},>1 sorozat a konstans 0 sorozat, mig a hi-
perbolikus Pascal hdromszog esetére az alternalo 0sszeget a 3. tétel adja. Paros ¢ esetén minden
masodik, mig pdratlan ¢ esetén pedig minden harmadik sor esetén kapunk z€r6 alternald ossze-
geta H'PT,,q soraira.

3. Tétel. [34]. Ha q pdros, akkor

~ 0, ha n=2t+1, n>1,
on = —2(5—q)"'+2, ha n=2t n>2
és so = 1. Tovdbbd, ha q > 5 és pdratlan, akkor
0, ha n=3t+1, n>1;
Sp = (—=2)'(¢q—5)"'+2, ha n=3t—1, n>ny;
2(=2)(q—5)"1+2, ha n=3t, n > ng,

ahol n > 5 esetén (ny,ns) = (2,3), n = 5 esetén pedig (n1,n2) = (5,6). Tovdbbd sy = 1,
gg :Oés§3 = -2

Megjegyezziik, hogy a 3. tétel nemcsak a hiperbolikus ¢ > 5 eseteket tartalmazza, hanem
az euklideszi ¢ = 4 esetet is.

A ¢ = 5 és ¢ = 6 hdromszogekre érdemes megvizsgdlni kiilon-kiilon is az {,} sorozatot,
melyet a kovetkezdk. (A nem 0 alterndld sordsszegek is konstans sorozatot alkotnak.)
4. Kovetkezmény. [5,34). Ha g = 5, akkor

~ {0, ha n=3t+1, n>1;

Sn = 2, ha n#3t+1, n>5.
Ha q = 6, akkor

~ |0, ha n#4t, n>1;

=1 4, ha n=4t, n>4.

Pascal haromszognél és azok altalanositdsaindl szokds silyozott sorosszeget is szdmolni.
Jelolje v és w balrdl tekintve a péros, illetve a paratlan elemhez tartozé stlyt minden sor esetén.

7 2

(Alternél6 Osszeg esetén v = 1 és w = —1.) Ekkor a kovetkezd 4llitast kapjuk.

5. Kovetkezmény. [34].

_ = T TR
Swaw)n = Z(U5o,¢mod2+w51,zmod2)).(Z 5 v+ 5w
=0 t
v+ w V— W
= 9 Sn Sn,

ahol §;; a Kronecker delta fiiggvény.
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2.3. Hatvanyosszegek a hiperbolikus Pascal haromszogekben

Egy sokat vizsgélt tulajdonsdga a Pascal hdromszognek (€s mas aritmetikai hairomszdgeknek) a
sorok elemeinek valahdnyadik hatvanyOsszege, illetve ezek sorozatai. Legyen Si(n) a klasszi-
kus Pascal haromszog n. sordban 1év6 elemek k. hatvanyosszege, azaz

n k
Se(n) =) (”) , n>0, ke{0,1,2,..} 2)

1
1=0

Ekkor Sp(n) = n+1, az elemek szama; S;(n) = 2", a sorokban 1év§ elemek értékeinek Gsszege

és
2
Sy(n) = ( “) 3)

n

a central binomiélis egyiitthatok sorozata. Tovabbi hatvanyokra az Sy (n) sorozatnak nincs élta-
lanos, explicit megaddsa. A 3 < k < 10 esetekre csak fiiggvény egyiitthat6ju rekurziv megadas
1étezik, tovabbd a 3 < k < 9 esetekre nincs zart alakja az Osszegeknek, csak aszimptotikus
([15, 16]). Példaul, ha k£ = 3, akkor a hatvdny0sszeget az

™m?+Tn+2 8n?

Sg(n—f—l) = (n+1)2 Sg(n)—f‘m

S3(n—1) “4)

formdban adhatjuk meg, ahol a rekurzids egyiitthatok is n-t6l fiiggnek. A probléma nehézsé-
gét az is mutatja, hogy nincsenek eredmények £ nagyobb eseteire. (A binomidlis egyiitthaték
hatvanyosszegeirdl tovabbi részletek [10, 11, 19]-ben taldlhatok.)

A klasszikus Pascal haromszognél sokkal bonyolultabb szerkezetii hiperbolikus Pascal ha-
romszogek esetén viszont meglepd médon linedris egyiitthatéji rekurziv sorozatokkal leirhatjuk
a hdromszog egy sorban levd elemeinek hatvanyosszeg sorozatat (lasd [36]).

A (2) hatvanyosszeg sorozat hiperbolikus Pascal haromszogekre definidlt analégja legyen
az

(=Y " w0, ke{012,..}.

Most is igaz, hogy a sorozat £ = 0 esetén a hiperbolikus Pascal haromszog n. sordnak
elemeinek a szama, azaz (so)n = s,, valamint £k = 1 esetén az elemek értékeinek Osszege,
azaz (s'),, = 8,. A tovdbbi k > 2 esetek vizsgdlatahoz vezessiink be djabb jeloléseket. Legyen
(a®),, illetve (b%),, az n. sor A , illetve B tipust értékeinek k. hatvanyédnak dsszege. A HP Ty,
sorainak két szé&ls6 1-es elemét most a B tipusud elemek k6zé soroljuk be. Ekkor egyértelmiien
(8")n = (") + (0)n.

Tekintsiik a HPTy, két egymdst kovetd |7 és | ol elemét. Ezek tipusa legyen X és Y,
melyek nem feltétlen kiilonb6z8 A vagy B tipust pontok. Legyen ezen elemek 1. €s j. hatvany-
E—T—l ” és legyen az 6sszes ilyen jellegii (amikor az els6 elem X, a masodik Y/
tipusid) n. sorbeli szorzat dsszege (z'y’),-nel jelolve. Ekkor a HPT, , szimmetridjdbol kvet-
kezik, hogy (a‘t’),, = (b a’),,. Tovdbbd, mivel az azonos sorban levs egymadst kovetd B tipusd

elemek egyenlSek, ezért (b'10), = (b'72b?),, = - -+ = (bbi™1),, is teljesiil.

szorzata z'yl = |’}["-|
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Ekkor felirhatjuk a kdvetkezd k + 2 egyenletbdl 4116 inhomogén linedris egyenletrendszert:

k
(@)un = Z() (@0 20+ (2~ 2y 2.
k—j 7_1 . k—j—1 k—j
k—j1j _ k—j—ipj+i g k—j—i
@) = ( +Z< et 3 (1),

+(0)n + (27 — Du, — 1,
01 = (g =) (") + (g =3)(0")n —2(q — 4),
Unpr = (g —=5)(a")n + (g —4)(b")n —2(q—4),

aholj=1,...,k— 1.

Az egyenletrendszerbdl az (a*),, és (b*),, sorozatok meghatédrozésa az egyenletrendszer bo-
nyolultsdga miatt sajnos nem egyszer(, de mivel az egyenletek karakterisztikus polinomjai meg-
egyeznek az egyenletrendszerhez tartoz6 egyiitthatomatrix karakterisztikus polinomjdval (1asd
[31,36]), ezért a matrix egyszerlisitése a sorozatok megaddsanak egyszerisitését is jelenti. En-
nek az egyiitthaté matrixnak egy egyszeriibb, karakterisztikus polinomjat konnyebben megha-
tdrozo formara valo transzforméldsanak egy lehetséges modszere taldlhat6 [36]-ben. Tovabbd a
2 < k < 11 esetekre a konkrét rekurziv sorozatok is megadottak, melynek fokszdma |k/2| + 3.
Ezeket a sorozatokat k = 2 és k = 3 esetekre a klasszikus Pascal hdromszog hasonl6 sorozata-
inak 6sszevetése miatt megadjuk (14sd (3) és (4)), azaz

(50 = a(s")n-1 = (@ + 1)(s")n-2 +2(s" )3 (n=3),
(5% = (¢4 2)(8")n-1 = (¢ + T)(")n-2 + 8(5°)n3 — 2(5)n-1s (n>4).

A kezddelemek a HPT,,, els6 harom, illetve négy sorabdl konnyedén meghatarozhatok.

2.4. Masodrendii rekurziv sorozatok a %P7, 5 haromszogekben

Figyeljiik meg az 5. dbrdn a HPT, 5 hdromszoget! Minden A tipust pontbdl a kovetkezd sor
egy elemére egy €l balra-le, egy jobbra-le és egy kozépen-le mutat. A balra-le, illetve a jobbra-
le irdnyokat hivjuk roviden balra és jobbra irdnyoknak és jeloljiikk 6ket az angol megfeleldik
alapjan L-lel és R-rel. (A szé€ls6 1-es elemekbdl is balra €s jobbra irdnyokkal jutunk a kovetkezd
sorba.) A legfelsd elemtdl kiindulva 1épked;jiik a graf élei mentén az irdnyitdsnak megfelelGen
egyet balra, utdna egyet jobbra, majd tjra egyet balra és egyet jobbra, €s igy tovabb. Ekkor a
csucspontok értékei éppen az (n + 1). Fibonacci szdmok (Fibonacci sorozat: F,, = F, | +
+ F,_9, [y = 0, F; = 1), melyek egyben az aktudlis sorok legnagyobb ért€kei is. Mdsodjara
Ujra tekintsiink egy ttvonalat a graf élei mentén a legfelsd elembdl kiindulva. Lépjlink egyet
balra, majd egyet jobbra, utdna egyet Ujra jobbra, majd balra, és igy tovabb. Az igy kapott
ttvonal minden masodik csticspontja a Pell sorozat (n + 1). elemét adja (Pell sorozat: P, =
= 2P, 1+ P, o, Py = 0, P, = 1). Ekkor a Fibonacci sorozat elemei az L és az R 1épések
egymdsutidnjaként adodnak, mig a Pell sorozat elemeit az LR és az RL 1épések utan kapjuk.

A tovédbbiakban megvizsgdljuk, hogy milyen masodrendii rekurziv sorozatok elemei taldl-
haték meg a HP T, 5-ben a Fibonacci és Pell sorozatokhoz hasonlé bejarassal.

Mivel |![ = 4, ezért trividlisan igaz, hogy bdrmely pozitiv egész szdm megjelenik a hiperbo-
likus Pascal haromszogekben. S6t, a kovetkezd 6. tétel szerint barmely két pozitiv egész szam
is megtaldlhaté egymds mellett egy azonos sorban a HP7T, 5 haromszogben.

6. Tétel. [5] Legyen adott u,v € NT, ekkor létezik i,j € N* iigy, hogy u = ) (65 v = )]H
teljesiil.
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5. dbra. A Fibonacci és a Pell sorozat a HPT, 5 haromszogben

7. Tétel. [5]. Legyen « és fy < f1 pozitiv egész, ahol fy és fi relativ primek. Tovdabbd legyen
{fn} egy bindris rekurziv sorozat az

fn:afn—1+fn—2a (TLZQ),

alakban megadva. Ekkor az [y és [ értékek megtaldlhatok egymds mellet HPT, 5 valamelyik
sordban gy, hogy fi tipusa A. Tovdbbd az {f,} sorozat minden eleme megtaldlhato egy, az
f1 csticspontbdl kiindulo, csak A tipusii csiicspontokon dthalado iitvonal mentén gy, hogy az
egymdst kovetd f; és fj11 (7 > 1) elemek éltdvolsdga c.

A tovédbbiakban legyen { f,, },,>0 sorozat az

fn:afnfl _fn727 (nZZ), (5)

rekurziéval definidlva, ahol o € N, o > 2, valamint fy < f; pozitiv egészek és relativ primek.
Megjegyezziik, hogy ha o = 2, akkor { f,,} egy szamtani sorozat.

A kovetkezd tételben megadjuk egy utvonaldt a HPT, 5 hdromszognek, amely tartalmaz-
za az (5) sorozat elemeit. Az azonos irdnyu 1épéseket roviden hatvany alakban irjuk. Példaul
LR>! azt jelenti, hogy f,_;-b6l kiindulva A tipusi pontokon keresztiil Iépve egyet balra, majd
(o — 1)-et jobbra az f,,-t kapjuk.

8. Tétel. [35]. Létezik olyan A tipusii csiicspontokon dthalado vitvonala a HPTy5-nek, ahol a
kovetkezoképpen megadott csiicspontok az { f,}n>1 sorozat elemei. Tegyiik fel, hogy );( = fi és

)jfl( = f1 — fo. Ekkor az uitvonal elsé eleme f, és a lépések mintdzata f,,_, és f, kozott LRY2,

Osszegezve, az f, = af,_1 + fn._o tipusi sorozatok elemei mind megtaldlhatk
‘HPT45-ben, melyekhez a 1épések mintdzata is ismert. Ezt foglalja ossze az 1. tdblazat [6].
Mivel a sorozatok kezd&értékei tetszélegesek lehetnek, ezért a sorozatok pontos helyét nem
tudjuk megadni, csak a 1épések mintazatat.
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H H Jn = afn1+ faoo ‘ Jon=0afn1— fua H

feltétel a>1 a > 2
fn és fn_1 tdvolsaga o a—1
a—1 4 a—1
lépések mintdzata LR~ és RL LR
valtakozva

1. tablazat. Az f,, = af,_1 = fn._o sorozatok megadasa

2.5. Fibonacci sz6 és a hiperbolikus Pascal haromszogek kapcsolata

Az egyik legnépszer(ibb és a legtobbet vizsgdlt bindris sorozat a Fibonacci sz6 ("Fibonacci
word"). El6szor definidljuk az { f; }3°, véges Fibonacci sz6 sorozatot {0,1} felett. (A sorozatnak
minden eleme véges szdmu bitet tartalmaz.) Legyen

Jo=1, fi=0¢és fi= fi_1fio, (i >2),

azaz a kezd6elemek kivételével a sorozatnak minden eleme az el6z6 két elem konkatenéacidjaval
adhat6 meg. Nyilvdnvaléan igaz a Fibonacci sz6 hosszdra (|g| a g sz6 hosszat jeloli), hogy | f;| =
= F; .4, ahol F; az i. Fibonacci szam, amely definicidja: Fop =0, F} = 1¢és F; = F;_ 1 + F;_»
(1 > 2). A (végtelen) Fibonacci sz6 pedig az f = lim; o, f;. A 2. tdbldzat az elsd néhdny
Fibonacci sz6t mutatja.

Az is ismert, hogy a Fibonacci morfizmus (¢: {0,1} — {0,1}%,0 — 01, 1 — 0) fenndll két
egymast kovetd véges Fibonacci sz6 kozott. Tovabbi részletek €s dltalanositdsok tobbek kozott
[12,14,22,38,39]-ben talalhatdk.

fo = 1

i =0

fo = 01
£ = 010
£ = 01001

fs = 01001010
fe = 0100101001001
fz = 010010100100101001010

2. tdblazat. Az els6 néhany Fibonacci sz6

A tovabbiakban minden HPT, , esetén eltekintiink a csicspontokhoz rendelt értéktdl, csak
a csucspontok tipusat vessziik figyelembe (6. dbra). A széleken 1€v6 csucspontokat is B tipusu-
aknak tekintjiik.

Definidljuk dgy a {hi?] }5° sorozatot, hogy minden W4 elem legyen egyenld a HP T4, n. so-
réaban levé balrdl jobbra vett A és B jelek konkatenécidjaval. Ezt nevezziik n. (véges) {4, ¢}-
hiperbolikus Pascal szonak. Példaul, ha ¢ = 5, akkor a 6. dbra sorai alapjan

W = B n =BB, b = BAB, h) = BABAB, h}) = BABABBABAB,
h?) = BABABBABABBABBABABBABAB.

Tekintsiik a ¢ bijekcidt tigy, hogy
¢:{0,1} = {A, B},  ¢(1)=A4,  ¢(0) =5,



70 Németh Lészl6 — Szalay LészIl6

f;

N -/

6. dbra. A véges Fibonacci sz6 sorozat a HPT, 5-ben

vagy roviden 1 = Aés 0 = B.
Vizsgdlva a 6. abrat lathatjuk, hogy a Pascal hdromszog sorainak mintdzata csaknem ekvi-
valens a paratlan Fibonacci szavakéval. Péld4ul

0lf; =010 = BAB=h},
0lf; = 01010 = BABAB =h},
0lfs = 0101001010 = BABABBABAB = hY,

A pontos, dltaldnos kapcsolatot a 9. és a 10. tételekben fogjuk kimondani, de elStte még
megadunk a Fibonacci szénak egy tj dltaldnositdsat, ami a HP T4, hiromszog sorainak az A
és B pontjainak mintdzatin alapszik.

Legyen a véges {4, q}-Fibonacci sz6 sorozata { fi[4’q} }220, roviden { fi[q] 20> ahol ¢ > 5 és

q—4 o
([)q] =1, fl[tﬂ —0, fi[q} _ (fi[z]lP fi[Z]QJ ha i paros; (i >2).
fi[z]lfiz]g, has pératlan;

A végtelen {4, q}-Fibonacci sz6 is legyen fla = Tim,. fi[q] és ekkor természetesen
f=f"% azaza {4,5}-Fibonacci sz6 egybeesik a (klasszikus) Fibonacci széval.
Jelolje ol? a {4, ¢}-Fibonacci morfizmust, melyet ¢ > 5 esetekre a kovetkez&képpen defi-
nidlunk
{0,1} — {0,1}x, 0— 097%10, 1 — 0¢*1.

A kovetkezd tételek megmutatjak a pontos kapcsolatot a {4, ¢ }-hiperbolikus Pascal sz6 so-
rozata (a HPTy4, sorainak mintdzata) és az Gjonnan definidlt {4, ¢}-Fibonacci sz6 sorozata
kozott.

9. Tétel. [27]. A {4, ¢}-Fibonacci morfizmus, a 0'9, kapcsolatot teremt minden mdsodik {4, q}-
Fibonacci szo kozott, tigy hogy

dI(fT) = £ (i=2).
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10. Tétel. [27]. Ha n > 2, akkor
0150y = hi
és
[q] _ (lq 4)
2n 3 2n 2

ahol1 = A, 0= Bés . Tovdbbd az {F( )} ° y Sorozat az un. biperiodikus Fibonacci
sorozat (a > 1,b> 1) [/2 27,39], amelynek rekurziv definiciéja az
F(a b) F( b) ha i pd .
Féa,b) _0, Fl(a,b) _ 1, E(a,b) _Ja (a b) + ( ), a Z.paros, (i > 2).
bEYY + F.% . hai pdratlan;

3. Hiperbolikus Pascal piramis és szimplex

A Pascal hdromszog 3-dimenzids analdgja a Pascal piramis (sokkal precizebben a Pascal tetra-
éder) (a 7. dbrdnak a bal oldali részabrdja). Itt a szintek hdromszogek, az n. szint oldalai meg-
egyeznek a Pascal haromszog n. soraival és minden belsé szam egyenld a megel6z6 szinten
kozvetleniil "folotte" levé harom szam Osszegével [2, 8, 17, 18]. A Pascal piramis 4-dimenzids
valtozatat Pascal szimplexnek nevezziik.

A hiperbolikus 3- és 4-dimenzids térben is 1étezik egy hiperbolikus kockamozaik, illetve egy
hiperbolikus hiperkocka mozaik, amelyek segitségével Pascal piramis, illetve a Pascal szimp-
lex hiperbolikus valtozatait, a hiperbolikus Pascal piramist és a hiperbolikus Pascal szimplexet
definidlhatjuk. A pontos definicidkat és a tulajdonsdgokat itt nem részletezziik (teljes leiras:
[26,28]), helyette a 7. dbrdnak a jobb oldali részdbrajan bemutatjuk a hiperbolikus Pascal pira-
mis elsd néhany szintjét €s a szintek kozotti irdnyitott grafot.

7. dbra. Euklideszi és hiperbolikus Pascal piramis
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