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OSSZEFOGLALO. A hallgato a tanulményai soran gyakran szembesiil azzal, hogy
egyes téma targyalasmodjat ,,nem érti”, nehezen sajatitja el. Emogott gyakran az all,
hogy hianyosak a megértéshez sziikséges matematikai és fizikai el6ismeretetek. A
surlodassal csillapitott harmonikus rezgdmozgas egy szép példaja annak, hogyan
épithetd fel egy 0j anyagrész gy, hogy az minden ponton kapcsolodjék a hallgatok
feltételezett eldismereteihez.

ABSTRACT. During their studies, students are often confronted with the fact that they
"don't understand" certain subjects, that they find it difficult to master them. This is
often due to a lack of the mathematical and physical knowledge necessary for
understanding. Harmonic oscillatory motion damped by friction is a good example
of how to build up a new topic in such a way that it is linked at all points to the
students' assumed prior knowledge.

1. Bevezetés

Matematika-fizika szakos hallgatoként majd mindkét targy oktatojaként felmeriilt bennem
az a kérdés, hogy a csillapitott harmonikus rezgémozgas targyalasakor miért csak a sebességgel
aranyos csillapitasrol tanulunk, tanitunk, mikor a gyakorlatban a rezgést a surlodasi erd (is)
csillapitja. Vajon milyen mozgas alakul ki, ha a szabadrezgést csak a surlodas csillapitja,
hogyan adhaté meg a mozgasegyenlet, abbol hogyan vezethetd le a kitérés-id6 fliggvény. Bar
tanulmanyaim ¢és oktatéi munkdm sordn nem volt sziikség a probléma targyaldsara,
érdeklodésemet jbol felkeltette, amikor egy iskolai selejtezés soran a kezembe akadt Bosznay
Adam: Mechanikai lengéstan I-I1. cimii, 1961-es kiadast kézirata [1], melyben a 18-19. és a
35-41. oldalakon foglalkozik a témaval. Nyelvezete és jelolésrendszere kissé régiesnek tiinik a
fiatalabb korosztaly szamara, mértékegység hasznalata pedig teljesen idejétmult. A mi a
mozgasegyenletek levezetése helyett azok céliranyos 4talakitdsaval kapott alakokbodl
kovetkeztet a mozgas kitérés-id6 fuggvényének képére, s a grafikont felrajzolva elemzi azt.

Ujabb keletkezésii a [2] tananyag, de ebben még mindig akad régebbi jelolés, és a levezetés
is elnagyolt. Cserndk Gabor [3] linken elérhetd oktatdsi anyaga matematikdjat tekintve
részletes, de egyes jelolései és terminologidja eltér az altalunk oktatottol.

Ezeket és még néhany interneten is hozzaférhetd irodalmat tanulmanyozva meriilt fel
bennem annak Otlete, hogy a surlodéssal csillapitott rezgdmozgasnak egy olyan targyaldsi
modjat mutassam be, amely teljes egészében csak azokra a matematikai és fizikai ismeretekre
épiil, melyet egyetemiink hallgatéi ezen két alapozé targy kurzusain mar elsajatithattak, és a
jelolések is a tananyagainkhoz alkalmazkodnak. Jelen cikkemnek tehat hasonld a célkitlizése,
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mint egy korabbi irdsomnak [4], melyben a harmonikus rezgdmozgas matematikai targyalasat
probaltam hozzéilleszteni a hallgatok fejében meglévo, feltételezett korabbi ismeretekhez. Azt,
hogy a hallgatok fejében milyen gondolkodasi sémak alakultak ki a rezgémozgést illetéen, azt
nem tudhatjuk, csak azt, hogy korabban milyen formaban (jel6lésmoddal, szohasznalattal,
levezetésekkel) talalkozhattak a témaval. Ez utobbihoz célszeri illeszteni az 1j ismereteket,
hogy azok minél konnyebben elsajatithatdak legyenek.

2. A Coulomb-féle surlodassal csillapitott rezgomozgas targyalasa

A miszaki ¢életben megkiilonboztetik a szaraz és a nedves surlodast. A kozépiskolaban is
tanult, egyszeriien csak (tapadéasi vagy cslszasi) surlédasi erdnek nevezett erd, amely az
egymassal érintkezd szilard feliiletek elmozdulésat igyekszik akadalyozni, a széraz surlodo
er6k csoportjaba tartozik. Az, hogy az erd olyan tulajdonsagokkal bir, mint ahogyan a
tankonyvekben taldlhato (nagysaga allando a mozgas sordn és nem fligg az érintkez0 feliiletek
nagysagatol csak azok anyagi mindségétdl, ellentétes iranyu a sebességgel, ardnyos a
feliileteket egymashoz nyomo erdvel), egy modell, amely akkor érvényes, ha a strlodo feliiletek
teljesen szarazak. Ekkor a surlodo erd értéke a sebességtdl is fliggetlen. Az ilyen surlodo erdt
nevezik szaraz sirlodo erdnek vagy Coulomb-féle surlodo erdnek ([1] 18-19. old.). A feliiletek
nedvesitése esetén a surlodasi erd sebességtdl vald fliggetlensége mar nem mondhato el. A
szaraz vagy Coulomb-féle strlodasi erdt a tovabbiakban is surlodasi erének fogjuk nevezni,
azzal a plusz tartalommal, hogy a feliiletek szarazak.

A tovabbiakban az tgynevezett egy szabadsagfokti mechanikai harmonikus rezgésekkel
foglalkozunk, amikor a pontszeriinek tekintett test egy egyenes mentén mozdul el. A
tomegpontra csak a kvazielasztikus és a surlodasi erd hat, nem hat mas, példaul a szokasos,
sebességgel aranyos csillapitd erd vagy kiilsé kényszerero.

2.1. A sziikséges fizikai és matematikai alapok

A téma targyalésa a csillapitatlan és a sebességgel aranyos csillapitasu szabadrezgések utan
kovetkezhet. Ekkor mar ismert a kvazielasztikus erd (ilyen a rugoerd is) fogalma ¢€s alakja, a
hatasara 1étrejovo harmonikus rezgdmozgas differencidlegyenlete és annak megoldasa, a kapott
szinusz- vagy koszinusz fliggvényben szerepld fizikai mennyiségek (amplitudo, korfrekvencia,
frekvencia, periddusido, fazis, fazisadlland6 vagy kezdéfazis) jelentése és egymassal valo
kapcsolata. Ezen kiviil fizikabol sziikségiink van még a surlodasi (mind a tapadasi mind a
csuszasi) jelenségek ¢és erdk ismeretére, kiegészitve a fentebb leirtakkal. Matematikabdl a
masodrendii, linearis, allandd egyiitthatos differencialegyenletek homogén és inhomogén
valtozatainak megoldasi eljarasait fogjuk hasznalni, a kapott eredmények értelmezéséhez pedig
a fliggvénytranszformaciok ismeretére lesz sziikséglink. Ezek azok az ismeretek, amelyek
sziikségesek a téma megértéséhez, ezekhez kapcsolhato az uj anyag.

2.2. Egybevezet6 feladat

A rugora akasztott test mozgasat altaldban fiiggdleges helyzetben tanulméanyozzuk, a
mozgasegyenlet felirdsakor azonban a rugd vizszintes, surléddsmentes asztalon fekszik.
Tessziik ezt mindazért, mert fliggbleges helyzetben a testre hatd nehézségi erét is figyelembe
kell venni, ami vagy egy fokkal bonyolultabb mozgésegyenlet megoldasat kivanja, vagy pedig
egy koordinata-transzformacioval iktathato ki. Mindkét modszer tanulsagos és felhasznéalhat6
a surlodasi erd figyelembe vételénél. Ezért lassuk most mindkett6t!
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nyujtatlan allapot

egyensulyi helyzet
FE. = Dx

1. abra. Fiiggoleges helyzetii rugéra akasztott test és a ra hato erok

A fliggdleges rugora akasztott testre két erd, a rugoderd €s a nehézségi erd hat. E kettd
ereddje hatarozza meg a gyorsuldsat Newton II. torvénye alapjan. Ha az X-tengely az 1. dbra
szerint fliggdlegesen lefelé mutat, €s kezddpontjat elészor a rugd nyljtatlan dllapotaban vessziik
fel, akkor a dinamika alapegyenlete

mi = —Dx + mg 1)
alakban frhat6. Ezt dtrendezve és a tdmeggel osztva, bevezetve az w? = % jelolést, kapjuk az
¥+w’x=g (2)

inhomogén linedris, allandé egyiitthatés masodrendli differencidlegyenletet. A homogén rész
altalanos megoldasa [5] 72.0ld. alapjan:

x(t) = ¢, cos(wt) + ¢, sin(wt). (3)

Az inhomogén rész egy partikuldris megoldasat a probafiiggvények modszerével keressiik,
mely konstans esetén szintén konstansként veendo fel:

xp=A.

Ennek derivaltjai nullak, behelyettesitve a (2) differencidlegyenletbe az

egyenletet kapjuk, melybol

ami egyben az inhomogén egyenlet keresett partikularis megoldasa. Ezzel a (2) egyenlet
altalanos megoldésa:

x(t) = ¢; cos(wt) + ¢, sin(wt) + %. (4)

Az egyszerliség kedvéért az inditas legyen az egyik sz€ls6 helyzetben, amelynek a rugd
nyUjtatlan allapotatol szamitott koordinataja x,. Itt enged;jiik el kezddsebesség nélkiil a testet,
vagyis a kezdeti feltételek:

x(0) = xq }

w(0) =% =0 )
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A t =0 -t behelyettesitve a (4) altalanos megoldasba c¢; = x, —wi adodik. Ezt

2

behelyettesitve (4) egyenletbe, majd derivalva a kifejezést, kapjuk a sebességet:
x(t) = — (xo — %) w sin(wt) + wc, sin(wt).

Ebbe helyettesitve a sebességre vonatkozo kezdeti feltételt, ¢, = 0 adodik. Ezzel a (2)
differencialegyenlet megadott (5) kezdeti feltételeket is kielégitd partikularis megoldasa:

x(t) = (xo — %) cos(wt) + %. (6/a)

Els6 kérdés: milyen fizikai tartalommal bir a % kifejezés? Masodik: milyen mozgas alakul

ki, és az hogyan abrdzolhat6? Az elsére a valaszt ugy adhatjuk meg, ha felirjuk a rugora
akasztott test egyensulyi allapotéara az egyenstlyi egyenletet. Ebben a helyzetben a rugderd és
a nehézségi erd ereddje zeérus, vagyis a két erd egyenld nagysagu és ellentétes iranyd. Ha a rugo
megnyulasat Al jeloli, akkor az egyensulyi egyenlet:

DAl = mg, (7

melybol

vagyis a % kifejezés éppen a rugdnak a test egyensulyi helyzetéhez viszonyitott megnyulasa.
A kinematikai mozgasegyenlet az egyensulyi megnyulassal is felirhato:

x(t) = (xo — Al) cos(wt) + Al (6/b)

Ezek alapjan a masodik kérdésre azt valaszolhatjuk, hogy a mozgés olyan csillapitatlan
rezgbmozgas, amely a test egyensulyi allapota koriil megy végbe, amplitudoja A = |x, — Al],
korfrekvenciaja pedig ugyanakkora, mint amekkora lenne a rugd vizszintes helyzetében,
nehézségi erd hatdsa nélkiil. Vagyis a nehézségi erd a mozgas frekvencidjat nem valtoztatja
meg, csak a rezgés kdzéppontjat tolja el a nyujtatlan allapotbol az egyensulyi allapotba. Ha a
(6/b) egyenlet mindkét oldalabol kivonjuk a Al-et, akkor a bal oldalon az egyensulyi helyzett6l
szamitott koordinatat kapjuk, mint az id6 fliggvényét.

Ez a levezetés és gondolatmenet segit a surlédéssal csillapitott rezgés targyalasanal a
differencidlegyenlet megoldasaban ¢és az 4ltalanos megolddsaként kapott fliggvények
elemzésének megértésében.

A fiigglleges rugora akasztott test mozgasegyenlete felirasdnak masik lehetdsége, hogy az
x-tengely kezdOpontjat eleve a test egyensulyi helyzetében vessziik fel. Ekkor egy X
koordinataval jellemzett helyen a testre hat6 rugoerd

E. = —D(x + Al)
alakban adhat6 meg, amivel a mozgésegyenlet

mi = —D(x + Al) + mg.
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A zardjelet felbontva kapjuk:
mi = —Dx — DAl + mg,

ahola (7) egyensulyi feltétel miatt —DAIl + mg = 0, igy a mozgas differencialegyenlete azonos
a vizszintes helyzetli rugora akasztott test mozgasegyenletével. Ez utobbi meggondolas
egyszerliibb differencidlegyenletre és megoldasra vezet, de a szdraz surlodasos csillapitas
targyalasanal ez kevésbé hasznosithato, mint az el6zd, eltolt egyenstlyi helyzet koriili rezgés
leirasa.

2.3. A surlddassal csillapitott rezgés differencialegyenletei és azok altalanos
megoldasai.

Legyen most a rugd vizszintes, és a ra akasztott tomegpont a rugd nyujtatlan allapotaban
legyen nyugalomban. Ebben a helyzetben vegyiik fel az x-tengely kezddpontjat €s a pozitiv
irany a 2. abra szerint jobbra mutasson.

nyujtatlan
allapot T N

v s

FARTTIITTETTIFEELTFIFIFEL, 555;7

W

0 mg

2. abra. Vizszintes rugora akasztott test és a ra hato erok

Téritsiik ki a testet jobbra valamennyivel, és hagyjuk magara. Ebben a helyzetben a testre
vizszintes irdnyban a balra mutatd F, rugoerd €s a jobbra mutato S surlodasi erd hatnak, mig
fliggdlegesen lefelé az mg nehézségi erd, felfelé pedig az asztallap altal kifejtett N nyomoerd
hatnak. Mivel fliggdleges iranyt elmozduldskomponens nincs, igy ez utobbi két erd ereddje
zérus, vagyis nagysagukat tekintve egyenldek. Ezek alapjan a strlodasi erd

S = uN = umg

nagysagu lesz. Az egyszerliség kedvéért tekintsiink most el a tapadasi (uy) és a csuszasi (i)
surlodasi egyiitthatd kiilonb6zoségétdl, vegylik dket egyenldknek.

Ahhoz, hogy a test mozgésba j6jjon, a rugderonek meg kell haladnia a tapadési erd
maximumat, azaz fenn kell allnia a

D|x| = umg
egyenldtlenségnek. Ez akkor teljesiil, ha
el 2 4m0 8 ®

A jobb oldal atalakitasanal ismét hasznaltuk a szokasos w? = % jelolést.

Tegytik fel, hogy inditdsnal a tdmegpont kitérése jobb oldalra nagyobb x,-nal! Ekkor a test
egy tetszOleges X koordinataji helyén a dinamika alapegyenlete az

mX = —Dx + umg 9
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alakban adhatdé meg, attol fliggéen, hogy a tomegpont éppen balra (+umg) vagy jobbra
(—umg) halad. Az eldjelek helyes felvétele nagyon fontos a helyes végeredményhez, ezért a 3.
abra alapjan érdemes atgondolni az X koordinata, a rugoerd és a surlodasi erd pozitiv vagy
negativ iranyat a koordinatatengelyhez képest, mert ez donti el pozitiv vagy negativ eldjelét a
mozgasegyenletben.

Bal felé menet Jobb felé menet
v %
«— —
/ E, ’ E,
R e} B
[l S o S Il .y
YTFTFITF7IT77A77I 777777777 YFTTFIT777TI7A77 77777777777
X X
0 X 0 X
v
v —_
<« F . E
r T
—_— ——
1 S o 1 1 -
AI777IT77 7777 77777777777 f///////{;/( TYII77II77II77

x 0 x 0

3. abra. Iranyviszonyok a test egyes mozgasallapotaiban

Ha a jobb oldali sz¢&Isé helyzetbdl kezddsebesség nélkiil inditjuk a testet, akkor az els6
félperiodusban, amig a bal oldali sz¢lsé helyzetbe ér, a sebesség balra mutat, a surlodasi erd
ezzel ellentétesen jobbra, tehat ez utdbbi pozitiv eldjelli lesz a mozgasegyenletben. A masodik
félperiodusban a mozgas jobbra torténik, ekkor a surlédasi erd balra mutat, tehat negativ eléjela
lesz. Minden pératlan félperiddusban pozitiv, paros félperiddusban negativ eldjeli lesz a
surlodasi erd. Célszerti a két iranynak megfelelden két mozgésegyenletet felirni:

bal felé menet: mi;, = —Dx + umg, (10/b)
jobb felé menet: m¥; = —Dx — umg. (20/))
Ezeket atrendezve és a szokdsos alakra hozva kapjuk az
¥p + wix = ug (11/b)
X+ w?x = —ug (11/j)
inhomogén differencidlegyenleteket, melyek alakilag teljesen hasonlok a bevezetd feladatban
felirt (2) differencidlegyenlethez.

A megoldas menete is hasonl6. A homogén rész altalanos megoldasa mindketténél a (3)-
mal azonos, a konstans probafliggvényre pedig a bal és a jobb irdnynak megfelelden az



A Coulomb-féle strlodassal csillapitott rezgdmozgas — oktatoi szemmel 65

_ kg _
Ay = —2 = Xo»
H“g
4j === %o

adodnak. Ezzel a két inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldésa:
xp (t) = by cos(wt) + b, sin(wt) + x,, (12/b)
x;(t) = j; cos(wt) + j, sin(wt) — x,. (12/))

Teljesen hasonld alakuak, mint a bevezetd feladat (4) egyenlete. Ennek megfelelden a
mozgas is hasonld. Mindkét egyenlet w korfrekvencidjii harmonikus rezgdmozgast ir le, tehat
a Coulomb-féle surlodas ugyanugy nem valtoztatja meg a csillapitatlan szabadrezgés
frekvenciajat, mint fliggéleges mozgas esetén a nehézségi erd. Mindkét harmonikus
rezgdmozgas kézéppontja a rugd nyujtatlan allapotdhoz (X-tengely nullpontja) képest el van
tolva: bal felé menetben x,-lal jobbra, jobb felé menetben x,-lal balra. A rezgés kdzéppontja
igy félperiodusonként, a sz¢ls6 helyzetekben, amikor a mozgés irdnyt valt, megvaltozik. Az x,
fizikai jelentése (8) alapjan az a tavolsag a nyujtatlan allapothoz képest, amelynél kisebb kitérés
esetén a surlodasi erd egyensulyt tart a rugderdvel. Ez azt jelenti, hogy ha a test sebessége az
origotol felmért +x, €s —x, szakaszon beliil csokken nullara, akkor nulla is marad, azaz a test
végleg megall. Ezt a 2x, hosszlisdgl szakaszt érzéketlenségi savnak ([1] 36. old.) vagy
bizonytalansagi zonanak ([3]) nevezik. A test letapadasa akkor torténhet meg, ha a mozgas
fordulopontja a zonan beliilre vagy a hatarara esik. Hogy ez pontosan mikor és mely helyzetben
torténik meg, az a kezdeti feltételek ismeretében szamithato ki.

2.4. A differencialegyenletek partikularis megoldasai egy specialis inditas
esetén

Inditsuk a mozgast kellden nagy kitéréssel a jobb oldali széls6 helyzetben zérus
kezdbsebességgel. A kezdeti feltételek (5)-h6z hasonloan:

xp(0) = Ay > xo}.

Innen a test balra indul el, tehat a (12/b) altalanos megoldasba helyettesitjikk a t = 0-t. A
b, paraméterre

by = Ag — xg

adodik, amit behelyettesitve a (12/b) egyenletbe, majd derivalva a kifejezést, kapjuk a
sebességet:

xp(t) = —(Ay — xo)w sin(wt) + wb, sin(wt).

Ebbe helyettesitve a sebességre vonatkozo kezdeti feltételt b, = 0 adodik. Ezzel a (12/b)
differencialegyenlet megadott (13) kezdeti feltételeket is kielégité partikularis megoldasa:

xp1(t) = (A — x) cos(wt) + xo,

ahol te [O; g] . Ez az x, helyzet korili Ay — x, amplitudoji koszinuszos rezgés elsod
félperiodusat irja le. Ekkor a bal oldali sz¢&Is6 helyzetbe kertil a test, mozgasa iranyt valt, és a
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(12/j) fuggvény szerint folytatja. Ennek kezdeti kitérése azonos x;, végso kitérésével, kezdeti
sebessége pedig zérus:

X; (2) = Xpy G) = (Ay — x;,) cos (2?”2) +x0=—(4 — 2x,)
v (3)=0 |

Felhasznaltuk a korfrekvencia és a peridodusidé kozotti w = ZFE Osszefliggést és azt, hogy

cost=—-1.At= 2 id6t (12/)-be helyettesitve
J1 = Ao — 3%,

a sebességre vonatkozo zérus kezdeti feltétel pedig itt is j, = 0-t eredményez. gy a masodik
félperiddusban a mozgast az

xj2(t) = (Ap — 3x,) cos(wt) — x,

fliggvény irja le, ahol te E, T]. Ez egy A, — 3x, amplitadoju rezgés a —x, helyzet koriil.
Ennek végén az 0jabb jobb oldali sz¢&ls6 helyzetben a kitérés

sz(T) = Ay — 4x,,
mely a kdvetkez6, harmadik félperiodus kezdeti kitérése. Ezt ujra (12/b)-be helyettesitjiik, ezzel
b, = Ay, — 5x,
a kinematikai mozgasegyenlet pedig

xp3(t) = (4p — 5x¢) cos(wt) + xo,

ahol te [T; %] Ez egy x, koriili A, — 5x, amplitadéju rezgés. Kovetkezik a % idépontban a
masodik baloldali sz¢éls6 helyzet meghatarozasa, majd ennek mint a negyedik félperiodus
kezdeti feltételének behelyettesitése (12/j)-be és x;3(t) felirasa. A sz¢élsé helyzetekben a
sebesség zérus volta miatt a b, és j, konstansok mindig nullak lesznek, mint ahogy lattuk a
bevezeto feladatnal és az elso bal felé torténd mozgas konstansainak meghatarozasanal.

A kinematikai mozgasegyenletek tovabbi szakaszonkénti felirdsa ennek a modszernek a
folytatasaval torténhet. Gondolkodtaté kis matematikai feladvany a szakaszonkénti
altalanositott alak felirdsa, melyhez a kovetkezd 1épéseken érdemes végigmenni. A balra tartd
mozgasok félperiodusainak sorszamat a paratlan szdmokkal, a jobbra torténd mozgés
félperiddusainak sorszamat a paros szamokkal jellemezziik. Irjuk egymas ala a bal és a jobb
iranyl mozgasok sorszamait, a hozzajuk tartozo amplitadokat és a félperiodusok hatarait T/2
egész szamu tobbszordseiként! Annyit irjunk, amennyibdl mar latszik a szabaly! A felirdst az
olvasoéra bizzuk. Az altalanos egyenletek alakja:

Xns1(t) = [Ag — (2n + 1)x,] cos(wt) + (—1)"x,, te [ng, (n+1) g], (14)

ahol n természetes szam (0-t6l inditva).
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Tehat a test olyan harmonikus rezgémozgast végez, amelynek kdzéppontja minden szElsé
helyzetben megvaltozik, és ehhez a szakaszonkénti kdzépponthoz képesti amplitidé minden
félperiddusban 2x,-lal csokken. A rugo6 nyujtatlan allapotahoz (x = 0) képesti egymast kovetd
maximalis kitérések szintén 2x,-lal csokkennek, de az alabbiak szerint:

A, = Ay — 2nx,.

Ez egy szamtani sorozat, melynek a differencidja 2x,.

A mozgas addig tart, amig a maximalis kitérés x,-nal kisebb nem lesz. Ebben a szélsd
helyzetben zérusra csokken a test sebessége, és mivel a bizonytalansagi zonaban allt meg, mar
nem indul el. A kérdés, hogy mely iddpillanatban és hol kdvetkezik be a végleges megallas? A
megallas feltétele tehat:

Ag — 2nxy < X,

ebbdl

2(Ee-1)<n (15)

2 X0

Az egyenldtlenség bal oldalan 4llo kifejezést felfelé kerekitve egész szamra, kapjuk n
értékét. Az ehhez tartozd t = ng iddpillanatban all meg a test. A megallas helyét pedig tgy

kapjuk, hogy az n-nek megfeleld x,, ., (t) figgvénybe helyettesitjiik a t = ng idépillanatot:

Xmegallas — Xn+1 (ng) = (AO - 2nx0) cos(nm) = (_1)n(AO - ano)- (16)

Megjegyzés: A Coulomb-csillapitassal kialakuld rezgés nem periodikus mozgas, és csak
véges ideig tart. [gy szigorian véve T-t sem nevezhetnénk ,,periodusidé”-nek, viszont a
mozgasegyenletekben betoltott szerepe bizonyos tekintetben azonos a periodikus
mozgasokéban betoltottel. Példaul az, hogy két egymast kdvetd maximalis kitérés kozott
mindig T/2 id6 telik el. A pillanatnyi rezgési kozépponton és a szélsé helyzeteken vald
athaladasok kozott is mindig azonos, T/4 id6 telik el. Viszont a rugd nyujtatlan allapotdhoz
tartozo x = 0 helyzeteken vald két egymast kovetd athaladas kozott a mozgas mas €s mas
szakaszaban mas és mas iddtartam telik el. Az id6 novekedtével ez az idétartam is nd.

2.5. AKitérés-ido fiiggvény abrazolasa

A kapott (14) kitérés-idé fliggvény abrazolasa altalanosan nem egyértelmii, mert csak 4,
s x, aranydnak ismeretében donthetd el, hogy hanyadik félperiddusban és hol all meg a test.
A fiiggvény eddig megtargyalt tulajdonsagai alapjan az abrazolds a kovetkezd elvek alapjan
torténhet. Az idétengellyel parhuzamosan, attol x, tadvolsagban folfelé és lefelé¢ hizunk egy-
egy vizszintes egyenest. E kettd kozotti sdv a bizonytalansagi zona, és egyuttal e két tengely
jelenti a koszinusz fliggvények félperiodusonkénti kdzépvonalat. A fliggvény rajzolasat a
pozitiv kitérésnek megfeleld A, magassagbol inditjuk, onnan rajzolunk egy fél koszinusz
fiiggvényt, mely T/4 id6épontban metszi az x, magassagban behiuzott tengelyt, és tijabb T/4 id6
elteltével az x, alatt, attol A, — x, tavolsagban éri el minimumat. Innen folfelé rajzoljuk a
kovetkezd fél koszinusz hullamot, de most a —x, magassidgban futd tengely legyen a
kézépvonala, tehat ezt metszi T/4 id6 mulva, majd Gjabb T/4 id6 elteltével ehhez képest
szimmetrikusan, a pozitiv tartomanyban éri el a maximumat. Innen megint lefelé indulunk x,
kézépvonallal, és igy tovabb, amig az egyik maximalis kitérés nem esik a bizonytalansagi
zonaba. Ott van vége a mozgasnak ¢és a grafikonnak is.
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A 4. abran egy konkrét adatokkal felvett kitérés-id6 fliggvény grafikonja lathato. A fizikai
kiindulé adatok helyett a fiiggvény paramétereit adtuk meg. A megallas helye és ideje a
grafikon felvazolasaval és szamolassal is meghatarozhatd. Ez utobbi esetén elészor a (15)
Osszefliggés alapjan meghatarozzuk n-et, azt a f€lperiodust, amelynek a végén megall a test:

l(ﬂ_l) =1(£—1) = 4,83,

2 \x 2\1,5
melyet felfelé kerekitve
n=>5.
Ezt (16)-ba helyettesitve a megallas helye

Xmegallas = (-1)°(16—10-1,5) = —1cm,

ideje pedig
T 1
t=n-=5--=25s5,
2 2
ami a grafikonrol is jol lathato.
x A (cm) Kitérés-ido fiiggvény
LT W A
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4. abra. A Coulomb-féle surlédassal csillapitott harmonikus rezgémozgas kitérés-idé fiiggvényének képe
egy konkrét esetben
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3. Osszefoglal6

Egy mar latott vagy konnyen elképzelhetd, egyszerlibb, esetleg mar levezetett példaval
bevezetve, annak analogidjara mutattam be a Coulomb-féle surlédassal csillapitott harmonikus
rezgdmozgas egy lehetséges targyalasmodjat. A targyalas soran torekedtem arra, hogy csak
olyan matematikai és fizikai ismeretekre tamaszkodjak, amelyeknek egyetemi hallgatdéink mar
feltételezhetGen birtokdban vannak. Bizom benne, hogy lesz olyan hallgato, aki elolvasva az
anyagot ugy érzi majd, hogy ezt akar 6 maga is levezethette volna.

Irodalomjegyzék

[1] Bosznay, A.: Mechanikai lengéstan I-II., Kézirat, Budapeti Miiszaki Egyetem Villamosmérnoki Kar,
Tankonyvkiado, Bp. (1961).

[2] Dr. Czifra, A., Dr. Goda, T.. Mechanika III. Kinematika és Kinetika, (2014) 18. fejezet,
https://regi.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop412A/2011-0054_mechanika_iii_kinematika_kinetika/ch18.html

[3] https://www.mm.bme.hu/~csernak/kontakt/coulomb.pdf

[4] Barta, E.: Matematikai kiegészitések a harmonikus rezgémozgas targyalasahoz, Dimenziok, Mat. K6zl1. 9
(2021), 51-61. doi:10.20312/dim.2021.06

[5] Barta, E., Nagy, Zs., Salay, L.: Matematika 1.: EMK/SKK — BSc, Sopron, Magyarorszag: Soproni
Egyetem Kiad6 (2018) 72-73.


https://regi.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop412A/2011-0054_mechanika_iii_kinematika_kinetika/ch18.html
https://www.mm.bme.hu/~csernak/kontakt/coulomb.pdf
https://doi.org/10.20312/dim.2021.06

