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OSSZEFOGLALO. A gerjesztett rezgések mozgasegyenletei ~masodrendii
differencidlegyenletek, = melyekkel  hallgatoink  erdészeti,  faipari  ¢és
kornyezetvédelemi kutatasok teriiletén is talalkozhatnak. A differencialegyenletek
gyakorlati jelentdségére az alabbi egyszeri fizikai példakkal szeretnénk ravilagitani.

ABSTRACT. The equations of motion of excited vibrations are second-order
differential equations, which students can encounter in the fields of forestry, wood
industry and environmental protection research, among others. Here is an illustration
of this type of differential equation with simple physical examples.

1. Bevezetés

A felsObb matematika oktatasa soran egy adott téma gyakorlati alkalmazéasara legtobbszor
nehéz szemléletes, viszonylag konnyen érthetd példat adni. Ilyen a differencidlegyenletek
témakore is. A rezgések mozgasegyenletei allando egyiitthatds, masodrendi, lineéris, homogén
vagy inhomogén differencidlegyenletek. Az el6z0 ¢évi kiadvanyban a homogén esetet
szemléltettiik csillapitott rezgések mozgasegyenleteinek felirdsaval, és elemeztiik a megoldasul
kapott kitérés-id6 fliggvényeket [2]. Most ugyanennek a differencialegyenlet-tipusnak az
inhomogén esetére mutatunk kidolgozott példdkat a kényszerrezgések témakorébol.
Megvizsgaljuk az eredményiil kapott kitérés-idé fliggvényeket, és ramutatunk arra, hogy a
matematikai megoldas soran tapasztalt rezonancia, és a fizikai értelemben vett rezonancia
fogalma szorosan kapcsolodik egymashoz.

2. Gerjesztett harmonikus rezgés

Gerjesztett harmonikus rezgés soran a rezg? testre egy kiilsé, harmonikus gerjesztd er6 hat.
Legegyszerlibb példa az, amikor egy rugora akasztott testtel végziink kisérletet oly mddon,
hogy a rugo felsd végét fel-le mozgatjuk, és a test ennek kovetkeztében kényszerrezgést végez.
Ilyen tipusi mozgés az is, amikor a hintat 16késekkel allandd6 mozgasban tartjuk. A rugdra
akasztott m tomegii, a gyorsulassal mozg6 test mozgasegyenlete [1]:

ma = _Frug(’) - Fkt‘)zeg + Fgerjeszt6 . (1)

Legegyszeriibb esetben a gerjesztd erd szinuszosan vagy koszinuszosan valtozik. Legyen
Fgerjeszts = Fo sinwt, ahol Fy, a maximalis gerjeszté erd, w a gerjesztd erdt jellemzd
korfrekvencia. A tovabbiakban a test kitérés-ido fliggvényét x(t) -vel, a sebesség-idd
fliggvényét x(t) -vel, gyorsulas-idé fliggvényét X (t) -vel jeloljik. A rugderd a kitéréssel
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egyenesen aranyos, az aranyossagi tényezo a D rugdallandé. A kdzegbdl szarmazo csillapités
a test sebességével egyenesen aranyos, €s az aranyossagi tényezo jele k (csillapitasi tényezo).
Ezeket felhasznéalva az (1) egyenlet a kovetkezd alakban irhat6 fel:

mXx (t) = =D - x(t) — kx(t) + F, sinwt. (2)
Ha a (2) egyenletet elosztjuk a test tomegével, és felhasznéljuk a fizikabol ismert w3 = %
Osszefliggést  (ahol w, a  rezgés  sajat  korfrekvencidja),  valamint a
% =f,¢ésay = % jeloléseket, akkor az alabbi alakot kapjuk:
i(t) = —w3 - x(t) — 2Bx(t) + ay sinwt. (3)

Ezt a differencidlegyenletet most elsésorban matematikai szempontbdl vizsgaljuk, ezért a
fizikai tartalmanak magyaréazatat nagyon leegyszerisitjiik. Elegend6 azt szem eldtt tartani, hogy

milyen informaciét hordoznak a konstansok. Az egyenletben szereplé w, a rezgd rendszerrel
1

(rugo és test egyiitt) kapcsolatos ( [wqo] = ;), a p a csillapitd kozeg jellemzdje ( [B] = i), az
a, és az w pedig a gerjesztd erd jellemzdi ( [ay] = ;n—z, [w] = i). A (3) egyenletet atrendezve
lathatd, hogy egy allando egyiitthatos, masodrendi, linearis, inhomogén differencialegyenlet,
ahol a jobb oldalon all6 a, sinwt a zavaro fliggvény [3]:

i(t) + 2px(t) + w3 - x(t) = a, sinwt. (4)

Az egyszerlibb esetek megolddsdhoz hallgat6ink matematikai ismeretei is elegenddek, a
kovetkezokben erre néziink néhany kidolgozott feladatot. A kapott kitérés-id6 fliggvények
abrazolasaval szemléletes kapcsolatot tudunk teremteni a kisérlet és annak matematikali
modellje kozott.

3. Mintafeladatok

A (4) differencialegyenletbdl szarmaztatott homogén egyenletre felirt karakterisztikus
egyenlet diszkrimindnsa D = 4(f? — w3). Ha B < w, (azaz D < 0), akkor a két gydk egy
komplex konjugalt szampar. Ilyenkor az x(t) megoldas matematikai alakja attol fliggéen
valtozik, hogy B = 0 vagy S # 0, illetve w = w, vagy w # w,. A probafiiggvény felirasakor
csak akkor fordul el6 rezonancia, ha f =0 és w = wy. Ha B > w, (azaz D > 0), akkor a
karakterisztikus egyenletbdl két valos gyok, ha f = w, (tehat D = 0), akkor egyetlen valds
gyok adodik, és a probafiiggvényben egyik esetben sem tapasztalunk rezonanciat [4]. Az
alabbiakban ezeket az eseteket tekintjiik at egy-egy egyszerl kidolgozott példa segitségével.

Valamennyi mintafeladatban kényszerrezgésrdl van sz6. Egy harmonikus rezgdmozgast
végz0 testre szinuszosan valtozo gerjesztd erd, és egyes esetekben (ha a feladatban f + 0) a
kozegbdl szarmazod csillapitds is hat. A mozgést befolyasolo, a fentiekben megmagyarazott
jellemzék: wg, B, ay, w, ezek értékei az egyes példakban adottak. A kezdeti feltételek minden

esetben azonosak: a test kitérése t = 0 s id6pillanatban 0 méter, a sebessége ugyanekkor 0 %
A feladatokat alabb kiilon nem szovegezziik meg, csak az adatokat kozoljik.
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3.1. B <w,
3.1.1. feladat. § # 0, w # w, eset.
1 V5 1 m 1 . IS
— Uo7, 0o— o - U — 15, - o -
p = 055 wp="7,a=15, 0=1- Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 3s
idOpillanatban!
Megoldas.

Behelyettesitve (4)-be az adatokat az
#(t) + 2(t) + 2 x(t) = sint (5)

differencialegyenletet kapjuk. A megoldés elsé 1épése a homogén egyenletbdl szarmaztatott

karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasa (ahol x(t) = e*t):
P+A+3=0, A,=-1+i
4 ’ 2
Ebbdl a homogén egyenlet altalinos megoldasa:
1
xy(t) = e 28 (Cysint + C,cost), ahol Cy,C, € R. (6)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafliggvény modszerével keressiik meg:
xp(t) = Asint + Bcost, ahol A,B € R. (7)
A probafiiggvény elsé és masodik derivaltjat (5)-be helyettesitve:
—Asint — Bcost + Acost — Bsint + % (Asint + Bcost) = sint.
Ebbdl egyiitthatod egyeztetéssel A = 14—7, B=- g. Ezeket (7)-be beirva:
4 16
xp(t) = - sint ——cost. (8)
Az inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasa (6) és (8) Gsszege:
1
x(t) = e 2" (C;sint + C,cost) + %sint - gcost, ahol C;,C, € R. 9)

Az x(0) = 0 kezdeti feltételt (9)-be helyettesitve C, = g adodik. A masik kezdeti feltételhez
(9)-et derivalni kell:

x(t) = e_%t [(— (% C, + C2)> sint + (C1 - %Cz) cost] + 14—7cost + %sint,

ebbdl x(0) = 0 miatt C; = %. Az adott kezdeti feltételeknek megfelel6 kitérés-id6 fliggvény
tehat:

1
x(t) =e 2 (i sint + Ecost) + = sint — — cost. (10)
17 17 17 17
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A kitérés id6 figgvénybe behelyettesitve a t = 3s értéket megkapjuk a test kitérését az adott
idépillanatban: x(3) = 0,7645 (m).

Az 1. dbran a (10) kitérés-id6 fliggvény abrazolasa folytonos vonallal tortént (vizszintes
tengely: idé (s), fugglleges tengely: kitérés (s), valamennyi tovabbi abran a
koordinatarendszerek tengelyeit ugyanigy értelmezziik). Lathat6é, hogy az id6 mulasaval a
rezgés allanddosul. Ennek oka az, hogy a fliggvényben t — oo esetén az els6 tag hatarértéke nulla
2

(mivel tlim e 2 = 0), és az allandosult allapot kitérés-idé fliggvénye a masodik és harmadik

tagbol all csak (ez az 1. abran szaggatott vonallal lathato):

4 . 16
X4 () = -, Sint — —cost.

=
;. 1307643)

1. abra. A 3.1.1. feladat kitérés-idé fiiggvénye

Megjegyzés: Ha pl. g = 1%, wo = V2 i, ag = 1;"—2, w=1 i, akkor Ay, =—141i, ami
matematikai szempontbol kicsit egyszeribben megoldhaté eset. Hatranya azonban az, hogy

1
ekkor a végeredményben et egyiitthato lesz a 3.1.1. feladatban szerepld e 2" helyett, és a
kényszererd hatdsa kevésbé latvanyos (hamarabb ,,egyiitt mozog” x(t) és x4, (t)).

3.1.2. feladat. 8 # 0, w = w, eset.
p = 0,5%, w=wy=1 i, ap = 1:"—2. Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 3s iddpillanatban!
Megoldas.

X(t) + x(t) + x(t) = sint.

Részletesen nem vezetjiikk le, mert hasonld az elébbi feladathoz. A karakterisztikus egyenlet

gyokeia A, , = —% + ?i komplex konjugalt szampar, az xp(t) felirdsakor rezonancia nincs:
xp(t) = Asint + Bcost, ahol A =0, B = —1.

A megoldasul kapott, kezdeti feltételeknek megfeleld kitérés-idd fliggvény:

1
= e (LsinSe 4 cosToe) -
x(t) =e 2 (ﬁsmzt+coszt cost.
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Ebbe behelyettesitve a t = 3s értéket megkapjuk a test kitérését az adott iddpillanatban:
x(3) = 0,8656(m). A fliggvény grafikonja nagyon hasonlé a 3.1.1. feladatnal lathato 1.
abrahoz, emiatt nem k6zoljiik. A rezgés kb. t = 6s-t6l allandosul, x4, (t) = —cost.

3.1.3. feladat. 8 = 0, w # w, eset.
B=0-,0,=027, a =15

2 W= 0,33 Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 30s

idOpillanatban!
Megoldas.
Az adatokat behelyettesitve (4)-be az

%(t) + 0,04x(t) = sin0,3¢ (11)

differencialegyenletet kapjuk. A megoldas elsé 1épése a homogén egyenletbdl szarmaztatott

karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasa (ahol x(t) = e*t):
¥(t) + 0,04x(t) = 0,
A2 +0,04=0 A, ==0.2i.
Ebbdl a homogén egyenlet altalinos megoldasa
xy(t) = C;sin0,2t + C,co0s0,2t, ahol C;, C, € R. (12)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafiiggvény modszerével keressiik meg. A
probafiiggvény:

xp(t) = Asin0,3t + Bcos0,3t, ahol A,B € R. (13)
A probafiiggvény elsé és masodik derivaltjat (11)-be helyettesitve:
—0,094sin0,3t — 0,09Bc0s0,3t + 0,04(Asin0,3t + Bcos0,3t) = sin0,3t.
Ebbdl egyiitthato egyeztetéssel A = —20, illetve B = 0. Ezeket visszairva (13)-ba:
x,(t) = —20sin0,3t. (14)
Az inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldésa (12) és (14) 0sszege:
x(t) = C;sin0,2t + C,c0s0,2t — 20sin0,3t, ahol C,C, € R. (15)

Az x(0) =0 kezdeti feltételt behelyettesitve (15)-be C, = 0 addédik. A masik kezdeti
feltételhez (15)-6t derivalni kell:

x(t) = 0,2C,c0s0,2t — 0,2C,sin0,2t — 6¢0s0,3t.

Ebbe beirva az x(0) = 0 feltételt C; = 30 adodik. A C; és C, konstansokra kapott értékeket
visszairva (15)-be a kezdeti feltétleknek megfeleld kitérés-id6 fliggvény:

x(t) = 30sin0,2t — 20sin0,3t. (16)

Behelyettesitve megkapjuk, hogy a test kitérése t = 30s idépillanatban kozelitdleg —16,625
méter (a negativ eldjel a kitérés irdnyara utal). Lathatd, hogy (16) két korlatos, periodikus
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fliggvény kiilonbsége. A kiilonbségfiiggvény is korlatos és periodikus lesz, periddusa a
kisebbitendé és kivonandé fliggvények periddusainak (10w és ?n) a legkisebb kozos
tobbszorose: 20m.

‘G I 40 E 100 12 140 160 180 200
(30, ~16.625)

2. abra. A 3.1.3. feladat kitérés-ido fiiggvénye

Errél az esetrdl altalanosan is elmondhatd, hogy a karakterisztikus egyenlet megoldasa egy
komplex konjugalt szampar, de csak képzetes részbdl allnak, a valds résziik nulla (mivel f =
0). Emiatt x5-ban csak trigonometrikus tagok szerepelnek, az exponencialis szorzé hianyzik.
Mivel w # wy, a probafliggvény az xy-val soha nem lesz rezonancidban. A Kkitérés-id6
fliggvény ezekben az esetekben mar a kezddpillanattol kezdve allandosul és periodikus lesz.

3.1.4. feladat. = 0, w = w, eset.
p = O%,a) =wy=1 %, ap = 2:"—2. Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 10s idOpillanatban!

Megoldas.
Behelyettesitve (4)-be az adatokat az

X(t) + x(t) = 2sint (17)

differencialegyenletet kapjuk. A megoldas elsé 1épése a homogén egyenletbdl szarmaztatott
karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasa (ahol x(t) = e*t):

/‘12 + 1 = 0, /11'2 = il.
Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
xy(t) = C;sint + C,cost, ahol €y, C, € R. (18)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafliggvény modszerével keressiik meg. A
differencialegyenlet jobb oldalan all6 zavar¢ fiiggvény alakja és a (18)-cal fenndllo rezonancia
miatt a probafliggvény (ahol a t szorzdval a rezonanciat sziintettiik meg):

xp(t) = (Asint + Bcost)t, ahol A,B € R. (19)

A probafiiggvényt és masodik derivaltjat (17)-be behelyettesitve:
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2Acost — 2Bsint = 2sint.
Ebbol egyiitthato egyeztetéssel A = 0, B = —1. Ezeket visszairva (19)-be:
xp(t) = —tcost. (20)
Az inhomogén differencialegyenlet altalinos megoldasa (18) és (20) 6sszege:
x(t) = C;sint + C,cost — t cost, ahol C;,C, € R. (21)

Az x(0) =0 kezdeti feltételt (21)-be behelyettesitve C, = 0 adddik. A masik kezdeti
feltételhez (21)-et derivalni kell, ebbdla x(0) = 0 feltétel miatt C; = 1. A kezdeti feltételeknek
megfeleld kitérés-ido fliggvény tehat:

x(t) = sint — tcost. (22)
At = 10s-hoz tartozé fliggvényérték kozelitdleg 7,847 méter. A 3. abran a (22) kitérés-ido
figgvényt abrazoltuk. A fliggvény alakja azzal magyarazhatd, hogy a kisebbitendd sint egy
korlatos, periodikus fliggvény, a kivonandd tcost pedig egy szintén korlatos és periodikus

trigonometrikus fliggvény, illetve a t¢ — oo tényezd szorzata. A kiilonbség az dbran lathato
médon egyre nagyobb amplitidoji rezgést eredményez. Ezt a jelenséget a fizikdban

rezonancianak hivjak.

3. abra. A 3.1.2. feladat kitérés-idé fiiggvénye

Altalanosan is elmondhat6, hogy ha f = 0, akkor a karakterisztikus egyenlet megoldasa
egy olyan komplex konjugalt szampar, amelynek a valds része nulla. Emiatt x,-ban csak
trigonometrikus tagok szerepelnek, az exponencidlis tényezOk hianyoznak. Mivel w = w,, igy
akar szinuszosan, akar koszinuszosan valtozik a gerjeszté erd, a probafliggvény az xy-ban
szerepld tagok valamelyikével rezonancidban lesz. Ezt a rezonancit a probafiiggvényben egy
t szorzdval tudjuk feloldani. A megoldasul kapott kitérés-id6 fliggvényben ez a t szorzd okozza
azt, hogy az amplitado a ,,végtelenségig né”. Tehat a matematikai értelemben vett rezonancia
(illetve az ennek feloldasara hasznalt t szorzd bevezetésével kialakulo fliggvény) és a fizikai
értelemben vett rezonancia (a ,végtelenségig” ndvekedd amplitudo) fogalma szorosan
Osszefonddik. A rezonancia kapcsan érdemes megemliteni a Tacoma-hid katasztrofajat, amely
1940 novemberében a sz¢l Aaltal gerjesztett rezgések kovetkeztében egyre nagyobb
amplitadoval rezgett, végiil 6sszeomlott.
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3.2. B> w,
3.2.1. feladat.
p = 2,5§, wy =2 i, a, = 1:"—2, w=1 % Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 2s
idOpillanatban!
Megoldas.
Behelyettesitve (4)-be az adatokat az
¥(t) + 5x(t) + 4x(t) = sint (23)

differencialegyenletet kapjuk. A megoldas elsé 1épése a homogén egyenletbdl szarmaztatott
karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasa (ahol x(t) = e*t):

A2 +51+4=0, 4, =-1,1, =—4.
Ebbdl a homogén egyenlet altalinos megoldasa:
xy(t) = Cie™t + C,e™*t, ahol C;, C, € R. (24)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafliggvény modszerével keressiik meg,
rezonancia nincs:

xp(t) = Asint + Bcost, ahol A,B € R. (25)

A probafiiggvényt egyszer, majd még egyszer derivaljuk, és a kapott fliggvényeket
behelyettesitjiik (23)-ba, majd az egyiitthatokat egyeztetjiik. Ebbdl A = i, B =-— % adodik.

Ha A és B értékét visszairjuk (25)-be, €s az igy eldallt partikularis megoldast hozzaadjuk (24)-
hez, akkor megkapjuk az inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasat:

x(t) = Cie ™t + Cre ™ + ;—4sint - %cost, ahol €, C, € R. (26)

Az x(0) = 0 kezdeti feltételt (26)-ba, az x(0) = 0 kezdeti feltételt pedig (26) derivaltjaba
behelyettesitve C; =% és C, = —5—11 lesz. Az inhomogén egyenlet kezdeti feltételeknek
megfeleld partikuldris megoldésa tehat:

1 t_ 1 -4t 3 oo 5
x(t) = ce s €+ g, sint ——cost. (27)
Ebbél kiszamithatd, hogy a test kitérése t = 2s idOpillanatban kozelitleg 0,164 méter. A (27)

kitérés-id6 fliggvény grafikonja a 4. dbran lathato.

A (27) kitérés-id6 fliggvényt elemezve hasonld dolgokat mondhatunk el, mint a 3.1.1. és 3.1.2.
feladatoknal. Ha t — oo, akkor az exponencialis tagok hatarértéke nulla, és a rezgés allandosul.
Itt is szaggatott vonallal jelsltiik az allandosulo kitérés-id6 fiiggvényt.

Felmeriilhet a kérdés, hogy valtoztat-e a kitérés-id6 fliggvény alakjanak jellegén az, ha a
B > w, feltételen kiviil még az w = w, egyenldség is fenndll. Kénnyen lathat6, hogy nem.
Mivel a homogén egyenlet 4ltalanos alakja nem tartalmaz trigonometrikus tagot, ssmmiképpen
nem fog rezonancia kialakulni a kényszererdt leir6 zavar6 fliggvénnyel.
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4. abra. A 3.2.1. feladat kitérés-ido fiiggvénye

33. B =w
3.3.1. feladat.
B =w,=3 %, ap = 1:1—2, w=1 i Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 2s iddpillanatban!
Megoldas.

Behelyettesitve (4)-be az adatokat az
¥(t) + 6x(t) + 9x(t) = sint (28)

differencialegyenletet kapjuk. A megoldas elsé 1épése a homogén egyenletbdl szarmaztatott
karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasa (ahol x(t) = e*t):

/12+6/1+9=0, /11’2=_3.
Ebbdl a homogén egyenlet altalinos megoldasa:
xy(t) = Ce 3 + Cyte™3t, ahol €y, C, € R. (29)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafliggvény modszerével keressiik meg, a
probafiiggvény alakja ugyanaz, mint az el6zé feladatnal volt (Id. (25)). A probafiiggvény

megfeleld derivaltjait behelyettesitve (28)-ba, majd az egyiitthatokat egyeztetve A = 54—0 és

B = —53—0. A konstansokra kapott értékeket visszairva a probafiiggvénybe megkapjuk az

inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat. Ezt hozzdadva (29)-hez az inhomogén
differencialegyenlet 4ltaldnos megoldasa:

x(t) = Cie 3t + Cpte 3t + %sint — %cost, ahol C;,C, € R. (30)

Az x(0) = 0 kezdeti feltételt behelyettesitve (30)-ba, az x(0) = 0 kezdeti feltételt pedig (30)
derivaltjaba, C; = % és C, = 1—10 adodik. Az inhomogén differencidlegyenlet kezdeti
feltételeknek megfeleld partikularis megoldasa tehat:

x(t) = 2 o3t 4 o3t 4 L gint — = cost. (31)
50 10 50 50
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Ebbdl kiszamithatd, hogy a test kitérése t = 2s idOpillanatban kozelitdleg 0,0984 méter. A
(31) kitérés-ido fuggvényt az 5. abran abrazoltuk. Ha t — oo, akkor az exponencidlis tényezot
tartalmazo tagok hatarértéke nulla és a rezgés allandosul. Az allandosult kitérés-id6 fiiggvényt
szaggatott vonallal jeloltiik.

Megjegyzés: Az exponencidlis fliggvények kitevojében 1évé —3 egylitthaté miatt a 3.3.1.
feladatban gyorsan allandosult a kitérés-id6 fliggvény. Ha az adatokat ugy valtoztatjuk, hogy a
kitevOben 1év6 egyiitthato (azaz a karakterisztikus egyenlet egyetlen, valos gyoke) 1-nél kisebb
lesz, akkor ez lassabban kovetkezik be. Itt a szamolas menetének egyszertiségét tekintettiik
elsddleges szempontnak, emiatt hasznaltuk a fenti adatokat.

| (2, 0.0084) _

5. abra. A 3.3.1. feladat kitérés-idé fiiggvénye

4. Osszefoglalas

A csillapitott €és gerjesztett harmonikus rezgések mozgasegyenleteibdl felirt
differencialegyenletek megoldasaval jol szemléltethetok az allando egyiitthatos, masodrendi,
linearis differencialegyenletek. Gerjesztett rezgések esetén a differencialegyenlet matematikai
alakja, és ezzel egyiitt az alkalmazott megoldasi mddszer a rezgd rendszert, a csillapitoé kozeget
¢s a gerjeszto er6t jellemzo wy, £, ay €s w mennyiségek szamértékétol, illetve ezek egymashoz
viszonyitott nagysagatol fligg. Az itt 1évo feladatok megoldasa a jobb képességii hallgatdk
szamara nem okozhat nehézséget. A példak attekintésével a matematikabol €s fizikabol tanult
ismereteik kozott kapcsolatot tudnak teremteni, és igy atfogdbb természettudoményos
latdsmoddra tehetnek szert.
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