Dimenziok
Matematikai Kozlemények

XI. kotet

SOE FMK Informatikai és Matematikai Intézet
Soproni Tudés Tarsasag
2023



° X 4
Dimenziok
Matematikai Kézlemények

XI. kotet

SOE FMK Informatikai és Matematikai Intézet
Soproni Tudés Tarsasag
2023



A Dimenziéok — Matematikai Kozlemények 2013 6ta évente egyszer megjelend tudomanyos
folyoirat. A kéziratokat a szerkesztObizottsag tagjai, vagy fiiggetlen birdlok véleményezik, de
a tartalomért a szerzok a feleldsek.

SZERKESZTOBIZOTTSAG:

Nagy Zsolt (cimzetes egyetemi docens, kozépiskolai tanér)
Németh Laszl6 (SOE, egyetemi docens)

Szalay Laszl6 (SOE, egyetemi tanar)

SZERKESZTO:
Németh Laszl6

TECHNIKAI SZERKESZTO:
Németh Laszl6

KIADO:

Soproni Egyetem

Faipari Mérnoki és Kreativipari Kar
Informatikai és Matematikai Intézet
9400 Sopron, Bajcsy-Zsilinszky utca 4.
és

MTA VEAB Soproni Tudés Tarsasag
9400 Sopron, Csatkai Endre utca 6-8.

Elektronikus elérhetdség: http://matematika.emk.uni-sopron.hu/dimenziok
HU ISSN 2064-2172

© Szabadon terjeszthetd a forrds megjelolésével.



DIMENZIOK 1
Matematikai K6zlemények
XI. kétet, 2023

Tartalomjegyzék
A Boerdijk-Coxeter tetrahélixr6l és altalanositasairdl..........ccccevvvveiiireiiineeiiieesie e 3
Az altalanositott oktoniok és a vektor-matrixok algebraja............ccoocoviiiiiiiiin. 11
Specialis meteorologiai adathalmaz statisztikai vizsgalata ..........cccccevveeeniiiiiiiiiiiiiiinennns 21

Tobbvaltozés  linearis  regresszid  gyakorlati  alkalmazasai STATISTICAI13
programcsomag SEZItSEZEVEL........vvviiiiiiii i 33

Lakat van a szamON(?) avagy a logikai jatékok alkalmazasa a technikumi oktatasban .. 45

A szintfelméré dolgozat mint mérdeszkoz: célkitiizések, eredmények ¢és
KOVETKEZEELESEK ... e 57

Matematika tanar szakos hallgatok oktatéasi készségeinek hallgatokdzpontu fejlesztése

Mikrotanitdsi KOTNYEZEDEN ......uvviiiiiiiiiiiiiiiiii s 67
AZ ellipszis-r0gzités AltalAN0S ESELE .......vveiivereiiiieiiiiee et e e siee e se e e e e e e e e saaeeeene e 71

Erdekes matematikai probléméak modellezése szamitogéppel kozépiskolasoknak........... 77






DIMENZIOK
Matematikai K6zlemények
XI. kétet, 2023

doi:10.20312/dim.2023.01

A Boerdijk-Coxeter tetrahélixroél és altalanositasairol
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OsSZEFOGLALO. A Boerdijk-Coxeter tetrahélix szabalyos tetraédereknek egy olyan,
mindkét iranyban végtelen sorozata, amelyben a tetraéderek pakolast alkotnak, a
szomszédos tetraédereknek kozos lapjuk van, és a pontosan egyetlen tetraéderhez
tartozo élek harom olyan, egyetlen hengerfeliileten elhelyezkedd csavarvonalba beirt
térbeli sokszogvonalat hataroznak meg, amely csavarvonalak egymas elforgatottjai.
Ezt a konstrukciot kétféleképpen altalanositjuk: szabalyos tetraéder helyett mas
poliédert is megengedve, az egymast kdvetd elemekre adott illeszkedési szaballyal;
valamint kézel szabalyos tetraéderek zarodé lancaira.

ABSTRACT. The Boerdijk-Coxeter tetrahelix is a sequence of regulars tetrahedra that
is infinite in both directions, it forms a packing, any two consecutive tetrahedra
shares a common face, and the edges which correspond to exactly one tetrahedron
form three spatial polygons inscribed into helices which are rotated copies of each
other and they lie on a cylinder. This construction is generalized in two ways: instead
of a regular tetrahedron, other polyhedron may be used, with some adjacency rule
for consecutive elements; and for almost regular tetrahedra, forming a finite closed
chain.

1. Bevezetés

A Boerdijk-Coxeter tetrahélix (Id. [1], [2], [4], [5]) szabalyos tetraédereknek egy olyan,

mindkét iranyban végtelen sorozata, amely

A kovetkez6kben roviden csak tetrahélixnek hivjuk majd ezt a tetraéder-sorozatot, illetve
ezt olykor azonositjuk az unidjaval, amely egy végtelen sok csucsot, €lt, és lapot tartalmazo,
nemkonvex poliéder. A tetrahélix csucsait és €leit a tetrahélixet alkotd tetraéder-sorozat csucsai,

a 3-dimenzios euklideszi térben egy pakolast alkot,

barmely két, egymast kovetd elemének metszete egy kozos lapjuk,
barmely harom, egymast kdvetd elemének metszete egy kozos éliik,
barmely négy, egymast kdvetd elemének metszete egy kozos csticsuk,

barmely 6t, egymast kdvetd elemének metszete iires halmaz.

ill. élei alkotjak.

KULCSSZAVAK. tetrahélix, pakolas, szabalyos tetraéder, majdnem szabalyos tetraéder, csavarvonal,

4-dimenzios szabalyos politdp.

KEYWORDS. tetrahelix, packing, regular tetrahedron, almost regular tetrahedron, helix, 4-dimensional

regular polytope.
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Ha elkezdiink felépiteni egy tetrahélixet, akkor harom, kozos éllel rendelkezd tetraéder
egymas utani kivalasztasa utan (Id. 1. abra), a sorozat negyedik elemére két lehetdségilink van
(Id. 2. abra). A negyedik tetraéder kivalasztasa utdn az egész tetraéder-sorozat mar
egyértelmiien folytathatdé mindkét irdnyban. A negyedik tetraéder valasztasatol fiiggden két,
egymassal egybevago6 tetraéder-pakolas adodik, amelyek egymasnak egy sikra vonatkozo
tilkorképei, de emiatt egymasba mozgathatésag erejéig két kiilonb6zo tetrahélixrdl

beszélhetiink.

1. dbra. A tetrahélix legfeljebb harom, egymast koveté eleme alkotta konfiguraciok

B

2. abra. A tetrahélix négy, egymast koveto elemére adhaté két lehetséges konfiguracio

crcr

barmely elemébd] kiindulva ugyanaz a tetrahélix adédik. gy barmely két elemére kell, hogy
legyen olyan mozgasa a térnek, amely az egyik elemet a masikba viszi, mikdzben a tetrahélixet
Onmagaba viszi. Vegyiink egy ilyen mozgast, példaul a tetrahélix két egymast kdvetd elemére.
Ismert, hogy minden mozgas, igy ez is eldall csavarmozgasként (azaz egy tengely koriili
forgatas, és a tengellyel parhuzamos iranyu eltolas egymas utani alkalmazéasaként), Id. [3].

Ezért a csavarmozgés tengelyét valaszthatjuk egy olyan hengerfeliilet tengelyének, amelyen
rajta fekszik a tetrahélix elemeinek 6sszes csucsa. Altalaban egy poliéder csticsai nem egyetlen
hengerfeliileten helyezkednek el egy csavarmozgds soran, de jelen esetben, a 2. fejezetben
belatottakbol kovetkezik majd, hogy a tetrahélix minden cstcsa eléall egyetlen csticsbol,
ugyanazon csavarmozgds (vagy annak az inverzének) egymas utani alkalmazasai altal, ezért
helyezkedik el az dsszes cslics egyetlen hengerfeliileten.

A csticsoknak a tengelyre vett merdleges vetiiletei egyenld hossziisagu szakaszokra bontjak
fel a tengelyt, és barmely vetiiletpontb6l minden harmadik rakovetkezd vetiiletpontot véve
(mindkét irdnyban), a hozzajuk tartozd csucspontok olyan tetraéder-élek sorozataval vannak
Osszekotve, melyek a tetrahélixnek csak egyetlen tetraéderében fordulnak eld. Ezek
Osszességében harom olyan térbeli sokszogvonalat alkotnak, amelyek egy-egy, a
hengerfeliiletre irt csavarvonalnak a beirt sokszogvonalai, és ezek a csavarvonalak egymas
elforgatottjai (1d. 3. &bra).
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Egy hengerfeliiletre irt csavarvonalnak az a tulajdonsaga, hogy barmely pontjaban a hengert
az érintdegyenese végig ugyanakkora szoget zar be a henger tengelyével, a csavarvonalba beirt
sokszog oldalai pedig, hogy ha ugyanakkora hosszsagtiak, akkor mind ugyanakkora szoget
zarnak be a csavarvonal tengelyével.

A tetrahélix két egymast kdvetd elemének a tengelynél mért forgasi szoge 360 foknak egy
irracionalis kifejezése, ezért nincs olyan eltolas, amely a tetrahélixet 6nmagéba vinné, azaz a
tetrahélix eltolasra nem periodikus.

A tovabbi fejezetekben eldszor a tetrahélix tulajdonsagait vessziik sorra (1d. a 2. fejezetet),
majd kétféle altalanositasat definidljuk. Szabdlyos tetraéder helyett mas konvex, vagy
nemkonvex poliéderre egy illeszkedési szaballyal definidlhatunk analéog pakolast (Id. a
3. fejezetet). Végezetiil a tetrahélix egy véges valtozataval fogunk foglalkozni, amikor véges
sok majdnem szabdlyos tetraé¢derbdl all6 eleme utan zarddik a poliédersorozat, €s a csticsok egy
torusz feliiletén taldlhatok — ehhez a motivaciot a 4D szabalyos testek adjak (Id. 4. fejezetet).

2. A tetrahélix tulajdonsagai

A tetrahélix egymast kovetd elemeinek konstrudlasdhoz mindig 1-1 0 csucs felvétele
sziikséges, amely az el6zé elemének (amely egy szabalyos tetraéder) egyetlen szoba johetd
haromszoglapjaval egyiitt egy szabdlyos tetraédert hataroz meg (azaz a konvex burkuk
szabalyos tetraéder).

fgy a tetrahélix tetraéder-sorozata azonosithato a csticsainak egy (mindkét iranyban
végtelen) sorozataval. Konnyen belathatd, hogy a tetrahélix elemeit pontosan azok a tetraéderek
alkotjak, amelyek a csticsainak a sorozataban négy, egymast kovetd csucs konvex burkaként
allnak eld, ugyanis pontosan igy biztosithatd, hogy a tetrahélix elemeit alkotd tetraéder-
sorozatban 2, 3, 4, ill. 5 egymast kovetd elem metszete a tetrahélix 1. fejezetbeli definicidjaban
szerepld feltételeknek eleget tegyen.

Tegyiik fel, hogy ..., V1, V5, ..., V,, ... a csucsok sorozata. Tekintsiik azt a T egybevagdsagot,
amely a V,V,V;V, tetraédert a V,V5V,Vs tetraéderbe viszi ugy, hogy 7(V;) =V;yq ,
ha 1 < i < 4. Ekkor ez egy csavarmozgas, amely a tetrahélixet onmagaba viszi. A tengelye
konnyen megszerkeszthetd, mivel az a m : m , V_34_-> egységvektorokkal ugyanakkora szoget
zar be. Igy ha egy kozos kezdépontba eltoljuk a harom vektort, akkor a kezdépontjuk és a
végpontjaikon atmend kor kdozéppontja meghatarozza a tengely iranyat. Az eddigiekbdl az is
kovetkezik, hogy ha i és j két tetsz6leges egész szam, i < j, akkor V; elall, mint V;-nek a képe,
ha a T csavarmozgast (j — i)-szer alkalmazzuk ré4, azaz V; = v/ =4 (V}).

3. abra. A tetrahélix és koriilirt hengere
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Kiszamithato, hogy ha egységnyi ¢lhosszl szabalyos tetraéderekbdl all a tetrahélix, akkor

az egymast kovetd csucsainak a tengelyre vett vetiiletei 1/v10 =~ 0,3162 tavolsagra vannak
egymastol, mig az egymast kdvetd csticsoknak a tengellyel vett sikjai altal bezart szoge (azaz a

csavarmozgas forgasszdge) arc cos (— g) ~ 131,81°, a hengerfeliilet alapkorének sugara

pedig 3v/3/10 ~ 0,5196 (Id. [2]).

Hivjunk ,,csonak”-nak egy haromelemii szabalyos tetra¢dersorozat unidjabol allo alakzatot,
ha a sorozat pakolas, barmely két egymast kovetd elemének metszete egy kozos lapjuk, és igy
a harom tetraéder metszete egy kozos ¢€liikk. Egy csonaknak két olyan csticsa van, ahol 5 darab
haromszoglapja taladlkozik, ezek egy olyan éllel vannak Osszekotve, amelynél a poliéder
konkéav. A konkav élre illeszkedd két haromszoglapot hivjuk a csénak tetejének, a csonak
tetejehez ¢llel illeszkedd 4 darab haromszoglapot hivjuk a csonak oldaldnak, a maradék két
haromszoglapot pedig a csonak aljanak. Valasszunk ki két olyan lapot a csonak oldalabol,
melyeknek nincs k6zds csucsuk, szamozzuk meg ezeket az 1-es, ill. 2-es szamokkal. Ekkor a
csOnak Osszes elmozgatottjan is hivhatunk egy-egy lapot 1-es, ill. 2-es szamozastnak, a csonak
megfeleld szamozasu lapjainak elmozgatottjait.

4. abra. Két, egymashoz illeszked6 ,,csénak”

A tetrahélixet a kovetkez6 illeszkedési szabaly is definialja: egy csonak két elmozgatott
példanyat ugy illesztjiik 6ssze, hogy a belsejeik diszjunktak legyenek, €és a sorozatban korabbi
elem 2-es szamu lapjahoz illeszkedjen a rakovetkezo elem 1-es szamu lapja olyan modon, hogy
a két csonak tetejének legyen kozos ¢€le (1d. 4. abra).

Konnyen beldthatd, hogy ha olyan egy csonak elmozgatott példanyainak a (mindkét
iranyban végtelen) sorozata, hogy az egymast kovetd elemeire fenndll ez az illeszkedési
szabaly, akkor is tetrahélixet kapjuk (méghozz4 a csonakok unidja egy olyan tetrahélix, amelyet
a csonakokat alkoto tetraé¢derek hataroznak meg).

3. Poliédersorozatok illeszkedési szabalyokkal

Szabalyos tetraéder helyett mas, nem feltétleniil konvex, 3-dimenzids poliéder esetén is
lehet a tetrahélixhez hasonlé konstrukciot definialni.

Ekkor az adott P poliéder két, egymassal egybevagé lapjat, L,-et, és L, -t, felcimkézziik,
az 1-es és 2-es szdmokkal, valamint megadjuk a térnek egy olyan T mozgésat (pl. tigy, hogy az
1-es szamu lap egyes csucsait az egybevagdsag a 2-es szamu lap mely csucsaiba viszi), amely
esetén az 1-es szamu lapnak a 2-es szdmu lap a képe, és amely a poliédert egy olyan elmozgatott
poliéderbe viszi at, amelynek az eredeti poliéderrel vett metszete pontosan a két poliéder k6zos
lapja, azaz ©(L,) = Ly, és t(P) N P = L,. (Megjegyzendd, hogy a T mozgast mar harom, nem
egy egyenesen fekvd pont, és azok képe egyértelmiien meghatarozza.)

A P poliéderre tetszOleges m mozgast alkalmazva, a m(P) elmozgatott poliéderen is
hivhatunk egy-egy lapot 1-es, ill. 2-es szamozastnak (a poliéder megfelelé szamozasu lapjainak
elmozgatottjait, azaz w(L,)-et, ill. w(L,)-t). Ezaltal a kovetkez6képp definialhatjuk a P
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poliéder két elmozgatottjara egy illeszkedési szabaly teljesiilését: a m, és m, mozgasok esetén
am, (P) és m,(P) poliéderekre pontosan akkor teljesiil az illeszkedési szabaly, ha m, = m; o T,
ahol 7 az a mozgas, amelyre az el6z6 bekezdésben megadott feltételek teljesiilnek. Ez
garantalja, hogy m,(L;) = m;(L;) és m,(P) Ny (P) = m,(L,) is fennalljanak.

Ezzel az illeszkedési szaballyal definidlhatunk egy (mindkét irdnyban végtelen) §
poliédersorozatot, amelynek elemei az adott poliéder elmozgatott példanyai, €s két egymast
kovetd elem esetén azokat gy illesztjik 0ssze, hogy a belsejeik diszjunktak legyenek, és a
sorozatban kisebb indext elem 2-es szamu lapjahoz illeszkedjen a rakdvetkezo elem 1-es szamu
lapja, az elébbi az illeszkedési szabalyban megadott médon.

A tovabbiakban feltessziik, hogy az ilyen modon definialt (mindkét iranyban végtelen)
poliédersorozat egy pakolast alkot, mert leginkdbb ezzel az esettel szeretnénk foglalkozni,
ekkor a leglatvanyosabb a tetrahélixhez vald hasonlosaga.

Ha az L, lap egyik, mondjuk V; jelii csucsat az L, lapbeli 7(V;) cstccsal a P poliédernek
egy éle koti dssze, akkor az illeszkedési szabaly alapjan készitett S poliédersorozatban a vt (V;)
csucsok (ahol i tetszdleges egész szam) egy csavarvonal beirt sokszogének az egymast kovetd
csucsai, melynek oldalait az § poliédersorozat bizonyos élei alkotjak — ez a csavarvonal egy
olyan hengerfeliileten fekszik, melynek a tengelye a T csavarmozgas tengelye. Az ilyen tipusu
csavarvonalak fekhetnek ugyanazon a hengerfeliileten, vagy akar kiilonb6z6 hengerfeliileteken
IS.

Erre mutatunk most két példat (1d. 5. abra): egy hengernek egy ferde sikmetszetébe (amely
egy ellipszis) egy beirt négyszoget rajzolunk, majd azt forgatva eltoljuk a henger tengelyének
iranyaban gy, hogy diszjunkt legyen a két sikmetszet (az eredeti, és a forgatva eltolt), és a P
poliédernek az eredeti négyszog, valamint a forgatva eltolt példanydnak a konvex burkat
vessziik, mozgasnak pedig a mar emlitett forgatva eltolast. Ekkor az § poliédersorozat négy
olyan csavarvonalhoz tartozd beirt sokszOgvonalat tartalmaz, amelyek ugyanazon a
hengerfeliileten helyezkednek el.

5. abra. Példak egyetlen, ill. két hengerfeliileten elhelyezkedé csavarvonalakra,
poliéderek illeszkedési szabalya altal definidlt poliédersorozat esetén
(poliéder, henger(ek) és a rajuk irt csiicsokkal rendelkezé poliédersorozat, poliédersorozat
abrazolasaval mindkét esetben)

Ezutan valtoztatunk kicsit ezen a konstrukcion ugy, hogy a henger ferde sikmetszetébe nem
beirt négyszoget, hanem olyan négyszoget rajzolunk, amelynek két csucsa a hengerfeliileten
helyezkedik el, a masik két csticsa pedig egy kisebb sugaru olyan henger feliiletén, amelynek
ugyanaz a tengelye, mint az eredeti hengernek. Ekkor az S poliédersorozat négy
csavarvonalhoz tartozd beirt sokszogvonalat tartalmaz, amelyek koziil két csavarvonal az
eredeti hengerfeliileten helyezkedik el, a masik két csavarvonal pedig a kisebb sugart henger
feliiletén.
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4. Majdnem szabalyos tetraéderek véges lancolata

A sikban, oldalaikkal egymashoz illeszked6 szabalyos haromszogek pakolasa esetén, ha
barmely két, egymast kovetd haromszognek a metszete egy kozos oldaluk, barmely harom,
egymast kovetd haromszognek a metszete egy kdzos csucsuk, és barmely négy, egymast kovetd
haromszog metszete iires halmaz, akkor az a haromszdgpakolas egyértelmilen meghatéarozott,
egy mindkét iranyban végtelen haromszogsorozatot alkot (1d. 6. dbra).

6. abra. Szabalyos haromszogek végtelen sorozatanak egy véges része,
adott illeszkedési szabalyok esetén

Azonban a 3-dimenzids térben egy ilyen haromszogpakolas a haromszégek oldalai mentén
behajthat6, igy pl. a szabalyos ikozaéder szimmetriasikja mentén szabalyos haromszogeknek
egy véges, onmagaba zarodo lancolata adodik a fenti illeszkedési tulajdonsagokkal (1d. 7. abra).

7. abra. Szabalyos ikozaéder laphaldjaban szabalyos haromszogek véges lancolata ugyanazokkal az
illeszkedési tulajdonsagokkal, mint a 6. abra sikbeli haromszogelrendezése

Sikban csak torzulasokkal abrazolhato ilyen tulajdonsdgt alakzat, azaz nem mindegyik
haromszog szabalyos egy ilyen tipusi véges, zarodd elrendezésben. Azonban minél tobb
haromszog van a 8. abrahoz tartozo elrendezésben, annal kozelebbi lehet az alakjuk a nem
szabalyos haromszogeknek is a szabalyos haromszogekéhez. Azzal mérhetd, hogy mennyire
kozeli az alakja egy haromszognek a szabalyos haromszoghdz, hogy mennyire kozeli a
leghosszabb és legrovidebb oldalanak az aranya az 1-hez.

8. abra. Majdnem szabalyos haromszogek véges, zarodé sorozata
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A kovetkezOkben a fentieknek 3-dimenzids analogonjat konstrudljuk meg a tetrahélix
esetében. Ehhez a motivacidt a 4-dimenzids szabdlyos testek adjak. Ugyanis, a szimplicidlis,
(azaz tetraéder hiperlapokkal rendelkezd) 4-dimenzids centralszimmetrikus szabéalyos konvex
testek esetén (a centralszimmetria megkotésével a szabalyos 4-szimplexet kizéarjuk), tehat a
16-cella és a 600-cella esetén fennall, hogy van olyan véges, szabalyos tetraéderekbdl alld
hiperlapsorozatuk, amely onmagaba zarddik (8, ill. 30 tetraéderbol allnak), és igaz ra a
tetrahélix illeszkedési szabalya: az 1. fejezetbeli definicié feltételei, ahol a 2-5 darab, egymast
kovetd elem metszetére szerepelnek megkotések. Ezek a tetraéderlancok a szabalyos
4-dimenziés politép koriilirt gdmbjéhez tartozd egy-egy fokor mentén helyezkednek el, és
fennall, hogy a politdp hiperlapjainak halmaza felbomlik ilyen tipusu, egymassal diszjunkt
tetraéderlancokra.

Ezzel a tulajdonsaggal szorosan kapcsolatos a Hopf-fibralas fogalma. A Hopf-fibralas a 4-
dimenzios térbeli 3-dimenzids egységgombfeliiletbdl egy leképezés a 3-dimenzios térbeli 2-
dimenziés egységgdombfeliiletre, melynél a 2-dimenzids egységgombfeliilet mindegyik
pontjanak az inverz képe egy fokor a 3-dimenzids gombfeliileten.

Ha a 3D egységgombfeliiletet sztereografikus projekcioval leképezziik a 3-dimenzids térbe
(egyetlen pontja, a (0,0,0,1) kivételével), akkor a 2-dimenzios gombfeliilet szélességi koreinek
(azaz a 3-dimenzios xyz-tér xy-sikkal parhuzamos koreinek) inverz képei toruszok lesznek,
melyekben az egyes pontok inverz képei un. Villarceau-korok (azaz olyan korok, melyek a
torusz szimmetriatengelyére nem merdlegesek, és a tengellyel nem egysiktiak). Barmely két
ilyen kor egymdsba kapcsolodo (mas szdval egymasba fizétt, azaz barmelyik kor korlapjaba —
tehat a korvonal konvex burkéba — belemetsz a masik kor). Ennek a tulajdonsagnak a diszkrét
analogonja, hogy a fentebb emlitett tetraéderlancok 3D-s vetiiletei is egymasba kapcsolodok,
azaz az egymasba kapcsolodd korokkel topologikusan ekvivalens gorbék adodnak, ha a
tetraéderlancokat benniik végigfutd olyan egyszerti zart konvex sokszdgvonalakkal
helyettesitjiik, amelyeknek minden egyes tetraéderrel egy-egy szakasz a metszete (Id. [2]).

Természetesen egy ilyen zart tetraéderlanc csak torzulasokkal abrazolhatd 3D-ben, azaz
nem lehet minden tetraédere szabalyos. Arra mutatunk egy konstrukciot, hogy hogyan lehet
tetszOleges pontossaggal majdnem szabdalyos tetraéderekkel eldallitani ilyen tetraédersorozatot.

9. abra. Majdnem szabalyos tetraéderek véges, zarédé sorozatai
(n=33, & = 0,409, és n=96, £ = 0,112)

Vegylik egy n+1 csucsbol allo részsorozatat a tetrahélixnek. Ekkor a tetrahélix tengelyét
megfeleltetjiik majd egy olyan kornek, amelynek a keriilete megegyezik a tengely hosszaval
(az elsd csucspont tengelyre vett vetiiletének és az utolso csticspont tengelyre vett vetiiletének
a tavolsagaval). Az egymast kovetd csiicspontok vetlileteinek megfeleld pontokat mérjiink fel
ezen a koron, ugyanakkora tavolsagra egymastol. A vetiiletpontokra merdleges sikokat allitva,
azok athaladnak a kor tengelyén. Pontosan a tetrahélix forgatva eltolasdhoz tartozéd forgatasi
szOg egymas utani tobbszordseivel forgassunk el egy ilyen sikon adott kezdeti pontot az egymas
utani merdleges sikokon, és pontosan akkora sugari sikbeli korokon legyenek rajta ezek a
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Py, P4, ..., P, pontok, mint a tetrahélix hengerfeliiletének az alapkorének a sugara. Ekkor az
utolsé pont ugyanazon a sikon, annak ugyanazon a korén lesz, mint az elsd. A szdgkiilonbség
i/n-edrészével forgassuk vissza a Py, Py, ..., P, pontsorozat minden pontjat, 0 < i < n esetén.
Az ezekre a pontokra felépitett tetraéderpakolas (4 darab, ciklikusan egymast kovetd csticsra
illesztiink egy tetraédert) minden egyes tetraédere kozeli lesz a szabalyos tetraéderhez, ha n
elég nagy — olyan értelemben, hogy ha adott egy € > 0 szam, akkor a leghosszabb és a
legrovidebb élek aranya egy tetraéderben kisebb lesz (1+¢)-nal, ha n > n,, megfeleléen
valasztott n, szam esetén. A 9. abra példaiban n=33 csucs esetén € = 0,409, és n=96 cslcs
esetén € = 0,112 adodik, azaz a zart tetraéderlancok tetraédereiben a leghosszabb ¢l és
legrovidebb é1 hanyadosa kisebb, mint 1,409, ill. 1,112. Erdekes probléma, hogy van-e jobb
konstrukci6é, amellyel az itt ismertetett eljarashoz képest lényegesen kisebb & értékkel
készithetd el ugyanannyi majdnem szabalyos tetraéder zart lanca?

Osszefoglalo

A tetrahélix egy olyan érdekes 3-dimenzids alakzat, amely szabalyos tetraéderek
pakolasaként all eld, olyan ¢élsorozatokat tartalmazva, amelyek csavarvonalak beirt
sokszogvonalai. Ennek kétféle altalanositasat vezettiik be, illeszkedési szaballyal megadott
poliédersorozat, és zar6do tetraéderlanc esetén.

Koszonetnyilvanitas.
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OSSZEFOGLALO. A dolgozatban az altalanositott Cayley-Dickson-féle megkettézési
eljarassal megkonstrualjuk az altalanositott komplex szamok C, kommutativ és
asszociativ algebrgjat, az altalanositott kvaterniok M,z nem kommutativ, de
asszociativ algebrdjat és az altalanositott oktoniok Q,p, nem kommutativ és nem is
asszociativ algebrajat.

Minden véges dimenzids asszociativ algebra izomorf a teljes matrixalgebra alkalmas
részalgebrajaval, viszont az altalanositott oktonidk algebraja nem asszociativ. A
probléma megoldasara Zorn, M. A. 1931-ben értelmezte a split oktonidk vektor-
matrix reprezentdcidjat. A dolgozat utolso fejezetében megkonstrualjuk az Qg4p,,
altalanositott oktoniok vektor-matrix reprezentaciojat.

ABSTRACT. In the paper with the use of generalized Cayley-Dickson process we
contruct the commutative and associative algebra of generalized complex numbers
Cg, the non commutative, but associative algebra of generalized quaternions H,g
and the non commutative, non associative algebra of generalized octonions Qg
Any finite dimensional associative algebra is isomorphic to a subalgebra of total
matrix algebra, but the algebra of generalized octonions Qg is not associative. To
overcome this problem Zorn, M.A. defined vector-matrix repesentation for split
octonions algebra in 1931. In the last section of the paper we construct the vector-
matrix representation of generalized octonions Q.

1. Bevezetés

Hamilton, W. R. (1805-1865) 1833-ban alkotta meg a klasszikus komplex szamok
strukturajanak rendezett valos szamparokon alapulo felépitését (HAMILTON, 1834), 1843-ban
pedig felfedezte a valds kvaterniok 4-dimenzidos nem kommutativ, de asszociativ algebrajat
(HAMILTON, 1844, 1847). Még ugyanezen évben Graves, J.T. (1806-1870) megalkotta a
valos oktonidk 8-dimenziés nem kommutativ és nem is asszociativ algebrajat. Eredményeit
azonban nem publikalta, csupan Hamiltonnal folytatott barati levelezésében irta le. Cayley, A.
(1821-1895) 1845-ben szintén eljutott az oktoniokhoz és publikalta is eredményeit, ezért hivjak
ma ezeket az objektumokat Cayley-féle szamoknak (CAYLEY, 1889).

Dickson, L.E. (1874-1954) 1912-ben értelmezte az altalanositott kvaternidalgebra
fogalmat, 1919-ben pedig megalkotta a késdbbiekben Cayley-Dickson-féle megkett6zési
eljarasnak elnevezett modszert (DICKSON, 1912, 1919), amelyet tanitvanya, Albert, A.A.
(1915-1972) 1942-ben altalanositott (ALBERT, 1942).

Zorn, M.A. (1906-1993) 1931-ben (ZORN, 1931,1933) megadta a split (hasitott) oktoniok
nem asszociativ algebrdjanak vektor-matrix reprezentdcidjat. Az eljards némi modositassal
alkalmazhat6 a klasszikus oktoniok algebrajanak reprezentalasara is (EBBINGHAUS et al.,
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1991). Dolgozatunk f6 eredményeként megadjuk az altalanositott oktoniok vektor-matrix
reprezentaciojat.

2. Altalanositott komplex szamok

El6szor 6sszefoglaljuk azokat az ltalanositott komplex szamokra vonatkozé legfontosabb
fogalmakat ¢és ismereteket, amelyek feltétleniil sziikségesek a dolgozat tovabbi részeinek
megértéséhez.

Legyen {R, +,} a valos szamok teste, 0 az 6sszeadds, 1 a szorzas neutralis eleme, a € R
pedig egy rogzitett valos paraméter. Az R X R direktszorzatban miiveleteket vezetiink be a
kovetkezd mddon: tetszéleges r € R, (ay, a,), (by, b;) € R X R esetén

(1) skalarral val6 szorzas: r-(ag,ay) :=@-agr-ay),
(2) 0sszeadas: (ao, al) + (bo, bl) = (ao + bo, aq + bl)’
(3) SZOTrZAas: (ao, al) ' (bo, bl) = (ao ' bo —a-aq- bll ag - b1 + aq- bo)

A (3) Osszefliggés a Cayley-Dickson-féle megkettézési eljaras. Az R X R halmaz az (1) —
(3) miiveletekkel egy 2-dimenzids, neutralis elemes, kommutativ és asszociativ algebrat alkot
az R test felett. Itt O¢ := (0,0) az Osszeadas, 1¢ := (1,0) a szorzas neutralis eleme. Ebben az
algebraban, mint R feletti vektortérben az 1¢ és az i := (0,1) elempar egy természetes bazist
alkot.

Az S:={(ay 0):a, € R} c R X R egy részalgebrat alkot az R X R algebraban és az
fc:R—> S,a0 ~ (ap,0) egy R algebra-izomorfizmus, igy pedig az fi:R - RX R, a, -
(ag,0) egy bedgyazasi R algebra-monomorfizmus. A beagyazassal nyert struktirat az
altalanositott komplex szamok algebrajanak nevezziik és a C, szimbdlummal jeloljik.

Az a =1 esetben a fenti konstrukcioval a klasszikus komplex szdmok C algebrajat
nyerjik. Az altalanositott komplex szamok algebrajardl tovabbi ismereteket talalhatunk a
szakirodalomban (KANTOR — SZOLODOVNYIKOQOV, 1985).

Az i =(0,1) € C, elemre teljesiil az i? = —a Osszefliggés és minden (ay, a,) € C,
egyértelmiien irhatd fel ay + a4 - i alakban, amely eldallitast az altalanositott komplex szam
algebrai alakjanak nevezziik.

Az 1,i € C, elemek az dltalanositott komplexegységek, amelyek szorzasara érvényesek
kovetkez6 miiveleti szabalyok:

1-1=1, 1-i=i-1=/], i? =—a.

A z=ay+a,i€C, konjugdltiin a zZ=a,—a, i € C, elemet, normdjan az
N(z):=z-Z=Z-z=a3+a-a? € R szamot értjik. Az N:C, » R egy nem-elfajuld
multiplikativ kvadratikus alak, igy C, egy kompozicidalgebra. A z =ay +a, " i, t = by +
b, - i € C, elempar Skalaris szorzaténak az ot = ay - by + a * a, - b; € R szdmot nevezziik.

C . Qo a,

AZ MZ (IR) " {(_a ' al ao

alkotnak a masodrend(i kvadratikus matrixok M,(R) teljes matrixalgebrajaban. A g: C, —

C . Qo a;

M;(R),ag+a,-i (—a-al a,
reprezentalhatd az M, (R) teljes matrixalgebra MS(R) részalgebrajaval.

Az altalanositott komplex szamok algebrajanak részletes targyaldsa megtalalhato

(PENTEK, 2018) dolgozataban.

): ay, a, € ]R{} alaku matrixok egy 2-dimenzids részalgebrat

) leképezés egy R algebra-izomorfizmus, igy a C,, algebra
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3. Altalanositott kvaterniok

Ezutan attekintjiik az altalanositott kvaterniok strukturijara vonatkozo legfontosabb
ismereteket, ezeket felhasznaljuk a dolgozatunk késébbi részeiben.

A C, algebrabol kiindulva a C, X C, direktszorzatban miiveleteket értelmeziink a
kovetkezd mddon: tetszdleges r € R, (zy, 1), (Wg, w;) € C, X C, esetén

(4) skalarral valo szorzas: r - (zg,z1) := (r - 2,7 * 21),
(5)0sszeadas:  (zg,z1) + (wo, wy) 1= (25 + wy, 21 + wy),
(6) szorzas: (29, 21) * (Wo,w1) := (2 - wo — B+ 21 * Wy, Zg - Wy + 21 " W),

ahol B € R egy rogzitett valos paraméter. A (6) Osszefliggés a Cayley-Dickson-féle
megkettzési eljaras.

A C, X C, halmaz a (4) — (6) miveletekkel egy 4-dimenzios, neutralis elemes, nem
kommutativ, de asszociativ algebrat alkot az R test felett, itt Oy := (0¢, 0¢) az 6sszeadas,
1y := (1¢, O¢) a szorzas neutralis eleme. Ebben az algebraban, mint R feletti 4-dimenzios
vektortérben az 1y, (i, 0¢),j := (0¢, 1¢) és (O¢, i) elemnégyes egy természetes bazist alkot.

AT :={(z,0¢): 2y € C,} c C, X C, egy részalgebrat alkot a C, X C, algebraban és az
fu: Cq = T, 2y » (2, 0¢) leképezés egy R algebra-izomorfizmus, igy aztan az fij: C, = C, X
Cq- 2o » (24, 0c)egy beagyazasi R algebra-monomorfizmus. A bedgyazassal kapott struktrat
a Hgp szimbolummal jeldljiik és az dltalanositott kvaternick algebrdjanak nevezziik.

Az a =1, =1 specialis esetben a klasszikus Hamilton-féle kvaterniok H algebrajat
nyerjiik. Az altalanositott kvaterniok részletes targyalasat magyarul megtalalhatjuk (PENTEK,
2018) dolgozataban.

A j=(0¢1c) € Hyp elemre teljesil j2=—pB ¢és minden (zy,z;) € Hyp elem
egyértelmiien irhat6 fel z, + z; - j alakban, amely eldallitast az altalanositott kvaternio komplex
algebrai alakjanak nevezziik. Ha pedig zo = ag+ a; i,z =a, +a3; i €C, és q = z5 +
zyj € Hgp, akkor a q kvaterni6 egyértelmiien irhato fel g =ap+ay-i+ay j+az-k
alakban, ahol k :=i - j, ezen alakot az altalanositott kvaternié valés algebrai alakjanak hivjuk.
Az 1,i,j,k € H,z elemek az dltaldnositott kvaternidegységek, amelyek szorzasara érvényesek
a kovetkezd 0sszefliggések:

1-1=1, 1-i=i-1=i 1-j=j-1=j 1-k=k-1=k
ij=—ji=k jk=-k-j=-i, kii=—-ik=a-j,

i?=-a, j*=-B, ki*=-a-p.

Ha gq=ap+a,-i+ay"jtaz k€M, , akkor g:=ay—a;-i—a, j—az-kE€
Hu,z a q elem konjugdltia, N(q):=q-q=g-q=a3+a-ai+p-al+a-p-ajeR
pedig a g normdja. A N: H,p — R egy nem-elfajulé multiplikativ kvadratikus alak, ezért H,z
egy kompozicidalgebra. A qo =ag+a,-i+a, j+as;-k,qu=Dby+by-i+by,-j+bs-
k € Hyp elempar skalaris szorzatan a

q0°q1:=a0'bo+a'a1'b1+,3'a2'b2+a',8'a3'b3 ER
valos szamot értjiik. A o:H,p X Hgp — R skalaris szorzas egy szimmetrikus bilinearis
lekepezés. A q=ag+a;-i+a, j+as -k €Hyp altalanositott kvaternio valds részén

(skalar rész) az
(7 S(Q):=ay, €R

valos szamot, képzetes részén (vektor rész) a

(8 Vig):=U=a,; i+a,"j+a; keR
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vektort értjiik. Igy minden q € H,p egyértelmilen irhaté fel ¢ = S(q) +V(g) =aq+ U
alakban, amelyet tobb szerz6 az altalanositott kvaternio Hamilton-féle alakjanak nevez. Ha a
q € H,p altaldnositott kvaterniora S(q) = 0 teljesiil, akkor tiszta képzetes kvaternidrol

beszéliink, a tovabbiakban ezek halmazat Im(H,p) jeldli. Ha U:=a,-i+a,-j+as -k,
Vi=by-i+by,-j+b3-kE€E Im(]l-]laﬁ), akkor ezen elemek szorzatara
(9) U'V=_(a'a1'b1+ﬁ'a2'b2+a'ﬁ'a3'b3)+
+[(az by —az-by)-B-i+(az-by—ay-bs) a-j+(a;-b, —a,-b;) k]

teljesiil. Ez alapjan e két tiszta képzetes kvaternid skalaris szorzatan a fenti értelmezéssel
Osszhangban
(10) UOV:=a'a1'b1+ﬁ'a2'b2+a'ﬁ'a3'b3ER

skalart, vektorialis szorzatan pedig az

(11) UXV:=(a2'b3—a3'b2)'ﬁ'i+(a3'b1—al'b3)'a'j+

+(a1 ' bz —day: bl) ke Im(]HIaﬁ)

vektort értjiik. Ekkor a (9) — (11) alapjan az

(12) U-V=—=U°V)+ (UXV)
Osszefliggés teljesiil. Ennek kiterjesztéseként, ha aq+ U,by +V € H,z , akkor ezen
altalanositott kvaterniok szorzatara

(13) (a0+U)(bo‘l‘V):(aobO_UOV)+(a0V+b0U+UXV)

teljestil, ahol jobboldal els6 zardjele a szorzat valos, a masodik zardjel pedig szorzat képzetes
része. Az Im(]]-]]aﬁ) halmazban a (10) skalaris szorzas egy szimmetrikus, a (11) vektorialis
szorzas pedig egy antiszimmetrikus bilinearis leképezés. Az

Qo a a, as
—aa, a —aa; a
H . _ 1 0 3 2 )
(14) M4— (R) T C’q - _)BaZ ﬁaS aO _al .ao, al,az,a3 € R

—afaz; —fa, aa; Qg

alaku matrixok egy 4-dimenzids részalgebrat alkotnak a negyedrendii kvadratikus matrixok 16-
dimenzios M, (R) teljes matrixalgebrajaban. A

(15) 9" Hgp » My (R), a0 +a,-i+a, j+az ke A

leképezés egy R algebra-izomorfizmus, ezért az altalanositott kvaterniok M, algebraja az

M,(R) teljes matrixalgebra M (R) részalgebrajaval reprezentalhato. )
Az altalanositott kvaterniok algebrajarol tovabbi ismereteket talalhatunk (PENTEK, 2018)
dolgozatéban.

4. Altalanositott oktoniok

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk az altalanositott oktonidkra vonatkozo legfontosabb
ismereteket, ezzel készitjiik eld a dolgozatunk f6 részét képezd reprezentacios tétel targyalasat.

A H,p algebrabol kiindulva a H,z X Hyp direktszorzatban miiveleteket értelmeziink a
kovetkezé modon: tetszéleges 7 € R, (o, p1), (qo, 1) € Hyp X Hgp esetén
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(16) skalarral vald szorzas: 7+ (pg, p1) := (r = po, 7 " P1),
(17) Osszeadas: (Po,P1) + (90, q1) = (Po + o, P1 + q1),
(18) SZOrZ4s: (Do, 1) * (q0,91) = (Do *qo — Y1 " P1,P1" o + G1 " Po),

ahol y € R egy rogzitett valdés paraméter. A (18) Osszefliggés a Cayley-Dickson-féle
megkettdzési eljaras.

A Mgz X Hgp halmaz a (16) — (18) miiveletekkel egy 8-dimenzios, neutralis elemes, nem
kommutativ és nem is asszociativ algebrat alkot az R test felett, ahol 0y := (Oy, Oy) az
osszeadas, 1g := (1y, Op) a szorzas neutralis eleme. Ebben az algebraban, mint 8-dimenzids
vektortérben az 1, (i, 0, (G, O, (k, Ogp), E 2= (O, 1), (O, 1), (O, j), (O, k)
elemrendszer egy természetes bazist alkot. Megjegyezziik, hogy ez a H,p X H,p algebra egy
alternalo algebra, mivel a H,z algebra szorzasi miivelete asszociativ (CURTIS, 1990)

Az U:={(qo, 0x):qo € ]Hlaﬁ} C Hgp X Hyp egy részalgebrat alkot a MHgp X Hpgg
algebraban, és az fo:Hgz = U,qo = (qo, On) leképezés egy R algebra-izomorfizmus, az
fo:Hep = Hgp X Hyp,qo = (g, 0y) ezért egy beagyazasi R algebra-monomorfizmus. A
bedgyazassal nyert strukturat az Qqp, szimboélummal jeloljik €s az dltalanositott oktoniok
algebrajanak nevezziik.

Az a =1,8 =1ésy = 1specidlis esetben a klasszikus Cayley-Graves-féle oktoniok O
algebréjat nyerjiik. Az altaldnositott oktoniok algebrajat magyarul targyalja (PENTEK, 2020)
dolgozatédban.

Az E = (O, 1y) € Oup, clemre teljesil E? = —y ¢és minden (qo,q1) € Ogp,
egyértelmiien irhato fel g + g4 - E alakban. Mivel pedig a q,, q; € Hyp egyértelmiien irhatd

fel az el6z6 fejezetben latottak szerint qo = ao + U, illetve g; = by +V (ao, b, e R, U,V €

I m(]HIaﬁ)) alakban, igy minden altalanositott oktonid is egyértelmiien allithato eld

formaban.
Az éaltalanositott oktonidk kvaternidalgebrai alakjaval torténd szamolds szabalyai a
kovetkezok: legyen v € R, pg + p1 " E, qo + q1 - E € Qgp,,, akkor

(20) skalarral valo szorzas: r- (py + p; - E) = (r-py) + (r -py) - E,
(21) osszeadas: (pg +p1-E)+(qo+ g1 E) = (po+qo) + (p1 +q1) - E,
(22) szorzas(po+p1-E) - (qo+q1"E) = o qo—vq1"p1) + (P1 " qo + q1"po) " E,

teljes 0sszhangban a (16) — (18) dsszefiiggésekkel.
Ha qo =aota;-ita,-jt+as k,q=as+as i+ag j+a; k€M, akkor a
qo + q1 " E € Qgp, oktonio egyertelmiien irhato fel

(23) ay+a,"i+a,"jt+as-k+a, E+as-(i-E)+ag-(G-E)+a, (k-E)

alakban.

Bevezetve az ey,:=1,e;:=1i,e,:=j,e3:=k,e,:=E,es:=i-E,eq:=j-E,e;:=k-E
jeloléseket a fentiek szerint a tetszOleges 0 = qo + qq - E € Qgp, oktonio egyertelmiien
allithat¢ el6 az

(24) 0= Zl7=0 a - e

alakban, amelyet az altalanositott oktoniod valos algebrai alakjanak nevezziik. Az eléallitasban
szerepld {e;}]_, elemeket pedig dltalanositott oktonidegységeknek hivjuk, amelyek Cayley-
féle szorzotablaja (PENTEK, 2020) dolgozata szerint az 1. Téblazatban talalhato.



16 Péntek Kalman

Vegyiik észre, hogy e miiveleti tablazat bels6 részének bal felsé 2 X 2-es mezdje a C,, bal
felsé 4 X 4-es mezdje pedig a H,p struktira egységeinek szorzotablaja.

Az altalanositott oktoniok valos algebrai alakjaval a kdvetkezé modon szamolhatunk: ha
rE€R Es0; =Yg €, 0, = X)oobm " em € Qpp,, akkor

(25) skalarral valo szorzés: - (U_ga; - e) = Xi—o(r-a) - e,
(26) Osszeadas: ZZ=0 a- e + ZZ=O bl e = Zzzo(al + bl) e,
(27) szorzas: (X]—oa; " €) * (Cm=o b * €m) = X m=ola;  bp) - (e; - ).

Az altalanositott oktoniok O
2020) dolgozataban.

Ha o=YX]_qa,-€ € Oup, , akkor 0:=ay-ey— X/ a; e, € Oup, elemet az o
altalanositott oktoni6 konjugdltjanak,az N(o):=0-0=0-0=ai+a-a>+p-a5+a-f -
as+y-a;+a-y-at+pB-y-ai+a-f-y-ak€R valos szamot az o altalanositott
oktoni6 normajanak nevezzik. Ez az N: Oy, — R egy nem-elfajulé multiplikativ kvadratikus
alak, igy az Q4p, struktara egy kompozicioalgebra.

«py algebrajanak részletes targyalasa megtalalhato (PENTEK,

5. Az altalanositott oktoniok reprezentacioja vektor-matrixokkal

Eloszor a y € R paraméter felhasznaldsaval konstrudljuk meg a 2. fejezetben latott médon
az altalanositott komplex szamok C,, algebrajat. Ezutan az a, § € R paraméterek segitségével
epitsiik fel a 3. fejezetben bemutatott modon az altalanositott kvaterniok Hp algebrajat.

A C:= {(wy, wy, w3):w, € C, (= 1,2,3)} halmazban értelmezziink egy t € C,
elemmel, mint skalarral valo szorzast:

(28) t'(Wl,Wz,Wg):z (t'Wl,t'Wz,t'W3),
tovabba egy Osszeadast is a
(29) (Wi, Wy, w3) + (21,25, 23) 1= (Wy + 21, Wy + 2z, W3 + 23)

sszefliggéssel. A C, egy 2-dimenzios, a C; egy 6-dimenzios vektortér az R test felett. Ay =
1 esetén C, egy test, minden mas esetben egy kommutativ, neutralis elemes gytirti, a C3 pedig
egy baloldali modulus a C,, gyirti felett.

A (28) és (29) definiciokbol kovetkezik, hogy ha V = (v, v,, v3) € R3, akkor

(30) V=i (v,vyv3)=("vy,i v,i v3) €C3,
és ennek felhasznalasaval, ha U = (uy,u,,u3) € R3, akkor minden W = (wy, w,, w3) € C;

elem eloallithato
(31) W=U+i-V

alakban. A H,p struktirara tamaszkodva bevezethetiink a C; struktiraban egy skalaris
szorzast: ha W = (wy, wy, w3),Z = (24, 2,,23) € C3 , akkor legyen

(32) WeZ:=a-wy-z,+f-wy -z, +a-f-ws 23 €C,,
értelmezhetiink tovabba egy vektorialis szorzast is a
(33) WXZ:=[B Wy 2z3—wz-2z5),a (W3 23 —wy23), Wy -2, — Wy~ 7]

Osszefliggéssel.
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A o:C X C — C, skalaris szorzas egy szimmetrikus, a x:C; X € — C5 vektorialis
szorzas pedig egy antiszimmetrikus bilineris leképezés a C; strukturaban.

1. Lemma. A C; struktura o és x miiveletei az Im(]l-]la/;) megfelel o és X miiveleteinek
természetes kiterjesztései.

2. Lemma. Ha a+i-b€eC,, UV, U,V elm(Hyg) és igy U+i-V,U +i-V' €C,
ekkor érvényesek kovetkezd azonossagok:

@ (@a+i-b)-U+i-V)y=(@-U—-y-b-V)+i-(a-V+b-U),

O WU+i-V)o U +i-V)=[UoU —y-(VoV)]+i-[UoV' +VoU]

C©U+i-MxW+i-V)=[UxU —y-(VXV)]+i-[UxV' +VxU'].
Tekintsiik ezutan a

A A
(34) H((C]/) = {A = (Aii Aiz)' A11JA22 E C]/IAIZIAZI E C)%}

alaku hipermatrixok halmazat és értelmezziink e halmazban miiveleteket a kovetkezd modon:

(35) skalarral val6 szorzas: har € R,A € H ((Cy), akkor

A A r-A r-A
r-A=r-( 11 12):2( 11 12)EHC ’
Ayr Ay reAy; 1Ay ( Y)

(36) Osszeadas: ha A,B € H((C],), akkor

A A B B A +B A, +B
A+B=(11 12>+<11 12):(11 11 12 12)EHC ’
Az Az By1 By Az1 + By Azx + By ( Y)

(37) szorzas: ha A, B € H(C,), akkor

AxB = (All A12> % (Bll B12>

Ay Ay By1 By,
— ( Ai1"Bi1 +Ap 0By Ai1 "By + Byyn Ay — Ay X 321)
By " Ay + Ay - Byy + A1 X By Az " Byy + Azq 0 By,
€ H(C)).

Legyen most
(38) o=(a+U)+Bb+V)-E€Ouy, (abeRU,VEIm(Hy))

egy tetszdleges altalanositott oktonidé és rendeljiik hozzd azt az A € H ((Cy) hipermatrixot,
amelyre
(39) All ::a+i'b,A22 :=a—i'bE(Cy,A12 ::_U‘l'i'V,AZl = U+l'VE(C$,

teljesiil. Az ilyen specidlis alaki hipermatrixok halmazat dltaldnositott Zorn-féle vektor-
madtrixok halmazénak nevezziik és Z orn((Cy) szimbdlummal jeloljiik. Egyszerien beldthatjuk,
hogy ha r € R és A, B € Zorn(C,), akkor r-A,A+ B ¢és Ax B € Zorn(C,), vagyis az
altalanositott Zorn-féle vektor-matrixok halmaza zart ezen miiveletekre nézve.

Ezutdn mar bizonyithatjuk dolgozatunk {8 eredményét, az daltalanositott oktoniok
reprezentacios tételét.

a+i-b —U+i-V)

Tétel. Az F;(())aﬁy—>Zorn(Cy),(a+U)+(b+V)-E|—>(U+i_V a—i-b

leképezés egy R algebra-izomorfizmus.
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Bizonyitds. Az F hozzarendelés egy bijektiv leképezés, mivel az F _1:Z0rn((C),) -0
inverz hozzéarendelés is leképezés.
Har € Réso=(a+U) + (b+V) E € Qgp,, akkor a (19), (20) és (35) alapjan

(40) F(r-o)=F@-[(a+U)+bB+V)-E])=F@r-(a+U)+r-(b+V)-E)=

apy

F((r-a+r-U)+(r-b+r-V)-E)=(T'a+i'(r'b) —T'U+i-(r-V))

r-U+i-(rV) r-a—i-(r-b)
r-(a+i-b) r-(—U+i-V))_ (a+i-b =U+i-V\_
(r-(U+i-V) r-(a—i-b) )" (U+i-V a—i-b)_rF(O)
teljestil, igy az F egy homogén leképezés.
Hao=(a+U)+(b+V)-Eo =(@ +U)+ (b +V')-E € Qg akkor a (19), (21)
¢s (36) felhasznalasaval
(41) Flo+o)=F([a+)+Bb+V)-E]l+[(a+U)+ B +V')-E]) =

F(f(la+ad)+W+U)]+[(b+Db)+V+V)]-E)=
((a+a’)+i-(b+b’) —(U+U’)+i-(V+V’))
W+UH)+i-(V+v) (a+ad)—i-(b+b")

a+i-b -U+i-V a+i-b =U+i-V /
=F F
(U+i-V a—i-b )+(U’+i-V’ a —i-b )= F©)+F(),
ezért az F egy additiv leképezés. Eddig belattuk, hogy F egy R vektortér-izomorfizmus.
Legyenek ezutin o=(a+U)+ (b +V)-E o' =(@ +U )+ +V')-E € Oy,
tetszOleges elemek. A (13) és (22) 0sszefiliggések felhasznalasaval

(42) o0 =[(a+U)+bB+V)-E]-[(a+U)+ B +V")-E] =

[(a+0)-@+U)—y-B'+V)-b+W]+[b+V)-@+U)+ D +V')-(a+ V)] E =
[@+0)-(@+U)—y- "' =V)-b+V)]+[B+V)-(@a"-U)+ D +V') - (a+U)]-E =
{[(aa’ —=UoU)+ (aU'+a'U+UxU)]—y[(bb' + VoV )+ BV —-bV' —V' xXV)]} +
{[(ba’ +U" o V) + (=bU' +a'V -V XU+ [(b'a—UoV)+B'U+aV' +V' x U]} E

adodik. A (42) osszefliggés rendezése utan nyerjiik az
[(aa’ —ybb' = U U —y(VeV))+ (alU' +a'U+ybV' —yb'V+UxU —y(V xV))| +
[(ab'+a'b—UoV' +U' o V)+(aV' +a'V—bU' +b'U—-UxV'+U xV)]-E

eléallitast. Vezessiik be a szogletes zarojelekben szerepld kifejezésekre rendre a kovetkezd
jeloléseket:
Legyen
(43) a*:=aa’' —ybb' —UoU —y(VoV') ER,
b*:=ab'+a'b—U°V'+U oV €ER,
U'i=al'+a'U+ybV' —yb'V+UXU —y(V xV") € Im(Hyp),
Vii=aV'+a'V—bU' +b'U—-UXV' +U' xV € Im(Hy),

amelyek felhaszndldsaval (42) szerint

(44) o-o'=@+U)+ D" +V)-E
adodik. Ekkor pedig
N_ (@ +i-b* —U'+i-V*
(45) F o) =(0. 10 0w iop )
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teljesiil.
A (37) Osszefliggés felhasznalasaval

(46) F(o)xF(o)=F((a+ )+ b+V)-E)«F((@ +U)+ (' +V')-E) =
(a+i-b —U+i-V)*(a’+i-b’ —U’+i-V’)
U+i-V a-i-b u+i-v a—-i-b 7/
E két vektor-matrix szorzatanak bal felsé komponense az 1. lemma, a 2. lemma (b) része
¢s a (43) szerint
47 (a+i-b)-(@+i'b)+(U+i-V)o(U +i-V')=
aa' +i-ab'+i-a'b—y-bb' —UoU —i-(UoV')+i-(U oV)—y-(VoV')=
(aa’ =y -bb' —UoU' —y-(VoV))+i-(ab'+a'b—UoV' +U' oV)=a"+i-b"
Teljesen hasonloan e két vektor-matrix szorzatanak jobb als6 komponense
(48) (a—i-b)-(@—i'b)+W+i-V)o(-U +i-V')=
aa' —i-ab'—i-a'b—y-bb' —UoU +i-(UoV')—i-(U oV)—y-(VoV')=
(aa’ =y -bb' —UoU' —y-(VoV'))—i-(ab'+a'b—UoV' +U' oV)=a"—i-b"

A szorzat vektor-matrix jobb fels6 komponense az 1. lemma, a 2. lemma (a),(c) része és a
(43) felhasznalasaval

49 (@+i-b)(U+i-V)+@—-i-b)YU+i-V)—U+i-V)xU +i-V')=
—aU' ' +i-aV' —i-bU —y-bV' —=ad'U+i-a'V+i-bDU+y-b'V-UxU —i-(UxV")+
+i-(U'XV)+y- VxV)=—(aU' +a'U+y-bV' —y-D'V+U XU —y-(VXV))+
+i-(aV'+ad'V-=bU'"+b'U-UXV'+U" xV)==-U"+i-V"
adodik. Végiil a szorzat vektor-matrix bal als6 komponense az eldzdvel analég okoskodassal
G0 (@+i-b)YU+i-V)+(a—-i-D)(U'+i-V)+(-U+i-V)x(=U +i-V')=
aU+i-aV+i-bU—-y-b'V+aU +i-aV'—i-bU" +y-bV'+U XU —i-(UxV')+
+i-(U' xV)—y-(VxV)=(aU' +a'U+y-bV' —y-bV+UXU —y-(VxV"))+

+i-(@V' +a'V=bU +b'U—-UXV' +U XV)=U"+i-V*
kovetkezik. Igy (46) — (50) felhasznalasaval

, “ticht —UT+i-V?
2 o r@) = (10 L)

kovetkezik, amit a (45) Osszefliggéssel 0sszevetve
(52) F(o-0") =F(o) *F(0)

adodik, vagyis az F egy multiplikativ leképezés. Ez a fentiekkel egyiitt pontosan azt bizonyitja,
hogy az F leképezés egy R algebra-izomorfizmus.o

Osszefoglalas

Dolgozatunkban a valos szamok R testéb6l kiindulva az altalanositott Cayley-Dickson-féle
megkettdzési eljaras alkalmazasaval tobb, egymasra épiilé kompozicidalgebrat konstrudltunk.
Az R algebrabol elsd lépésként adodo altalanositott komplex szamok C, kompozicidalgebraja
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pontosan azért kommutativ, mivel a konstrukcié kiinduld algebrija maga R. A masodik
Iépesben a C, algebrabol nyertiik az altalanositott kvaterniok H g kompozicidalgebrajat, ami
éppen azért lesz asszociativ, mivel a kiindulé C, kompozicidalgebra kommutativ és
asszociativ. Végiil a harmadik 1épésben a H,p algebrabol kiindulva kaphattuk meg az
altalanositott oktoniok Q,p, kompozicidalgebrajat, ami pedig pontosan azért alternalé algebra,
mivel a kiindul6 H,g kompozicidalgebra asszociativ (CURTIS, 1990).

A C, és a Hgp strukturdk véges dimenzios asszociativ algebrak, igy eredményesen
reprezentalhatok matrixokkal, az Qgp, algebra viszont nem asszociativ. E struktira
reprezentalasara sikeresen alkalmazhatok a vektor-matrixok, amelyeket Zorn, M. A. vezetett be
az 1930-as években a split oktoniok alternativ algebrajanak leirasara. Modszerét altalanositva
adunk rovid bizonyitast az Q4p, struktira vektor-matrixokkal torténd reprezentacidjanak
tételére.

e, e, e, e e, es € e,
ey €o e e, es €4 es € e,
eq e, —ae €3 —ae, €s —ae, —ey aeg
€z € —e3 | —Peg Beq €6 €y —Be, —Pes
€3 €3 ae, | —Be; | —aPeg €7 —aeg Bes —afe,
€y €4 —€s —€6 —ez —Yeéo Yeéex Ye: yes
€5 €s ae, —éz aeq —veéy | —ayey | —VYes aye;
€6 €6 €y Be, —Pes | —ve; ves —Breo | —Bres
€7 €y —aeg | Pes ape, | —ves | —aye, | Pre; | —afye,

Tablazat: Az altalanositott oktonidegységek Cayley-féle szorzétablaja
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OSSZEFOGLALO. A kiilonbdz6 meteoroldgiai adatok - igy az ég-fold kozotti
villamok - idébeli és teriileti valtozasa, adott teriileten a valtozas tendencidja
kiilonb6zo  statisztikai modszerek alkalmazasaval jellemezhets. Az
alabbiakban 9 teriilet keriil 6sszehasonlitasra, valamint ezek koziil egy teriilet
32 ¢évi adatsoranak modellezése kerill bemutatasra, Gauss fliggvények
alkalmazasaval.

ABSTRACT. The temporal and spatial changes of different meteorological data
—such as lightning between the sky and the ground — and the tendency of the
change in a given area can be characterized by using different statistical
methods. In the following, 9 areas are compared, of which the modeling the
32-year data series of one area is presented using Gaussian functions.

1. Bevezetés

A kiilonb6z6 meteorologiai adatok, leggyakrabban homérséklet, csapadékmennyiség mar
szamtalan esetben kertiltek bele kiilonb6z6 biologiai vizsgalatokba, mint a vizsgalat targyanak
befolyasolo tényezdi, vagy mint az alkalmazott modell fliggetlen valtozdja vagy valtozoi. A
klimavaltozas 6ta azonban, ma mar nagy jelentdséggel bird tényezok mellett szamtalan mas
egyéb meteorologiai paraméter kutatasa is elkeriilhetetlen. A sz€élsOséges iddjarasi torténések
indokoljak ezeket a kutatasokat, és felvetik annak a kérdését, miként lehet statisztikailag
jellemezni ezeket a specidlis adathalmazokat. Legtobb jellemzd esetén nem megismételhetd
mérési adatrol van sz6, hanem egyetlen adatrél, ami lehet természetesen id6- vagy helyfiiggo,
akéar mindkett. Emiatt a legaltalanosabb kozismert statisztikai jellemzdk és vizsgdlatok nem
alkalmazhatok, illetve nem adnak szdmunkra érdemleges sokszor értelmes informaciot. Az
alabbiakban egy a mar emlitett tulajdonsdgli meteorologiai adathalmaz kertil teritékre, melynek
vizsgalata kiilonb6z6é megkdzelitésbol torténik.

A vizsgalat targyat az ¢g-fold kozti villimok szama képezi, Ausztria szovetségi
tartomanyaiban 1992-t61 2023-ig, az iddsoros vizsgalat egy kiemelt szOvetségi tartomany
adatsorat érinti. Az adatsorok a https://www.aldis.at internetes oldal szabadon hozzaférheto
adatbankjabol szarmaznak, ahonnét ingyenesen letdlthetdk.

Az alabbiakban eldszor villamstirliségi értékek kerililnek elemzésre szovetségi tartomany
Osszehasonlitasban, klaszteranalizissel. A villimstir{iség a villimcsapasok atlagos szama km?-
ként évente. Ezt koveti, Stajerorszag, mint kivalasztott szdvetségi tartomany id6fliggd
vizsgalata, a mar emlitett iddintervallumban, melynek sordn az évenként, havonta észlelt ég-
fold villamok eléfordulasi gyakorisdgai keriilnek elemzésre. A vizsgalt 32 év, évenkénti
adatsoranak tendenciaja haranggdrbével jellemezhetd, igy alkalmasnak bizonyult a
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transzformalt Gauss gorbe illesztése. A kapott eredményekbdl, az évenként illesztett modellek
eltolasi paraméterei ezek utan Gsszevethetok. Az illesztések pontossaganak ellendrzését a
mindenkori korrelacios egyiitthatd, (nem linearis korrelacids egyiitthatd) értéke szolgalja,
figyelembe véve, hogy a vizsgdlt meteorologiai adatsor esetén a vizsgalt érték alacsonyabb
lehet, nem varhato el olyan magas korrelacid, mint pontosan mérhetd fizikai jellemzoknél.

A vizsgalat célja a szOvetségi tartomanyok esetében, hogy a villamsiiriiségi adatok alapjan
csoportositsa azokat, igazolt statisztikai modszerrel. A 32 év esetében a cél pedig az, hogy
kimutassa, hogy a villamgyakorisdgok éves tendencidja megfelel a feltételezett tendencianak,
illetve a modellek paramétereinek elemzésével a sz&lsdséges évek statisztikailag kimutathatdok
legyenek.

Az adathalmaz vizsgélata sordn alkalmazott software a STATISTICA, a modellek illesztésénél
a sziikséges kezddértékek az adatsorbol jo1 becsiilhetok.

A vizsgalat targya:
e az ausztriai szOvetségi tartomanyok atlagos villamsirisége (2012-2021 évek
atlaga) (www.aldis.at)
e ausztriai ég-fold villamlasi adatok szovetségi tartomanyonként, 1992. januar —
2023. julius, havonkénti Osszesitett esetszam. (www.aldis.at)

A vizsgalt adathalmazok és az alkalmazott modellek:

Szovetségi tartomany Villamsiirtség
Burgenland 1,27
Kaérnten/Karintia 1,7
Niederosterreich/Also-Ausztria 1,05
Oberosterreich/Fels6-Ausztria 1,2
Salzburg 1,28
Steiermark/Stajerorszag 1,82
Tirol 1,21
Vorarlberg 1,04
Wien/Bécs 0,97

1. tablazat. Villamsiiriiség szovetségi tartomanyonként

Az alabbi adathalmaz esetében eltekintiink a teljes részletességtél az adatok
megtekinthetok a fentiekben megadott internetcim alatt.

Ev | Jan. | Febr. | Marc. | Apr. | M4j. | Jun. | Jal. | Aug. | Szept. | Okt. | Nov. | Dec.
1992 0 0 0 560 | 1037 | 6584 | 7757 | 8828 | 3635 | 592 13 1
1993 0 0 8 518 | 5329 | 15648 | 21283 | 15363 | 1166 | 281 9 38
1994 | 19 5 10 494 | 3233 | 3365 | 13897 | 19855 | 930 64 2 0
1995 | 14 3 15 1460 | 3121 | 5594 | 15696 | 7207 | 1172 0 114 20
2020 | 27 11 5 115 | 428 1890 | 6649 | 7423 895 190 0 0
2021 0 0 2 31 294 | 3021 | 6404 | 4667 297 3 1 0
2022 0 0 0 47 3626 | 10658 | 4128 | 2567 725 3 2 0
2023 1 1 59 230 | 964 | 6438 | 5490

2. tablazat. Regisztralt ég-fold villimok szama Stijerorszagban
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Az alkalmazott regresszios modell:
e Transzformalt Gauss fliggvény

- matematikai alakja:

bs

S E—
y e(bz(X—bﬂ)z 0

- szamitogépes alak:

Var n = b3/exp(b2 * (NewVar — 1« b1))"2) + bO0.

A modell rovid jellemzése:

Az alkalmazott Gauss fiiggvény négy paraméteres altalanos modell, ami rendelkezik a
sziikséges eltolasi és nytjtasi paraméterekkel. A paraméterek értékeibdl pontosan megadhatdk
a modell f6 matematikai jellemz01i, igy a lokalis szélséérték helye és értéke. A négy paraméter
kezddértékének megadasa az adathalmazbol becsiilhetd sziikség esetén. A valtozok jelentése az
illesztések soran:

e NewVar = Naptari honapok sorszama
e Varn= 1,2,....32 Az évek 1992-t61 2023-ig (1992 esetén n=1).

2. Szamitott eredmények, kiértékelés

2.1. Villamsiiriségi atlagértékek klaszter eredményei

Az alabbi két tablazatban a klaszteranalizis eredményei olvashatok 3 klaszter esetén,
elsoként a weboldal altal megadott villamstiriségi értékekre, ami tiz év (2012-2021) atlaga,
majd pedig 32 év atlagai (szerzo altal szamitott) esetén az egyes szovetségi tartomanyokra
neézve.

Villamstiriségi atlagok 10 év esetén
Atlag Sorszam Klaszter Tavolsag
Burgenland 1,27 1 2 0,03
Kérnten/Karintia 1,7 2 3 0,06
Niederosterreich/Also-A. 1,05 3 1 0,03
Oberosterreich/Felso-A. 1,2 4 2 0,04
Salzburg 1,28 5 2 0,04
Steiermark/Stajerorszag 1,82 6 3 0,06
Tirol 1,21 7 2 0,03
Voralberg 1,04 8 1 0,02
Wien/Bécs 0,97 9 1 0,05

3. tablazat. Villamsiir{iségi atlagok klasztere 10 év esetén
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Villamstiriiségi atlagok 32 év esetén
Atlag Sorszam Klaszter Téavolsag
Burgenland 1,06 1 2 0,03
Kérnten/Karintia 1,36 2 3 0,06
Niederdsterreich/Also-A. 1,01 3 2 0,03
Oberosterreich/Felso-A. 1,12 4 2 0,04
Salzburg 1,11 5 2 0,04
Steiermark/Stajerorszag 1,58 6 3 0,06
Tirol 0,86 7 1 0,03
Voralberg 0,63 8 1 0,02
Wien/Bécs 0,8 9 1 0,05

4. tablazat. Villamsiiriiségi atlagok klasztere 32 év esetén
Mindkét adatsorra latjuk az aldbbiakban a klaszterfat.

Tree Diagram for 9 Cases
Single Linkage
Euclidean distances
0,5

04

03

Linkage Distance

0,2

0,1

0.0 [ 1 [ 1 [ 1

1. abra. Villamsiiriiségi atlagok klaszterfaja 10 év esetén

Tree Diagram for 9 Cases
Single Linkage
Euclidean distances

——
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2. abra. Villamsiiriiségi atlagok klasztere 32 év esetén
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Az alabbi abran a klaszteranalizisben megadott szovetségi tartomanyi sorrendben szerepel
két villamstirtiségi érték, kékkel jelolve a tiz év atlagértékeit, mely értékek az Aldis oldalan
nyilvanosak, valamint a megadott 32 év adataibol szerzd altal szamitottak.

2.2. 32 év éves adatsoranak regresszios vizsgalata Stajerorszag esetén

2,0

Villams(riség

1,8

1,6

1,4

1,2

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

Il 10 év atlag

9

10 [ 32 év atlag

2. abra. Villamsiiriiségi atlagok

Elsoként feltiintetésre kerul a 32 év leirdstatisztikai tablazata havi bontasban.

Havi leirostatisztika a 32 évre

Evek szdma | Atlagos esetszam | Minimum Maximum Szoras
Jan. 32 6,91 0,000 61,00 12,193
Febr. 32 5,66 0,000 47,00 10,114
Miarec. 32 48,25 0,000 363,00 74,617
Apr. 32 516,38 19,000 2668,00 612,743
M3j. 32 4882,84 294,000 26998,00 4937,903
Jun. 32 10189,75 1890,000 33784,00 6849,792
Jul 32 13728,47  |3529,000 33260,00 8791,817
Aug. 31 9537,58 |2207,000 23173,00 5329,991
Szept. 31 1908,29 20,000 8407,00 2116,534
Okt. 31 220,29 0,000 1176,00 296,030
Nov. 31 15,90 0,000 114,00 27,800
Dec. 31 9,32 0,000 68,00 16,851

5. tablazat. Villaimgyakorisagok statisztikai adatai havi bontasban
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Az egyes illesztések eredményeinek részletes feltiintetésétdl, az illesztések abrdainak
bemutatasatol a 32 évre nézve eltekintiink, a legkedvezdbb és legkedvezbtlenebb eset viszont
az aldbbiakban bemutatasra keriilnek.

A kivélasztas a korrelacios egylitthato értéke alapjan torténik, leszamitva az utolsé csonka
¢vet, ahol az R értéke 0,9997, ami arra utal, hogy az adatsor illeszkedése nagyon jo, ezt viszont
nagyban befolyasolja az utols6 5 honap adatdnak hianya. Elsoként a 2009-es év illesztési
eredményét prezentaljuk, ami szélsdségesen gyenge korrelacios értéket mutat R=0,8076. Ezt
kovetden 2019-es év keriil bemutatasra R=0,9975 értékkel.

o A 2009-es év eredménye:

Model: var18=(b3/exp((b2*(NewVar-1*b1))*2))+b0 (STtablaforditva)
Dep. var: Varl8 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 587530179,78 R=,80761 Variance explained: 65,224%
N=12 b3 \ b2 \ b1 \ b0
Estimate 27240,91 -0,46460( 6,75500:! -971,29¢

Model: (var18=(b3/exp((b2*(NewVar-1*b1))"2))+b0
y=((27241)/exp(((-0,4646)*(x-1*(6,75501)))"2))+(-971,299)
35000
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3. abra. Havi villamgyakorisag 2009

e A 2019-es év eredménye:

Model: var28=(b3/exp((b2*(NewVar-1*b1))*2))+b0 (STtablaforditva)
Dep. var: Var28 Loss. (OBS-PRED)**2
Final loss: 687022,44568 R=,99750 Variance explained: 99,500%

N=12 b3 \ b2 \ b1 \ b0
Estimate 10477,20 _ 0,71148  7,05502i 77,003
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Model: (var28=(b3/exp((b2*(NewVar-1*b1))"2))+b0

y=((10477,3)/exp(((0,711486)*(x-1*(7,05503)))"2))+(-77,0031)
12000
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Var28

4000

2000

-2000
0

NewVar

5. abra. Havi villaimgyakorisag 2019

32 ¢év illesztéseinek egyesitett abraja és az atlagolt adatokra illesztett modell
eredményei:

Model: (var n=(b3/exp((b2*(NewVar-1*b1))"2))+b0
50000

40000

30000

20000

Varn

10000

NewVar

6. abra. 32 év egyesitett abraja
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A 32 év atlagadataira tortént illesztés korrelacios értéke magas, szoros illeszkedésre utal, a
modell paraméterei lefedik a szélsdségeket.

Model: varatlag=(b3/exp((b2*(NewVar-1*b1))"2))+b0 (sthaviatlag)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 2217498,3701 R= ,99589 Variance explained: 99,180%
N=12 b3 [ b2 [ bl [ bOo
Estimate 13957,9C 0,585307 6,86539E -99,8553

Model:varatiag=(b3/exp((b2*(NewVar-1*b1))*2))+b0
y=((13957,9)/exp(((0,585307)*(x-1*(6,86539)))"2))+(-99,8553)
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7. abra. Illesztés az atlagadatokra

A 6. tablazat a kivalasztott szOvetségi tartomany adataira torténd 32 illesztés egy
paraméterét, az eltoldsi paramétert (Maximumérték hely becsiilt) valamint a mindenkori
tényleges értéket mutatja. R az egyes illesztések nem linedris korrelacidos egyiitthatdja.
Eltekintiink a modell tobbi paraméterének megadasatol, ami a szerzOnél rendelkezésre all.
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Maximumérték Maximumérték Korrelacios
Evek helye becsiilt helye tényleges egyiitthato
(hénap) (honap) R

1992 7,31 8 0,9829
1993 6,92 7 0,9925
1994 7,61 8 0,9834
1995 7,06 7 0,9841
1996 6,35 6 0,8555
1997 6,99 7 0,9033
1998 6,72 7 0,993
1999 6,83 8 0,8362
2000 6,38 6 0,8869
2001 6,99 7 0,9492
2002 6,74 7 0,9881
2003 6,29 6 0,9718
2004 7,02 7 0,9746
2005 6,71 7 0,976
2006 6,44 6 0,9952
2007 6,39 6 0,8894
2008 7,29 8 0,9618
2009 6,76 7 0,8076
2010 7,03 7 0,9938
2011 6,96 8 0,8874
2012 6,89 7 0,9927
2013 7,57 8 0,899
2014 7,02 7 0,9833
2015 6,84 7 0,9745
2016 7,05 7 0,9911
2017 7,38 8 0,9336
2018 6,53 6 0,8432
2019 7,06 7 0,9975
2020 7,51 8 0,9942
2021 7,17 7 0,996
2022 6,05 6 0,9765
2023 6,42 6 0,9997

6. tablazat. Illesztett fiiggvények maximum helyei és korrelacios egyiitthatoi

A 32 évre az illesztés sordn kapott eltolasi paraméter és korrelacios egyiitthatd néhany
leirdstatisztikai jellemzdi a kdvetkezok:

Leirdstatisztika (max. hely és R)

, ‘ Konf. Konf. .. ) o

Elemszam| Atlag -95% 95% Minimum | Maximum | Szoras

Max. hely 32 6,88 6,74 7,02 6,05 7,61 0,389
R 32 0,9498 | 0,9294 | 0,9702 0,8076 0,9997 0,05658

7. tablazat. A maximum helyek és R értékek statisztikai
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2.3. Elemzés, értékelés

Villamsiiriiségi adatok klaszter elemzésének értékelése:

A vizsgalat elso 1épésben 2012-2021 évek atlagainak felhasznalasaval indult, majd pedig
1992-2023 évek atlagaival folytatédott, mindkét esetben a 8 szovetségi tartomany és Bécs
terliletére vonatkozoan. A szamitasok soran alkalmazasra keriilt a K-means clustering, aminél
a valasztott klaszterszam mindkét esetben 3 volt. Ezt kovetden pedig a Joining (tree clustering),
ugyancsak mindkét adathalmazra, ami a dendrogramot, klaszterfat adja.

A K-means clustering igazolja azt az adatokbdl is szembetind feltételezést, hogy a
szovetségi tartomanyok kozil két tartomany magas villamsiiriségi értékével eltér a tobbitdl. A
harom klaszter csoport viszont indokolt. Osszehasonlitva a vizsgalt 10 és 32 éves atlagadatsort
nem mutatkozik a klaszter csoportokban jelentds eltérés, mindossze két tartomany cserél helyet
az 1 és 2 csoportokra nézve. Ez arra utal, hogy az atlagértékek valtozasa nem jelentds az évek
szamat (10 illetve 32 év) illetden, az egyes klaszter csoportokba sorolt tartomanyok kettot
leszamitva fix helyiikon maradtak. A kiugrd legmagasabb értékekkel bird tartomanyok tehat
mindkét esetben Karintia és Stdjerorszag maradt, szignifikansan eltérve a tobbi tartomany
értékétol.

A Gauss gorbe illesztésének eredményei és értékelése:

A kivalasztott szovetségi tartomany, Stajerorszadg 32 éves adatsorara torténd illesztések a
maximalis villaimgyakorisag értékekhez tartozo, idépont értékekre adnak becslési lehetdséget.
A becsiilt értékek a transzformalt Gauss gorbe paraméterébdl adottak. A maximumérték helyek
(6. tablazat) statisztikai elemzése azt mutatja, hogy a legmagasabb atlagos villamstriiségi érték
95%-o0s konfidencia szinten a hatodik honap masodik felétdl a hetedik honap elejéig varhato.

Az egyes illesztések korrelacios egyiitthatdjanak értéke, az adatsor varhato ingadozasa
ellenére magas, a legkisebb R=0,8076 a legnagyobb R=0,9975. Itt eltekintiink a csonka 2023
év eredményétél, ami R=0,9997. 95%-os konfidencia szinten az R alsé hatara 0,9294.
Figyelembe véve a felsorolt értékeket kijelenthetd, hogy a valasztott regresszids modell jol
jellemezi a vizsgalt trendet.

Az alabbi tablazat 6sszefoglalja azon éveket, amelyek esetében az R értéke alacsonyabb az
R als6 konfidencia hataranal.

Evek R

1996 0,8555
1997 0,9033
1999 0,8362
2000 0,8869
2007 0,8894
2009 0,8076
2011 0,8874
2013 0,8990
2018 0,8432

8. tablazat. Gauss modell R dsszefoglalé
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A felsorolt 9 év bizonytalansagot mutat, azonban illesztési pontossidga jonak mondhatd, ha
figyelembe vessziik az adatsor jellegét.

Az illesztett modell X irdnyt eltoldsi paramétere a 32 évre nézve 13 évben mutatott a tényleges
maximumérték helytl 5%-0s hibanal nagyobb hibaértéket, két esetben haladta meg a 10%-t
14,6% és 13% értékkel, 1999 és 2011 esetén, amit igazol a korrelacids egyiitthatd gyengébb
értéke is.

A 32 illesztés abraja nem keriilt egyenként bemutatasra, de a leggyengébb korrelacios
egyiitthatd esete 2009 R=0,8076 jo6l mutatja, hogy az anomaliat, a nyari hdénapok
villamgyakorisdganak véletlenszerli ingadozasa okozza. A 8. tablazatban felsorolt évek esetén
is ez volt jellemzé, ami egyértelmlien utal az adott év iddjarasi szélsOségességére.
Természetesen szerepet jatszhat a vizsgalat hibajaban az is, hogy a 32 év soran alkalmazott
megfigyeld allomasok technikai adottsdgai jelentés mértékben fejlodtek, az észlelések szama
az 1d6 multaval pontosabban regisztralt.

Osszességében azonban kijelenthetd, hogy a villimgyakorisag éves trendje jol jellemezhetd az
alkalmazott modell segitségével, a maximumérték helye a vizsgalt 32 éves adatsor alapjan jol
becsiilhetd, a sz¢lsdséges évek kimutathatok.

Osszefoglalé

A klimavaltozas napjainkban egyre indokoltabba teszi, hogy specidlis meteoroldgiai
adatsorok statisztikai jellemzését is elvégezziik. Ezen adatsorok nem reprodukalhaték,
egyedi mérések, melyek lehetnek hely és idofliggdk. A vizsgalat targya a villamstriiség,
adott régiokban illetve a villamgyakorisag, adott teriileten id0 fliggvényében. A felhasznalt
statisztikai elemzés a klaszteranalizis, aminek segitségével az egyes régiok csoportosithatok,
illetve a regresszidanalizis, melynek révén alkalmas modell segitségével jellemezhetjiik a
valtoz6 trendjét, ezt kovetden, pedig az alkalmazott modell paraméterébdl megfeleld
becslést végezhetiink.

Az eredmények azt mutatjak, a villamslriségre vonatkozolag, hogy a vizsgalt
szOovetségi tartomanyok csoportosithatok, 3 csoportba, mind a 10, mind a 32 évi adatsor
atlagai esetén. Nincs jelentds eltérés a két adatsor vizsgalata kozott, mindkét esetben a két
legnagyobb értékkel jellemezhetd tartomany szignifikansan eltér a tobbitol.

A villamgyakorisagi adatok 32 évi vizsgalatanak illesztései azt igazoljak, hogy a trend
jol jellemezhetd egy transzformalt Gauss fiiggvénnyel. A magas korrelacios egyiitthatok
ellenére a maximumértékek helyének becslésében eldfordulnak kisebb eltérések a tényleges
értékektdl. Az emlitett magas R érték viszont alkalmas arra, hogy altala kisziirjiikk a
sz€lsdséges éveket.
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OSSZEFOGLALO. Egyszeri mintapélddkkal szemléltetjik a tdbbvaltozos
linearis regresszio gyakorlati alkalmazasat. A programcsomag altal megadott
eredmények értelmezése és egyszeri esetekben szamitasokkal torténd
igazolasa hallgatdink szamara hasznos tudast nyujthat.

ABSTRACT. Here are simple practical examples that illustrate the practical use
of multivariate linear regression. Interpreting the results of the program
package and verifying them with calculations in simple cases can provide
useful knowledge for the students.

1. Bevezetés

A tobbvaltozos statisztikdban hasznalt eljarasok a XX. szazad elsd felében sziilettek. A
klasszikus modszerek (pl. a regresszidanalizis, varianciaanalizis és diszkriminancia-analizis)
elsésorban a linedris algebra eredményeire épiilnek, normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozokat hasznalnak. Napjainkban a munkaerépiacon az adatelemzésé a jovo, emiatt nagyon
fontos a statisztika nyelvét érté és azon kommunikalni képes szakemberek képzése. Azokban a
felsdoktatasi intézményekben, ahol jelenleg a matematika oktatisa egyre hatranyosabb
helyzetbe kertiil, a tobbvaltozos statisztika targyalasa komoly nehézséget jelenthet. A hallgatok
csekély matematikai eloképzettsége miatt az eljarasok elméleti hattérbol csak a
legsziikségesebb részek, azok is nagyrészt leegyszerisitve keriilnek szoba. A gyakorlati
alkalmazasra fokuszalunk, a moddszerek lényegét mintapéldakon keresztiil mutatjuk be a
STATISTICA13 programcsomag segitségével.

2. Regresszioanalizis

A regresszidanalizis alapgondolata az, hogy egyes valtozok kozott ok—okozati
Osszefliggést feltételezlink, amelynek leirdsdra egy fliggvénykapcsolatot keresiink. Fontos
megjegyezni, hogy az a {0 kiilonbség a korrelacidoszamitas és a regresszidanalizis kozott, hogy
korrelaciészamitds soran nincsen feltételezett ok-okozati kapcsolat, minden valtozot
valoszinliségi valtozonak tekintlink. A tobbvaltozds regresszidanalizis soran tobb ismérv
eredményvaltozora gyakorolt hatasat vizsgaljuk. A tobbvaltozos regresszio az ismérvek szdma
szerint lehet harom-, négy-, 6t- stb. valtozds (hiszen mar egyvaltozds fliggvény illesztésekor is
két ismérv szerepel), a fliggvény tipusa szerint pedig lineédris és nemlinearis. A tobbvaltozos
regresszioszamitds modelljében az okot a magyardzd valtozokkal, mas néven fliggetlen
(independent) valtozokkal (X;, X5, ..., X, ), az okozatot pedig az eredmény valtozdval, mas
néven fliggd (dependent) valtozoval (Y) jeloljiik, ez utobbit tekintjiik valdsziniiségi valtozonak,
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amit a tovibbiakban a ,kalap” jelolés is mutat. A cél annak az ¥ = f(Xy, X, ..., Xim)
fliggvénykapcsolatnak a megtalalasa, amely ,kellden joI” irja le a vizsgalt ok-okozati
Osszefliggést. Itt csak a tobbvaltozos linearis esettel foglalkozunk, tehat jelen esetben f linearis
fiiggvény.

A tobbvaltozos linedris regresszid 1épései a kdvetkezdk: 1. modellalkotas, 2. egyiitthatok
meghatarozasa, 3. determinacios és korrelacidos egyiitthatok kiszamitasa, 4. megbizhatdsag
vizsgalata F-probaval, 5. egyiitthatok t-probdja, 6. validalas (esetleg tovabbi modszerek,
mérészamok, mutatok hasznalata, amelyekkel meggy6z6dhetiink arrél, hogy a modell
megfelelé-e, majd jovahagyas/elutasitas). Ebbol a felsorolasbol is latszik, hogy nem létezik
egyetlen egy olyan mérészam, ami megmutatnd, hogy melyik fliggvény a ,legjobb”. A végsd
modell kivalasztasa a becslési pontossag ¢és az egyszerliség kompromisszuma, nem
elhanyagolva a szakmai (adott tudomanyteriiletre vonatkozo) szempontokat.

2.1. Korrelacidos matrix, tobbszoros determinacios egyiitthato

A statisztika tanulmanyainkbol ismert, hogy két valtozo kozotti lineéaris korrelacid
mérdszamat r-rel jeloljik, r € [-1,1]. Har =1 (vagy r = —1), akkor a mérési pontok 1
valosziniiséggel egy novekvo (vagy csokkend) egyenesen helyezkednek el, azaz linearis
kapcsolat van kozottiik. Emiatt az r ugy is tekinthetd, mint a linearitds mér6szama. Ha két
adatsor fliggetlen egymadstol, akkor r =0 , tehat a filiggetlenségbdl kovetkezik a
korrelalatlansdg. Ha r = 0, azaz korrelalatlansag all fenn, ebbdl nem feltétlen kdvetkezik a két
valtozo fliggetlensége (csupan a linearis kapcsolat hidnya). Kettonél tobb valtozd esetén a
korrelacio szorossadgarol haromféle értelemben beszélhetiink. Mérhetd az eredményvaltozo és
az 0sszes tényezdvaltozo kozotti kapcsolat szorossaga, emellett vizsgalhato az egyes valtozok
kozotti kapcsolat paronként (a paronkénti korrelacios egylitthatok), tovabba paronként, de a
tobbi valtozo hatasanak kisziirésével is (a parcidlis korrelacios egylitthatok) is. Alabb ezt a
harom lehetdséget is targyaljuk.

Tobbvaltozos regresszio esetén jeloljiik az i-edik €s j-edik valtozo korrelaciojat r;j-vel, €s
ezekbdl a paronkénti korrelacios egyiitthatokbol 6sszeallithatjuk az un. korreldcios matrixot. A
korrelacios matrix minden elemére r;; € [—1,1], tovabba 1y, = 117 = 15, =+ = Ty =1
(a regresszios modellben a fliggetlen valtozok szama m), és a foatlojara szimmetrikus matrix:

/ 1 ryl ryz Tym\

"y 1 T2 ... Tim

R=|Ty ™1 1 T Tom . 1)
Tmy Tmi Tmz = 1

A korrelacios matrixbol megéllapithatd, hogy melyek azok a magyarazé valtozok, amelyek
szorosabb kapcsolatban vannak a fliggd valtozdval, és melyek azok, amelyek kevésbé. A
korrelacios matrix inverze (R™1):
/ny dy1 Q4y2 ... qym\
91y q11 G12 ... Gim
R 1=| 49y 921 922 " Qm |, )

Gmy 9m1 9mz =~ Gmm
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A (2) matrix elsé sora elsé elemének ( gy, ) segitségével meghatarozhat6 az un. tobbszords
korrelacios egylitthato:

Ryi23.m= |1 Ty Ry123.m €101]. (3)

Ez valdjaban egy specialis kétvaltozos korrelacios egyiitthato (erre az indexében a felsorolast
kettévalasztd pont karakter is utal), amely a mért Y-ok és az X;, X,, ..., X, tényezovaltozok
alapjan becsiilt ¥ kapcsolatanak szorossagat méri tobbvaltozos linearis modell esetén. Vannak
olyan irodalmak, amelyekben a (3)-ban szerepld als6 indexre az Y (X; Xy, ..., X;,) jelolést
hasznaljak, ez talan még szemléletesebben tiikrozi a jelentését. A tobbszords korrelacios
egylitthatd négyzetét tobbszords determinacids egyiitthatonak nevezziik:

1
R321.1,2,3,...m =1- Ty’ R)27.1,2,3,...m € [0,1]. (4)

Ennek hasznélataval szamszerlsithetd a regresszios fliggvénnyel torténd ,,magyarazat josaga”,
az illeszkedés szorossaga, az ,.elorejelzés hibajanak nagysaga”. Ha m = 1, akkor a tobbszorods
determinécios egyiitthatd a fliggd- és az egyetlen fliggetlen valtozo kozotti 2 determinacids
egyiitthatoval egyenld, azaz Rj; = r?. Az r* egyben a linearitis mérészama is, értéke minél
kozelebb esik 1-hez, a megfigyelési értékek annal jobban tomoriilnek egy egyenes mentén
(annal inkabb igazoltnak latszik a linearitasi feltevés). Az Rjz,_1 = r? egyenl8ség bizonyitdsa
alapszinti lineéris algebrai ismeretek segitségével is nagyon egyszerl, ezért ezt érdemes
megtenniink. Cé€lszerli mar az elejen bevezetni az ry,; = ry, = 1 jelolést. A nevezOk miatt
felmeriilhet az r # +1 kikotés sziikségessége is, de az r = +1 eset ellentmondana a
tobbvaltozos linedris regresszid egyik alkalmazhatosagi feltételének (multikollinearitas

kizarasa), igy soha nem all fenn a tobbvaltozos linearis korrelacio alkalmazasakor.

1 7"yl 1 r

r=(, 1)=C 1) ©

1 -r

-1 _ [ 1-r2 1-7r2
R1=(1'T7" 1, (6)

1-r2  1-r2
R, =1-—=12 (7)

1-12

Az egyvaltozos fliggvény illesztésekor (tehat két valtozd esetén) haszndlt determinacios
egyiitthatd egyben azt is megmutatja, hogy a fiiggd valtozo teljes szorasnégyzetének mekkora
hanyada magyarazhato a fliggetlen valtozoval, tehat a regresszids fliggvénnyel. Bizonyithato,
hogy ugyanez a tobbszords determinaciods egyiitthatora is igaz (ennek levezetésével itt nincs
értelme foglalkoznunk), azaz felirhatd a tobbvaltozés modellben alkalmazott eltérés
négyzetosszegek hanyadosaként is:

2 -SSR _ 1 _S3E

R =5 = SST (8)
A (7)-ben és azt megel6zden hasznalt also indexek a gyakorlatban akar el is hagyhatok, (8)-ban
mar nem irtuk ki. A (8)-ban szerepld jelolések értelmezéséhez definidlnunk kell az alabb

olvashato négyzetosszegeket (SS =Sum of Squares), ahol n a mérések szamat jeloli. Teljes
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eltérés négyzetdsszeg: SST = Y (v; —y)? , a regresszio altal meghatarozott eltérés
négyzetosszeg: SSR = Y1, (§; — ¥)?, valamint a rezidudlis eltérés négyzetdsszege (mas néven
maradékok négyzetdsszege, ami a mérés ,,hibaibol” szdrmaztathato): SSE = Y1, (y; — §,)%. A
fliggd valtozo atlagtol vett eltérés négyzetosszege felbonthatd a regresszios becslések atlagtol
vett eltérés négyzetdsszegének ¢€s a rezidualis négyzetdsszegnek az Osszegére: SST = SSR +
SSE.

Az (1) korrelacidés matrixban szerepld paronkénti korrelacidés egyiitthatokbol is
kiszdmithatd az R? tobbszords determinicios egyiitthato. Egy eredményvaltozd és két
magyarazo valtozo esetén a kovetkezd 0sszefliggés hasznalatos:

2 r§1+r§2—2ry1ry2r12
R = 2 : (9)
1-r{5

A tObbszOrds determinicios egyiitthatd azt adja meg, hogy a fliggd valtozd teljes
szorasnégyzetébol mekkora a tényezdvaltozokkal (tehat a regresszidoval) magyarazhatd hanyad.
Masképp fogalmazva R? nagysiga a regresszios fiiggvény magyarazé erejét mutatja meg, R? €
[0,1], értékét %-ban szokas megadni. Az R? = 1 eset akkor all fenn, ha az X;,X,, ..., X,
valtozok determinisztikusan meghatarozzak az Y -t. Ha R? = 0, akkor az Y értékeinek
szOorddasat teljes egészében a véletlen hatdrozza meg. Ha ugyanazon minta esetén a magyarazé
valtozok szamat ndveljiik a regresszids modellben, akkor R? értéke automatikusan nd, és tul
pozitiv képet mutat az illeszkedésrdl. Igy tehat a magas R? Snmagaban még nem feltétleniil
jelent ,,j6” regresszios fiiggvényt, az optimalis modell valtozoinak kivalasztasat nem célszerti
kizarolag az R? mutatok alapjan végezni.

2.2. Parcialis korrelaciok, szabadsagfokkal korrigalt R?

Az (1) korrelacios matrixban szerepld paronkénti korrelacids egyiitthatokbol
meghatarozhatdk az un. parcialis korrelaciok is. Szamitasuk soran két meghatarozott valtozo
kozotti korrelacio mérése valosul meg gy, hogy minden tovabbi valtozo6 konstansként szerepel.
Két magyarazo valtozos linearis regresszio eseten jelolésik: 1,1 2, 7y5.1, 712, . Jelentésik: 7,4,
példaul az y és x; kapcsolatanak szorossagat méri, mikdzben x, hatasat kisziirjiik, a tobbi
ehhez hasonldan. Parcialis korrelacio alkalmazasa f0leg akkor célszerii, ha két adatsor kozott
sejtjiik a kapcsolatot, de nem tudjuk kimutatni, mert egy harmadik adatsor eltakarja az
Osszefiiggést. A kapott eredmény 71y 5, Ty, 712y € [—1,1], értelmezése ugyanigy torténik,
mint ahogy két valtozo linearis korrelacidjanal szokasos. A parcialis korrelacié abszolut értéke
a két kivalasztott valtozo linearis kapcsolatanak szorossagat, az eldjel pedig az irdnyat mutatja
meg (pozitiv esetben az Gsszefliggést jellemzd egyenes emelkedd, negativ esetben csdkkend),
mikozben a tobbi valtozo hatdsat figyelmen kiviil hagyjuk. Az alabbi képletekkel szamithatok:

Ty1—Ty2T12 Ty2—Ty1T12 _ T12=Ty17y2 . (10)_(12)

T = 7 = T =
y1.2 ) y2.1 ) 12y
(1—r§2)-(1—r122) (1‘%211)'(1‘7122) (1—r§1)-(1—r32,2)

Mivel nem a tokéletes, hanem a minél jobb modellt keressiik, gyakran a kiilonb5z6
modellvéltozatok Osszehasonlitasat is el szeretnénk végezni. A legegyszerlibb (legkevesebb
magyarazo valtozot tartalmazo) modell felirdasa a cél, mert a magyardz6 valtozok szdmanak
novekedésével a multikollinearitds veszélye is megnd. Egymassal linedrisan Osszefliggd
magyarazé valtozok nem hasznalhatok, szelektalni kell Oket. Ezt segitheti a Theil-féle,
szabadsagfokkal korrigalt R? (adjusztalt R?) , amit minden jelent8sebb regresszios
programcsomag kiszamit:
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n-1

R2=1- (1-R?) | (13)

n-m-1
ahol n a mérések szama, m a magyarazo valtozok szama. Tulajdonsagaiban hasonlit az eredeti
R?-hez, viszont ,,biinteti” azt, ha tl sok magyarazo valtozot vonunk be a modellbe. A javaslat
szerint azt a modellt célszerti valasztani, amelyik esetén az R? maximalis. Annal jobb a modell,
minél kozelebb van egymdashoz a korrigdlt és a korrigdlatlan R? érték. A korrigalt R?
hasznélatdnak is vannak hatranyai. Ha az R?-et mintab6l szamitjuk, akkor valosziniiségi
valtozo, eloszlasa fiigg a modell tobbi valtozdjatol, ezért a kiilonbozé modellek R?mutatdi nem
hasonlithatok kdzvetleniil 6ssze. Belathatd, hogy ha R? olyan Kicsi, hogy R? < %, akkor a

korrigalt R? negativ lesz, dsszehasonlitasra ilyenkor nem alkalmas. Mindezek ellenére az R?
kritériumot széles korben hasznaljak a tobbvaltozos linearis regresszid sordn, és legtobbszor
helyes modellt eredményez.

3. Mintapéldak

3.1. Mintapélda

Az adatsor 30 dolgoz6 tanulmanyi idejét (x4, [év]), a munkaban toltott éveinek szamat
(x5, [éV]) és a netté munkabérét (y,[100 ezer Ft]) tartalmazza. Az adatokra STATISTICAL3
programcsomaggal tobbvaltozos linearis regresszids fliggvényt illesztettiink, és az 1.a-d.
tablazatokban 1év6 eredményeket kaptuk (a = 0,05 szignifikancia szinten dolgoztunk, v1~
tanulmanyi id6 években, v2~ munkaban toltott évek, v3~ fizetés).

1. a-d. tablazatok

Regression Summary for Dependent Variable: v3 (01_Tobbwaltozas lin regr_példak STATISTICA (C3:AF32))
R= 96873287 R2= 935844338 Adjusted R2= 93385363
F(2,27)=205,81 p<,00000 Std.Error of estimate: 33791
b* Std Ermr. b Std Ermr. t(27) pvalue
N=30 of b* of b
Intercept | -2,198500  0,302236| -7.27410 0,000000
v1 07755500 0,047874 0,34337| 0,021196, 16,19986| 0,000000
v2 0.527007 0,047874 0,07714| 0.007007 11.00824) 0.000000
Analysis of Variance; DV: v3 (01_Tabbvaltozds lin regr_példak_STATISTICA (C3:AF32))
Sums of | df Mean F p-value
Effect Squares Squares
Regress. [ 47.00005 2| 2350003, 205,8103 0.000000
Residual 3,08294 27 0,11418
Total 50,08300
Wariables currently in the Equation; DV: v3 (01_Tabbvaltozds lin regr_példak STATISTICA (C3:AF32))
b* in Partial Semipart Tolerance R-square t(27) p-value
Wariable Cor. Cor.

vi [ 07755601 0,952216 0773511 0,994750| 0.005250| 16,19986 0,000000
va2 | 0.527007| 0.904318 0,525622 0,994750| 0.005250| 11,00824 0,000000
Correlations (01_Tébbvaltozds lin regr_példak _STATISTICA (C3:AF32))

Variable vl w2 | v3

vi [ 10000000 0,072457  0,813735
V2 0,072457] 1,000000 0,583201
v3 0,813735| 0,583201 1,000000
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Feladatok, kérdések:

V.

VI.

[rja fel a regresszids egyenletet és értelmezze a paramétereket! Hasznalja az 1.a tablazat
adatait!

Mekkora a becsiilt fizetése egy 11 év tanulmanyi id6vel rendelkezé szakmunkasnak 15
munkaban eltoltott év utan?

[rja le a paraméterek F-probaval torténd tesztelésének gondolatmenetét az 1.b tablazat
adatainak felhasznalasaval (globalis tesztelés), dolgozzon 5%-0s szignifikancia szinten!
frja le a paraméterek t-probaval torténd tesztelésének gondolatmenetét az 1.a (vagy 1.c)
tablazat adatainak felhasznalasaval (parcidlis tesztelések), hasznaljon 5%-0S
szignifikancia  szintet!  Szamitassal ellendrizze a  tabladzatban  szerepld
probastatisztikakat, és indokolja a programcsomag altal hasznalt szabadsagfokot!
Hatarozza meg a tobbszords korrelacios és determinacios egylitthatot a (8), illetve a (9)
Osszefliggés segitségével is, €s értelmezze a kapott eredményt! A szamitdshoz sziikséges
adatok az 1l.a-d téablazatokban megtalalhatok. (Ugyaninnen az eredmények is
leolvashatok, ezt csak ellendrzésre hasznalja!)

Szamitsa Ki a parcialis korrelaciokat a (10)-(12) képletekkel, és ellendrizze az 1.a-d.
tablazatok segitségével! Ertelmezze a kapott eredményeket, és hasonlitsa dssze 6ket a
paronkénti (teljes) korrelaciokkal, amelyek szintén az 1.a-d tdblazatokban talalhatok!

Megoldas:

A kétvaltozos linearis regresszios modell y = by + b;x; + byx, . Az 1.a tablazat
harmadik oszlopaban 1évé egyiitthatokat behelyettesitve (két tizedesjegyre kerekitve):
y=-2,20+ 0,34x, + 0,08x,. A b; = 0,34 jelentése: ugyanannyi munkaban toltott
év esetén, ha a munkavallalo egy évvel tobb tanulmanyi idével rendelkezik, akkor kb.
34 ezer Ft-tal magasabb a fizetése. A b, = 0,08 értelmezése: azonos tanulmanyi id6
esetén egy évvel tobb munkaban toltott id6 kb. 8 ezer Ft-tal tobb fizetést eredményez.

A Dbecsilt fizetés x; = 11, x, = 15 esetén: y = —2,204+0,34-114+0,08-15 =
2,74, azaz kb. 274000 Ft.

Az F-préba szokasos 1épései (a statisztikai szakirodalomban megtaldlhato a 1épések
jelentése, itt nem részletezziik):

1. Ho: By =06, =0,

Hi: 3i:B; # 0,aholi =1,2.

Szignifikanciaszint: « = 0,05.

A proébastatisztika: Fy = 205,8, és a hozza tartoz6 valoszinliség (,,jobbrol”): p = 0.
Dontés: Fiir < Fy, igy elutasitjuk a H, hipotézist.

. Kovetkeztetés: 5%-os szignifikancia szinten legalabb az egyik magyardz6 valtozo
szignifikans.

SEGIENYANN

A t-proba gondolatmenete (a statisztikai alapokat itt is ismertnek tételezziik fel).

1. Ho: B1=0,ill. Ho: B, =0,

2. Hi: By # 0,ill. Hi: B, # 0.

3. Szignifikanciaszint: « = 0,05.

4. Kétoldali t-probak v =n—m —1 =30 — 2 — 1 = 27 szabadsagfokkal (ahol n az
adatok szdma, m az ismeretlenek szama). A probastatisztikdk értékei a kovetkezd

képletekkel szdmithatok (ellendrizni az 1.a tabldzat t(27) oszlopa segitségével
lehet):

; _ bi=Bi _ 0,34337-0
0(b1) Sh, 0,02116

= 16,1998, (14)
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VI.

togy) = 222 = 2740 _ 14,0090 (15)

Sb, 0,007007

Mindkét probastatisztikdhoz p = 0 valosziniiség tartozik (1d. 1.a vagy 1.c tablazat).

5. Dontés: Mindkét esetben t.,.;; < to, igy elutasitjuk mindkét H, hipotézist.

6. Kovetkeztetés: 5%-os szignifikancia szinten mindkét magyardzd valtozo
szignifikans.

A tobbszoros determinacios egyiitthatod

2 _ SSR __ 47,00006
SST ~ 50,08300

~ 0,93844, (16)

ahol a (8) Osszefliggést €s az 1.b tdblazat 1. oszlopat hasznaltuk. Ugyanez kiszdmithato
a (9) Osszefliggéssel az 1.d tabldzatban megadott korreldcidos matrixban szerepld
paronkénti korrelacios egylitthatokbol is. Mindkét esetben kozelitdleg ugyanazt az
eredményt kapjuk, jelentése: a felirt regresszidfiiggvényben a tanulmanyi id6é és a
munkaban toltott évek szama egyiittesen a fizetés szordsnégyzetének (ingadozasanak)
kb. 94%-at magyarazza. Ellenérzésiil szolgalhat az 1.a tablazat fejléce, ahol ez az adat
megtalalhat6. Az elébbi eredmény négyzetgyoke a tobbszoros korrelacios egyiitthatd:
R, .1, =~ 0,96873. Ez azt mutatja, hogy a felirt kétvéltozos linearis modell segitségével
nagyon jol leirhaté a munkabér, a magyarazo valtozok és a fizetés kozott kifejezetten
erds kapcsolat van. A programcsomag az 1.a tablazat fejlécében az R értéket is megadja.

A munkabér (y) és a tanulmanyi id6 (x;) kozotti parcialis korrelacid, vagyis az y és x4
kozotti kapcsolat szorossiga a munkaban eltoltott évek szama (x,) hatasanak
Kisztirésével a (10) képlettel szamithato ki, az ehhez sziikséges paronkénti korrelaciok
az 1.d tablazatban talalhatok:

_ Tyi~Tyaiz _ 0,81374-0,58320:0,07246
Ty1z = 2 23 +/(1-0,583202)-(1-0,072462)
(1—ry2)-(1—r12)

~ 0,952215. (17)

Lathato, hogy y ¢és x; kozott rendkiviil szoros pozitiv parcialis korrelaci6 van, azaz
ugyanannyi munkéaban toltott év esetén hosszabb tanulmanyi id0hdéz szinte mindig
magasabb fizetés tartozik. Ezt az eredményt az 1.c tablazat 2. oszlopaban talaljuk (azért
hasznaltunk a szdmolas soran 5 tizedesjegyet, hogy jol lathatd legyen a két érték
egyezése). Az Y €s x; kozotti paronkénti (teljes) korrelaciot és parcialis korrelaciot
Osszehasonlitva azt tapasztaljuk, hogy a munkédban t6ltott idon keresztiil érvényesiild
kozvetett hatds kiszlirésével a munkabér és a tanulmanyi id6 kozotti kapesolat tovabb
er6sodott (ry; <1y15). AZ 1,1 = 0,9043 parcialis korrelacio a (11) képlettel az
elébbiekhez hasonldan szamithatd, és az eredmény az 1.c tablazatbol ellendrizhetd.
Eszerint y és x, Szoros pozitiv parcialis korrelacidban allnak egymassal, a tanulmanyi
1d0 hatdsanak kiszlirésével a munkabér és a munkiban toltott id6 hossza kozotti
kapcsolat még erdsebb lett (ry, < 1y;4).

A (12) 0Osszefliggésbe torténd behelyettesitéssel r,, ~ —0,8517. Ez a parcialis
korrelacios egylitthatd azt mutatja, hogy ha a fizetés Osszegét rogzitjiik, akkor a
tanulmanyi 1d6 (x;) és a munkaban toltott évek szama (x,) kozotti lineéris korrelacids
egylitthatd el6jele megfordul. Ez ugy értelmezhetd, hogy az adatok kb. 85%-ara igaz,
hogy ugyanannyi munkabér alacsonyabb iskolazottsag esetén hosszabb munkaban
toltott idé mellett, illetve hosszabb tanulmanyi id6 esetén révidebb munkaviszonnyal
valosul meg.
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3.2.

Mintapélda

Egy mezdgazdasagi teriileten megfigyelték a munkaraforditast (x, [ezer ora/hektar]), az
ontdzOviz mennyiségét ( x, [ezer m3 /hektar]), valamint a termés mennyiségének ( y
[mazsa/hektar]) alakulasat. A 22 db adatra STATISTICA13 programcsomaggal tébbvaltozos
linearis regresszios fliggvényt illesztettiink, ¢s a 2.a-d. tablazatokban 1évé eredményeket kaptuk
(a = 0,05 szignifikancia szinten dolgoztunk).

Regression Summary for Dependent Variable: termés (mazsa/hektar) (tobbvalt_lin_regr)
R= 96567839 R2= 93253475 Adjusted R2= 92543315
F(2,19)=131,31 p<,00000 Std.Error of estimate: ,17523

b* Std Err. b Std.Err. 1(19) p-value
N=22 of b* of b
Intercept 4 274380, 0,375105 11,39515  0,000000
munka ( ezer dra/hektar) 0,911254] 0,064003| 0,536311 0,037668 14 23772  0,000000
ontézdviz (ezer m3/hektar) 0,128686  0,064003 0628222 0,312450 201083 0,058774
Analysis of Varniance; DV termés (mazsa/hektar) (tobbvalt_lin_regr)
Sums of df Mean F p-value

Effect Squares Squares
Regress. | 8064306 2 4032153 1313132 0,000000
Residual 0,583421 19 0,030706
Total 8,647727

Variables currently in the Equation; DV: termés (mazsa/hektar) (tobbvalt_lin_regr)

b* in Partial Semipart Tolerance R-square t(19) p-value

Variable Cor. Cor.
munka ( ezer 6ra/hektar) [ 0911254] 0956192] 0,848406 0,866819  0,133181 1423772  0,000000
ontdzdéviz (ezer m3/hektar) | 0,128686 0,418857  0,119811 0,866819  0,133181 2,01063  0,058774

Correlations (tobbvalt_lin_regr)

Variable munka ( ezer 6éra/hektar) ontbzoviz (ezer m3/hektar) | termés (mazsa/hektar)

munka ( ezer ora/hektar) | 1,000000 0,364940 0,958217
ontozdviz (ezer m3/hektar) 0,364940 1,000000 0,461239
termés (mazsarhektar) 0,958217 0,461239 1,000000

7. a-d. tablazatok

Feladatok, kérdések:

1.
V.

V.
VI.

VII.

[rja fel a regresszids egyenletet és értelmezze a paramétereket!

Mekkora a modell alapjan becsiilt termés egy hektaron 3000 munkadra és 1500
m36ntdzéviz esetén (x; = 3, x, = 1,5)?

Tesztelje a paramétereket F-probaval 5%-0s szignifikancia szinten (globalis tesztelés),
hasznalja a programcsomag eredmény-tablazatat!
Tesztelje a paramétereket t-probaval 5%-os
tesztelések)!

Szamitsa ki a tobbszords korrelacids és determinacids egyiitthatdt, majd értelmezze a
kapott eredményt!

Szamitsa ki a parcialis korrelaciokat, értelmezze a kapott eredményt, és hasonlitsa dssze
a teljes korrelaciokkal!

Hozzon dontést arrdl, hogy érdemes-e a felirt modellen valtoztatni, és ha igen, akkor az
R? (szabadsagfokkal korrigalt R?) értékek kiszamitasa alapjan javasoljon masik
modellt!

szignifikancia szinten (parcialis
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Megoldas:
Csak a IV., VI. és VII kérdésre tériink ki részletesen, a tobbi esetén a 3.1. Mintapélda

megoldéasa nyujthat segitséget.

V.

VII.

VIII.

A t-proba menete is hasonlo a 3.1. Mintapélda IV. pontjahoz, de az egyik
probastatisztikahoz tartozé valdszinliség értéke, €s emiatt a dontés és kdvetkeztetés mas.
A 2.c tablazatbol leolvashato, hogy a ty(,,) = 14,24 probastatisztikdhoz p = 0
valosziniiség tartozik, emiatt a munkaora (x;) magyarazo valtozoé 5%-0s szignifikancia
szinten szignifikdns (pirossal jeldli a programcsomag), de a top,) =~ 2,01
probastatisztikahoz tartozo valoszinliség p = 0,06, tehat az 6nt6z6viz mennyisége (x,)
magyarazo valtoz6 nem szignifikans ugyanezen a szignifikancia szinten (fekete szinnel
jeloli az eredménytablazat).

A programcsomag altal megadott korrelaci6s matrixban 1év6 elemekkel szamolunk (2.d
tablazat). A termés (y) €s a munkaodrak (x,) kozotti parcialis korrelacié az ont6zoviz
(x,) hatasanak kisziirésével 1, , ~ 0,9562, ami ers pozitiv korreldciot mutat. Ha ezt
az eredményt az y és x; kozotti paronkénti (teljes) korrelacioval 6sszehasonlitjuk, akkor
lathato, hogy az ont6zdviz mennyisége altal érvényesiild kozvetett hatast kisziirve a
termés és a munkaraforditas kozotti kapcsolat nem valtozott (r,; = 0,9582; 1, =
0,9562). Az 1y, 1 ~ 0,4189, ami azt mutatja, hogy a munkaodrak (x;) hatasat kiszlirve
a terméshozam (y) és az ontdzés (x,) kdzott az gyenge pozitiv korrelaciot tapasztalunk.
Ezaltal a terméshozam €s az ont6z€s kozotti kapesolat kis mértékben gyengiilt (7, =
0,46123; 1)1, = 0,4189). Az x, és x, kozotti parcidlis korrelacié ry,, ~ —0,3035,
azaz, ha rogzitjiik a termés mennyiségét, akkor x; és x, kozott csekély mértékii negativ
korrelacio van. Tehat az esetek kb. 30%-4ra igaz az, hogy ugyanaz a terméshozam
kevesebb ontdzés és tobb munkadra, vagy tobb ontdzés €s kevesebb munkaora mellett
tapasztalhato.

Kiszamithato, hogy az egyes magyarazo valtozok, illetve az egyiittes hatasuk hogyan
jarul hozza az R? értékhez. Az x; hozzajarulisa R%-hez (az R? értéke a 2.a tablazat
fejlécében talalhato):

R? — 72, = 0,9325 — (0,4612) = 0,7198. (18)
Az x, hozzajarulasa R2-hez:
R? — 72, = 0,9325 — (0,9582)2 = 0,0144. (19)

Az R?-bdl fennmaradé rész az x; és x, egyiittes hatdsa, ahogy ezt a 3. tablazat mutatja.

magyarazo valtozo magyarazo valtozo hozzajaruldsa R? -hez
X 0,7198
X, 0,0144
x,€s x, (egylittes hatds) 0,1983
Osszesen 0,9325

8. tablazat
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Lathat6, hogy ha az egyes valtozok hatasdhoz hozzaadjuk az egylittes hatast, visszakapjuk
a paronkénti determindcios egyiitthatokat:

1’51 =0,7198+0,1983 =0,9181, r

1 = 0,9582, (20)

rjz =0,0144 + 0,1983 = 0,2127, r

42 = 0,4612. (21)

Arrdl, hogy érdemes-e esetleg elhagyni valamelyik valtozoét, és ha igen, akkor melyiket,
a korrigalt R? értékek kiszamitasa segitségével hozhatunk dontést. Két valtozora a (13)
képletbe torténd behelyettesitéssel az alabbi eredményt kapjuk (adatok szama n = 22,
valtozok szama m = 2), ezt a STATISTICA13 programcsomag is megadja a 2.a tablazat
felsd fejlécében ,,Adjusted R2” néven:

n

R?=1-

L (1-R?) =1-2-1 (1-0,9325) = 0,9254 = RS, (22)

n-m 22-2-1
A (22) korrigalt determinacios egyiitthaté jelolésére itt most hasznaljunk R2,-t, hogy
megkiilonboztessiik az alabbiakban kiszamolasra keriilo tovabbi korrigalt determinacids
egyltthatoktol. Ha csak az x; (munkaora) valtozot hagyjuk meg (n = 22, m = 1), akkor
a korrigalt determinacios egyiitthaté (jeldlésére megkiilonbdztetésiil bevezetjiik az R2-t):

n-1

RZ=1-

(1-1%4)=1-==-(1-09181) = 09140 = R2.  (23)

n-m-1 22—-1-

Hasonlo gondolatmenettel, ha csak az x, (0ntdz8viz) valtozot hagyjuk meg (n =
22,m = 1), akkor az adjusztalt R? (itt az R megkiilonboztetd jeldlést vezetjiik be):

22-1

(1-rh)=1--—"=-(1-02127) = 01733 = R;.  (24)

n-1

R2=1-

n-m-1

A modellben hasznalt valtozok szamarol, illetve arrél, hogy melyiket hagyjuk meg, ugy
is donthetiink, hogy a fentiek kozill azt az esetet valasztjuk, amelyikre R? értéke
maximalis. (Megj.: A képletekbdl latszik, hogy ha ugyanannyi a valtozok szama, akkor
az az adjusztalt R? lesz nagyobb, amelyikben nagyobb paronkénti determinacids
egyiitthatoval szamolunk, a kisebbhez tartozot emiatt felesleges kiszamolni.) A (22), (23)
¢s (24) eredmények névekvo sorrendben:

R; <R} <Ri;, (25)

tehat érdemes a kétvaltozos modellt megtartani. Az viszont megfontoland6, hogy mivel
az R? és R, kozott alig van kiilonbség, és ha a kétvaltozds fliggvény helyett az x; egy
magyardzo valtozds regresszidos modellt hasznaljuk, akkor ez &sszhangban lesz a IV.
kérdésre adott valasszal, amely szerint csak az x; magyardz6 valtozo szignifikdns. Ilyen
esetben a szakmai szempontok (konzulticidé az adatokat szolgaltatd szakemberekkel) is
fontos lehet a végs6 modell kialakitdsdban. Sokszor eléfordul, hogy egy statisztikai
értelemben kevésbé megbizhato fliggvény jobban modellezi a vizsgélt folyamatot, mint
a masik, ,,jobb” statisztikai mutatoszdmokkal rendelkezd. Egy ismételt mintavétel (masik
adatsor) vizsgalta is célravezetd lehet, de erre a gyakorlatban legtobbszor nincs lehetdség.
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Osszefoglalas

Az alkalmazott statisztika oktatdsa kiemelt fontossaguva valt napjainkban. A kevés 6raszam
¢s a hallgatok megfeleld el6képzettségének hianya miatt nagyon fontos az egyszeri
megkozelités és a szemléletes példak hasznalata. A fenti két mintafeladat a tobbvaltozos linearis
regresszioszamitas néhany olyan apr6 részletére vilagit ra, amelyekkel konkrét problémak
megoldasa sordn taldlkozhatnak hallgatdéink. A témakor targyaldsakor természetesen még
szamtalan egyéb kérdés felmeriilhet, amelyekre itt nem adtunk valaszt. Nem foglalkoztunk
példaul a tobbvaltozods linedris regresszio alkalmazhatosagi feltételeinek vizsgéalataval,
amelyt6l a gyakorlatban nem tekinthetiink el. Nagyon fontos ismételten hangstlyozni, hogy
gyakorlati/szakmai szempontbol nem mindig azok a legjobb modellek, amelyeket a megfeleld
statisztikai mutatok kiszamitasaval a legmegfelelobbnek gondolunk. Eléfordulhat, hogy a
statisztikai értelemben gyengébbnek értékelt modell az adott szakteriileten sokkal jobban leirja
a vizsgalt folyamatot, mint amelyiket a statisztikai mutatok alapjan valasztandnk. A statisztikai
modellalkotas éppen ettdl szép és izgalmas feladat.
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OSSZEFOGLALO. Az emberiség torténetében a logikai és tablajatékok mindig is jelen
voltak — nem véletleniil. Nem csupan kellemes id6toltést kinaltak, de a fejlesztd
hatasuk szamos teriileten megkérddjelezhetetlen.

Gyakorlati példakon keresztil keriil bemutatasra, mely teriileteken és hogyan valnak
az oOrdoglakatok izgalmas részeivé a tanitasi-tanulasi folyamatnak, hogyan
alkalmazzuk ezen jatékos eszkozoket a szakmai informatika technikumi
oktatasaban, mely készségeket fejlesztik és milyen eredmény varhato a rendszeres
hasznalatuktol.

Gondolkodjunk jatékosan és fedezziik fel egyiitt a logika és kreativitas erejét az
oktatasban!

ABSTRACT. Logic and board games have always been a part of human history, and
for good reason. Not only have they provided a pleasant pastime, but their
developmental impact in many areas is unguestionable.

Through practical examples, we will show in which areas and how metal wire
puzzles become an exciting part of the teaching-learning process, how to use these
playful tools in IT specific secondary technical education, which skills they develop
and what results can be expected from their regular use.

Let us think playfully and explore together the power of logic and creativity in
education.

1. Bevezetés

A Bar a jatszva tanitas modszere rendszerszeren nem bevett gyakorlat az oktatasban,
foként nem a szakmai képzésben, de a logikai és fejtord jatékok alkalmazasa, tobb évtizedes
tapasztalatom szerint igenis hatdssal van a tanulas légkorére, szerepet jatszik az érdeklédés
felkeltésében és a motivacido fenntartdsdban. Fejleszti a kognitiv készségeket, és egyéb
személyiségjegyekre is hatdst gyakorolnak. A szakmai informatika képzés soran elonyt jelent,
ha feszegetjiik a hatarokat, ha a tanuloknak ki kell 1épni a megszokott keretek koziil, jatékos
formaban kezdetben egyszerli, majd egyre Osszetettebb feladatokkal kell megbirkdzniuk, és
iddvel eljutnak készségszinten a problémamegoldas magasabb fokara.

Réhangolddast kdvetden bemutatom, hogy a technikumi képzés soran milyen teriileteken
lehet hatékonyan és eredményesen alkalmazni a logikai jatékokat, drdoglakatokat és a fejtord
feladvanyokat, illetve azok milyen idOkeretben jelennek meg a tandrakon és azon kiviil, mely
kompetenciak érintettek és milyen készségeket fejleszthetiink, tovabba milyen eredményeket
varunk toliik.
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2. Meddig nyulik vissza a jatszva tanulas modszere?

Logikai és tablajatékok az Gskor ora kisérik az embereket, nemcsak azért, mert kellemes
idotoltés, hanem gondolkodas- és logikafejleszté funkcidja is van. Szamtalan képességet és
készséget fejleszt.

Nézziink néhany kiragadott példat a torténelembdl:
= Azelso jatékként értelmezhetd eszkdziik valojaban a munkaeszkozok kicsinyitett masai
voltak, a begyakorlast tették lehetové kockazatmentes kornyezetben, arrél nem is
beszélve, hogy fizikai és szellemi erdfeszitésre kényszeritették a hasznalojat kortol
fliggetleniil. Minderr6l mar a barlangrajzok is arulkodtak.

= A torténelem soran szamtalan helyen taldlunk bizonyitékokat, fennmaradt kellékek

formajaban vagy épp rogzitették vizualisan az elmét megmozgat6 jatékok jelenlétét. Itt
is fontos, hogy nemcsak a gyermekek fejlesztésében vald alkalmazast mutatjak be.
P¢ldaul egyiptomi dobdhenger; Nofertari sirjabol szarmazo részlet Kr. e 13. sz; gérog
vazakép, melyen Ajax €és Achiles kockazik; Pachisi — Ne nevess koran! hindu eredetii
jaték, melyet ma Ki nevet a végén néven? ismeriink.

=  Mar a gorogok (Platon, Arisztotelész) is belattak, hogy a jaték beiktatasa hatékonyabba

teszi a tanitasi-tanulasi folyamatot.

= A romai Seneca az dromforrast, a katartikus élmény megjelenését ismerte fel benntik €s

tudatosan jatékos moddszerekkel tanitott. A gyermek sokkal kitartobb és
faradhatatlanabb lesz altaluk.

= Nagy Karoly udvardban (~800) Alkuin: Feladatok az értelem élesitésére cimmel

konkrétan lejegyezte, dokumentélta feladvanyait. Tobbek kozott innen ered a
klasszikusként ismert Révész altal kecske—kaposzta—farkas folyon vald atszallitasanak
példaja.

A jatékok fo célja mara a gyerekek értelmi képességeinek a fejlesztése, de mindenki
szamara ismert a homo ludens kifejezés, vagyis a jatékos ember fogalma, aki kortol fiiggetleniil
szeret jatszani (Sokszor halljuk, hogy addig jo, amig ez a jatékos gyerek nem veszik ki
bel6liink), megméretni vagy akar legydzni onmagat, illetve ezen tilmenden szereti 6sszemérni
a képességeit masokkal. [1]

3. Miért alkalmazzuk a jatékot, mint eszkozt?

Miért van a jatékoknak maig jelentosége? Az ember alapvetden keresi az 6romforrast, az
¢lményeket jelentd elfoglaltsagot, azokbdl tud rovid- és hosszatavon toltekezni. Mindenki
masban talalhatja meg ezt az tevékenységet, de talan a jaték egy k6zos pont lehet.

Ha konkrétan nem is fogalmazodik meg benniink, nem is keriil kimondasra, de a jaték
valamiféle célt ad, amit probalunk teljesiteni, a siker, az eredmény elérése érdekében pedig
tenni kell. S6t, tobbet tenni, akar ugy is, hogy kilép az ember a komfortzonajabol — fizikailag
és/vagy szellemileg — és feszegeti a sajat hatarait. Mindezen feliil az eredménytdl figgben vagy
fiiggetleniil motivaciot ad. Ha csak egy egyszerii példat néziink, szamitégépes jatékoknal miért
fut neki a sokadik sikertelen kisérlet utan még egyszer és még egyszer a jatékos egy adott palya
vagy szint teljesitésének? Mert keresi az izgalmat, ott van benne a ,,csakazértis megcsindlom”
ereje, vagy épp felszabadultsagot, lelki egyenstlyt ér el vele, boldogsaghormon termelddik,
amely Ujra és Ujra a cselekvésre Osztonzi, vagyis elindul egyfajta korforgas.

Ha a kérdést iskolai keretek koz¢ emeljiik, akkor nem keriilhetjilk meg a jaték és a tanulas
Osszehasonlitasat. Milyen {0 jellemzdi vannak egy tisztan tanuldsi kornyezetnek, és milyen
elényokkel jar, ha a jatszva tanuldst alkalmazunk.

Amig a tanulas egy kotelezd, kiilsé kényszerbdl eredd tevékenység, addig a jaték onkéntes
¢s belsé indittatasbol szarmazik. (Megjegyzem, néha a jaték elkezdése sem egyszert, ilyenkor
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a tanar részérdl a ,,szolid erdszak™ alkalmazasa megoldast jelenthet, és ahogy szoktdk mondani,
majd evés kozben jon meg az étvagy.) Szamtalanszor talalkoztam mar azzal, hogy ,.én nem
szeretnék beallni”, ,,nem akarom kiprobalni”, a végén pedig eltantoritani sem lehet az illetdt a
jaték mell6l.

Bar a jaték sem ad mindig feltétleniil sikerélményt, mégis valamiféle felidiilést jelent,
ellazulast biztosit, s6t, oromet szerez.

Ma a tanuldshoz hasznalatos eszk6zok szinesek, digitalisak és vonzdbbak, mint korabbi
tarsaik, és kétségtelen, hogy az utdbbi idében oOridsi fejlédésen mentek keresztiil, de akkor sem
tudnak elszakadni a tanulas alapvetd kényszerétdl, attol, hogy a hasznaldjanak muszaj az adott
ismeretet elsajatitania. Jaték kdzben viszont burkolt formaban jut a jatékos ismerethez, vagy
szerez jartassagot valamilyen teriileten a tanuld, Ggy hogy észre sem veszi, nem tudatosul
benne, mégis egy adott ponton mar mint készség realizalodik és tudattalanul alkalmazza a
szerzett kompetenciakat.

De talan a legfontosabb, hogy a jatékban szabad hibazni. S6t, pont ez a lényege, mert a
hibakbdl lehet tanulni, abbol lehet kovetkeztetést levonni, €s javitani a problémas pontokat.
E tekintetben 6sszecseng az iskolai tanulasi folyamattal, hisz a hianyossagok, hibak felismerése
€s javitasa ott is adott, és lassuk be, hogy az iskolanak, az oktatanak pontosan ez a feladata, de
az elavult modszerek, a szoros id6korlatok, sokszor nem teszik lehetévé az egyéni igényekhez
valo alkalmazkodast.

4. Mely teriileteken hasznalhatok a logikai jatékok?

A kozépiskolaban, a technikumi oktatasban, azon beliil pedig az informatika szakteriiletén
szamtalan helyen van létjogosultsaga a logikai feladatok és jatékok, illetve a paros és
tarsasjatékok alkalmazasdnak. Az altalanos logikafejlesztés mellett — amely foként a
programozashoz elengedhetetlen algoritmikus gondolkodast segiti —, palyaorientécio,
palyavalasztas, versenyek, szakkorok, tehetséggondozas teriiletén is hatékony részelemei a
tevékenységilinknek.

Az els6 alkalom, amikor kapcsolatba keriiliink a leend6 tanuldkkal, a palyaorientacios és
palyavalasztasi rendezvények. Azért kiemelten fontos foként az informatika képzés
tekintetében, mert legtobbszor sem a tanuld, sem a sziild nem tudja pontosan, hogy valojaban
mit takar az informatikus szakma. Amig egy klasszikus szakma mint az asztalos vagy a fodrész
eszkozei, munkaja, és annak eredménye mindenki szamara kézzel foghat6, megtapasztalhato,
addig az informatika kissé megfoghatatlan és legtobb esetben téves elképzelések €lnek rola.
Az altalanos iskola tananyagtartalma nem mutat valodi képet és nem differencidlja az
informatika (ma mar digitalis kultara) vagyis a szamit6gép mindennapi hasznalata mint
altalanos alapkészség, €és az informatika mint szakma, vagyis hardverismeret, programozas ¢és
halozatok tervezése, konfiguralasa teriileteit. Legtobben azt gondoljak, ha a gyerek a telefonjat
nyomkodja egész nap, és még telepiteni is tud applikdcidkat, akkor az valddi érdeklddés a
szakma irant.

Palyaorientacio esetén 5-7. osztalyos didkokrol beszéliink, formajat tekintve szakkor és
Szaki program keretében, ami a tavaszi idészakot oleli fel.

A szakkor hagyomanyos formaban, hétvégén, nyilvdnosan meghirdetett, tematikara épiild,
alkalmanként 2-3 6ras foglalkozasok sorozata. Itt a képzés soran megjelend szakmai tantargyak
egy-egy jellemzd szeletét tudjuk bemutatni az érdeklédéknek az atlagos tananyagnal magasabb
szinten, hisz csak igy kap képet a kisdidk a szakma valédi mivoltarol. Tobbek kozott a
programozas kiilonbozé formai kapnak teret és ha logikai feladatok 4ltal vezetjiik be, illetve
annak programként vald megvalositasat tlizzilk ki célul, nemcsak a motivaciot tudjuk
fenntartani, de bizonyos szakmai tartalmak is atadasra keriilnek. (pl.: Sarkany vs. Lovag jaték)
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A Szaki programsorozat kezdetekor a hidnyszakmakat céloztuk meg — az informatikat is —,
szintén tematikus, de 1-2 alkalomra sz6l6 90 perces, kiscsoportos programokkal, ahova
szervezetten és az altalanos iskolakkal egyeztetve egy-egy napra érkeztek a 7. évfolyamos
kisdidkok, hogy testkdzelbdl ismerjék meg a tanulas valodi szintereit, szaktantermeit, eszkozeit,
tanarait és természetesen tartalmait. Tematika szerint felépitett foglalkozas keretében haladtunk
végig egy feladat megoldasanak az tutjan. Ebben a rendszerben a logikai feladatok a
rahangolodast, esetenként a differencidlast segitették.

Ha mar a pdlyavalasztas a tét, akkor a tanév 6szi idészakarol és inkabb a 7-8. évfolyamrol
beszéliink.

Kiallitasok ¢és kitelepiilések soran a szakma jellemzdinek a bemutatdsa mellett igyeksziink
felmérni a tanulok motivaltsagat, kitartasat, problémamegoldo képességét. Bar az id6 rovidsége
miatt (10-25 perc) komplex feladatmegoldasra nincs lehetdség, igy a szakmai kompetenciakhoz
kapcsolddo fent emlitett teriileteket figyeljiik, melyre ismét a logikai fejtorok adnak lehetdséget.
Hogy néhany példat emlitsek, parkettazasi feladatok kapcsan nemcsak a logika ¢és
problémamegoldas (programozas), de a kézligyesség (hardver és halozati elemek szerelése) is
lathatova valik szamunkra. Talan az id6 rovidségét kompenzalja, hogy eleve csak azok keresnek
fel minket, akik célirdnyosan a szakma irant érdekl6dnek.

Talan kevésbé hatékony a pdalyavalasztasi nap. Az altaldnos iskoldknak munkarend szerint
kotelezd megszervezniiik, melynek egyik megvalosuldsi formaja, hogy teljes osztalyokkal,
esetleg évfolyammal, eldzetes regisztracio nélkiil latogatjak meg az intézményt. Sokszor az
évfolyamok sem a megfeleldek, a didkok nem céltudatosak, a nagy 1étszdm miatt kezelésiik,
iranyitasuk sem egyszerli. Ebben az esetben is tokéletes megoldas a logikai feladat, azok
gyljteménye, vagy online megvaldsitdsa, fOleg, ha a kisdidkok szdmara érdekes kontdsbe
csomagoljuk. Legyen az kaloz, csészereld, vagy valamelyik aktudlis kedvenc, ha mar az
érdeklodésiiket felkeltettiil, még akar gondolkodni is hajlandok a feladatok megoldéasain. Ha
mindezzel az érdelkddés felkeltésén kiviil annyit nyeriink, hogy visszatérve a megszokott
kornyezetbe a matematika oktatdsahoz adtunk egy kis logikai képesség fejlesztési tamogatast,
mar megérte dolgozni a feladvanyokon.

Az aktualis szakmai programtantervek (PTT) lehetdséget adnak az agazati alapvizsgat
megelézden a Programozasi alapok és az IKT projektmunka tantargy keretein beliil jatékos
tartalmakon keresztiil az érdeklédés elmélyitésére a szakmai tartalmak irant. Ennek
természetesen részét képezik a logikai jatékok, kapcsolodo keretrendszerek fizikai és online
formaban egyarant.

Az eltérd képességek ¢és hozott tudds — vagy inkabb az abbdl addédd hianyossagok —
frusztraciot okozhatnak csoporton, osztalyon beliil. Ennek feloldasara kivalo lehetdség, hogy a
tanulok képességeit jatékos formaban mérjiik fel, 0k is megismerhetik erdsségeit és fejlesztendd
teriileteit, némi Onismeretre és onreflexiora is alkalmat ad, nemcsak a kezdd évfolyam elején,
hanem folyamatosan. Innen mar csak egy 1épés a logikai jatékok felzdrkoztatds és a
tehetséggondozas terliletein valo bevetése.

Ha rendszeresen alkalmazzuk, megfelelé idében akar szorakozasként is hasznalhato, és
jutalomként is tekinthetiink rajuk.

Természetesen a tanorak tartalmi elemeinek dtaddasa mindenekel6tt a felhasznalasi tertilet,
melyre késobb részletesen kitérek.

5. Mit ad a tandrakhoz a jatszva tanulas?

Mivel a jatékok alkalmazasa nem bevett gyakorlat az oktatdsban, legalabbis szakmai
program szinten, igy az ujdonsag erejével hat a tanuldkra, és a tanuldshoz vald hozzaallast
finomitja, segiti a tanordkon valo aktiv részvételt. Olyan oldott 1égkort biztosit, amely lehetdvé
teszi, hogy példaul felallhat a didk a helyérdl, beszélgethet, vagy épp az agyi aktivitds, a
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figyelem mas teriiletre koncentralédhat. A differencialas egy sajatos formajaként is bevethetok
a fejtorok, ordoglakatok. Példaul, ha van egy hiperaktiv és/vagy egy jo képességekkel
rendelkezd tanuld, aki hamar végez a feladatmegoldassal, az ¢ szabad kapacitasai a jatékok
altaluk kivaloéan lekothetdk.

Annak érdekében, hogy valoban elérje a jatszva tanitds a céljat, bizonyos dolgokat
feltétleniil figyelembe kell venniink, de természetesen a lista a csoport jellegétdl fiiggden
bovithetd.

6.

Fontos, hogy a korosztalynak megfeleld szintii feladatokat valasszunk, mert ha tal
konnyli, hamar unalmassa valhat, és maris fegyelmezési problémakkal szembesiiliink.
A masik véglet, hogy tul nehéz feladatot valasztunk, az pedig a sikerélményt gatolja.
Bizonyos feladvanyoknal azt is szem el6tt kell tartani, hogy a megoldast ugymond
magukban tudjak-e tartani a tanulok, aki mar rajott a titok nyitjara, képes-e meghagyni
tarsainak is a heurékaélményt. Ilyen jellegli feladatoknal a magasabb évfolyamok
lehetnek a kivanatos célcsoport.

Nem mindegy, hogy mikor és milyen idtartamban vetjiik be a feladatokat. Ora elején
figyelemfelkeltésként, motivacidként, vagy ora kdzepén ,,pthenésként”.

Rendszeres legyen, kiilonben elvesziti az értelmét. Ahogy a fizikai edzettség is akkor
tarthatd fenn, ha rendszeresen végziink gyakorlatokat. Az agy tornaztatasanak is a
rendszeresség az alapja.

Ne legyen klasszikus értelemben vett értékelés! Elveszti a 1étjogosultsagat a szabad
hibazni elv, ha elveszti a felhdtlenségét, a felszabadultsag érzést. Azt lassa a didk,
hogyha példaul egy Sudokut, vagy Nonogramot gyakorol, akkor egyre gyorsabban és
egyre kisebb energiabefektetéssel éri el a jaték céljat. Ha versenyeztetiink, akkor is
inkdbb csak a pozitiv teljesitményt emeljiik ki.

Ha mar verseny, akkor a tanar vezesse azt a fair play szem eldtt tartasaval.

Matematika- és informatikaoktatasban valo alkalmazas

Elséként tegyiink fel harom kérdést, melynek valaszai megadjak, hogy a matematika- és az
informatikaoktatasban miként juthatunk el egy magasabb gondolkodasi szintre, melyben
meggy6zodésem, hogy a logikai feladvanyok és jatékok aktiv szerepet jatszanak.

Mire alapozunk?

= szOvegértési képesség
= 3ltalanos iskolai matematika és informatika ismeretek

Mit szeretnénk fejleszteni?

= analizalas

= rendszerezés

= premisszak felismerése

= hipotézis felallitas

= modellalkotés

= Osszefliggések vizsgalata és bizonyités

= konkluzid, helyes kovetkeztetés levonasa

= akombinativ képességek

= algoritmikus gondolkodas

= az absztrakcids és szintetizdloképességek fejlodése

= diszkusszid, az eredmények beillesztése a meglevd ismeretanyagba, a megfeleld
helyre [6]
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Hova szeretnénk eljutni?
= problémamegoldas képesség, vagyis az 0roklott, rendelkezésre allo fizikai és
szellemi adottsdgok készség szintre emelése, tehat a gyakorlat olyan szintii
megszerzése, hogy dltala a tudatossag mar kikapcsolasra keriiljon, vagyis
automatizmussa valjon.
= kreativitds fejlédése — a készségszinten beépitett és elsajatitott ismeretanyagot,
tapasztalatokat adott helyzetekben, 01j néz6pont szerint kapcsolja Ossze a tanulo.

Az 1t soran, melyen eljutunk a célig, fontos, hogy a tanuloknak sikerélménye legyen. Ezt
ugy érhetjiik el, hogy folyamatosan dolgoztatjuk éket a feladvanyokkal, amely egyfajta tartos
teljesitményt hoz magaval, Onbizalmat és remélhetdleg hosszabb tavra motivaciot ad.
Szerencsés esetben mindezaltal a tanuléban korrekt onértékelés és dnbecsiilés alakul ki, ami
akaratlanul is kihat a tanulmanyokra és az ott elért eredményekre.

A folyamatossag egyfajta szokaskialakitast indukal és ha jol megvalasztott a feladatok
sorrendje, vagyis fokozatosan erésodik és apranként feszegeti a hatarokat, akkor az akadalyok
lekiizdése is Osztonszert attitiidként épiil be a tanulok személyiségébe.

Osszességében a jatszva tanulds beillesztése a mindennapokba képessé teszi a gyereket a
megszerzett ismeretek szokatlan helyzetben vald gyors felidézésére és alkalmazasara.

Nézziink néhany példat arra, hogy egy-egy jaték hany teriileten segithet a tananyagtartalom
megértésében.

Tamba (3D amdba) Kartya (Snapszer) és a Darts
= térben vald tajekozodas, térlatas = alap szdmolasi készség fejlesztése
» iranyok *  memoriafejlesztés
= tervezés, preventiv gondolkodas »  megfigyelokészség
= taktika és stratégia alkalmazéasa »  kombinacids készség

= szabalykovetés
Pentomino
= Testek haloja
= Kombinatorika (példaul az 6t négyzet hanyféle modon kapcsolodhat egymashoz az
oldalai mentén)
= Parkettazasi feladatok (adott teriilet lefedése kiilonb6z6 pentomino elemekkel).
= Konvex ¢s konkav sikidomok
= Oszthatosag (a hatvan osztoi, téglalap, négyzet teriiletek segitségével)
= Szimmetria, tikrozés
= Backtrack — Visszalépéses keresés algoritmusa [6]

Kimondottan szakmai informatika 6rdn és a tananyaghoz kapcsoléddan szinte minden
teriilethez megtalaljuk az azt tdmogatd logikai jatékot. Ha nem, akkor van sziikség a tanar
talalékonysaga, kreativitasa. ime néhany példa mindkettore.

= Szamrendszerek (kimondottan a binaris szamrendszerre, sajat otletek)

o egy csapat inditasanak beosztasa kenuversenyen, ahol 1, 2 és 4 {8s kenuk allnak
rendelkezése

o kettd 4 16s (kdvetkezd nehézségi szint a 8 fos) csapat egymdssal szemben, de
egymasnak hattal valo felallitasat kdovetden a tandr mond egy szdmot az adott
szamkorbdl, és a tanuloknak, aszerint, hogy az éltala képviselt helyiértéken 0 vagy
1 az értek, le kell guggolni, vagy épp allva kell maradni. A feladat egyéni és
csapatszinten is komoly fejleszt6 hatassal bir.
A haloézatok szegmentalasa soran a 256-os szamkor magabiztos és segédeszkoz
(szamologép) nélkiili haszndlata sordn elengedhetetlen a fenti tartalom
alkalmazasszintii ismerete.
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= Logikai kapuk/kapcsolatok
o Circuit Scramble applikacio, a forditott tanterem (lasd kés6bb) modszerével sajat
tapasztalat utjan értik meg a szabalyokat, melyet tanoran a szelekcid Osszetett
feltételeinél igy mar ,,csak” alkalmazni kell.
= Algoritmusok
o Altaldnossagban az algoritmusok megértéséhez elsd 1épésként kivalo a Biivos-
kocka kirakasanak elsajatitasa. Mind a felismerés, hiszen adott kockaallastol fiigg,
hogy melyik 1épéssorozatot kell alkalmazni, hol tartunk a folyamatban (hanyadik
sor, ¢l vagy épp sarokcsere kdvetkezik), mind a helyes 1épéssor kivalasztasa, mely
a dontési képességeket, a Iépéssorok megjegyzése pedig a memoriat fejleszti, sét
a finommotorika is tokéletesedhet altala.
= Logaritmikus keresés
o Egyértelmiien a szamkitaladlé jaték a bevezetd feladat. A jaték soran
megfigyelhetd a tanulok faladathoz valé hozzéaallasaban az optimalizalasra valo
igénye ¢és adott szamkdrben még az alapmiiveletek hasznalatat is erdsiti.
= A feladat eljatszasa
o rendezési algoritmusok esetén sokkal szemléletesebb, ha sajat maguk az alanyai,
résztvevoi a megoldas folyamatanak
= Visszalépéses keresés (backtracking)
o Klasszikus feladatok: Nyolc kirdlynd, Huszar utja
o SOMA, Pentomino, MindenNAPtar (Daily Calendar Puzzle) (1. kép) — ezek talan
jatékosabbak ¢és a tanuldknak szérakoztatobbak, mint klasszikus tarsaik
= Rekurzi6
o Hanio-tornyai

1. kép — A mindenNAPtar logikai jaték Daily Calendar Puzzle (forras: sajat foto)

Ami kimondottan hatékony a fizikai jatékot kovetden, ha magat a jatékot kell program
formajaban megjeleniteni. Dupla haszon, hisz fenntartja a motivaciot, mert amint kész a
program, lehet vele jatszani (s6t, a nem informatikus baratoknal lehet vele ,,mendzni”), és még
a programozasi ismeretek is boviiltek, vagy épp begyakorlasra kertiltek.

= Szelekcio = [teracid * Optimalis utvalasztas
o Egyszerl szamkitalalo o Szamkitalalo o Labirinth
o Dobokocka o Szamrendszerek o CodyColor
o Fej vagy irés kozti atvaltas
o Ké—papir—ollo o Sarkany vs. Lovag

(+gyik—Spock)
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A matematika és informatika tantargyakat, a megoldott feladatok is 0sszekdtik, hiszen
programozas tanitdsahoz a legalkalmasabb példakat a tantargy bevezetd részében szinte kivétel
nélkiil a matematikabol vessziik (pl.: masodfoku egyenlet megoldasa képlet alkalmazésaval).
Tehat épitiink is azokra, és altaluk megerdsitésre is keriilnek az ismertek.

7. Milyen kompetenciak fejlodnek még a jatékok altal?

Az adott tantargyi ismeretek fejlesztésén, kognitiv képességeken tal tobb mas teriilet is
bekapcsolodik a fejlesztésbe, igymint a helyes viselkedésformak kialakitasa, személyes és
tarsaskompetenciak, de még a manapsag elétérbe keriild soft-skillek-re, vagyis a
munkakdrnyezetbe vald beilleszkedéshez sziikséges kompetencidk fejlesztésére is pozitiv
hatassal lehet ez a munkaforma. [2]

Személyes kompetenciak Tarsas kompetenciak
= fegyelem = kapcsolatteremtés
= Onallosag *  kommunikacio
= igazsagtudat, magéért valo kiallas = szabalykovetés €s fair play
= udvariassag = egyiittmiikddés, csapatmunka
o elutasitds, a nemleges valasz = konfliktuskezelés
értékelése €s feldolgozasa "  empatia
o kifogasolni vagy épp elfogadni » tarsas kapcsolatok

a bir6 dontését
= veszteségtiird képesség,
kudarckezelés
= Onfegyelem
= kockazatvallalas

8. Milyen eszk6zok Kkeriilnek felhasznalasra?

Az eszkozok terén roppant szertedgazd a kép, szamtalan szempont szerint tudjuk Oket
csoportositani.

Mibdl késziil? Vannak a fejben jatszhaté jatékok, melyhez semmi nem sziikséges, aztan
az Osszetettebb, vagy jegyzetelést, rajzolast igénylok, ahol papir és irdeszkoz, tabla vagy épp
szamitogép, esetleg egy applikacio sziikséges. Papiralaput, amely papiron keriil kiadasra azért
célszerti alkalmazni, mert informatika szakmat tanulok esetén szempont, hogy idonként
felalljanak a szamitogéptdl. Ilyen jaték A varos matematikdja / Easter Egg Hunt, mely sordan
fizikailag kell bejarni a varos adott részét, egy-egy jellegzetes vagy €pp eldugott elemet
megkeresni és a feladat megoldasahoz felhasznalni. A legtobb jaték fabol, fembdl vagy
miianyagbol késziil.

Hogy késziil? A jatékok iizletben vald beszerzése a kézenfekvd és bizonyos esetben
megkeriilhetetlen (pl.: Blivos-kocka), de mivel ezek jelentds anyagi terhet jelentenek, igy
sokszor sajat magam készitem el az elébb felsorolt alapanyagokbol, de f6ként fAbol, papirbol,
drotbol, textilekbdl vagy ép legobol, épitdkockakbdl a jatékokat (pl.: Pentomino, Tangram,
mindenNAPtar). Mivel csoportokkal dolgozom, nem feltétleniil van kapacitdsom a megfeleld
darabszam biztositasara, igy sziikség esetén, ha megvalosithatd, akkor applikacié formajaban
is késziilnek feladatok, vagy hasznalunk kész online programokat (pl.: Sudoku, Nonogram).
Bizonyos esetekben (2. kép) a fizikai eszkdz konnyebb megértést biztosit, igy azt egy-egy
példanyban elkészitem, és a megértést kovetden mar konnyebb az alkalmazasok hasznélata
(Sky-scrapers).
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2. kép —Sky-scrapers jaték (forras: Sajat foto)

Résztvevok szama szerint. A jatékosok szama egyéni, paros és tarsas/csapatjaték lehet.
Egyénire példa a 4 color (térképszinezd) vagy a Xmas Tree Ligth Up (és még linnepi hangulatot
is lehet teremteni altala), paros jatékok az amdba és annak valtozatai, illetve csapatjaték példaul
a CodyColor.
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Orbito Pentago Take the Tower

3. kép — Az améba jaték valtozatai
(Forras: https://www.okosjatek.hu/; https://www.kreativpuzzle.hu/; https:/tarsasjatekrendeles.hu/
https://store.boardgamebarrister.com/; https://www.jokari.com/)

Itt hadd emeljem ki a fokozatossagot az amdba példajan keresztiil. Bizonyara mindenki
ismeri gyerekkorabol az alapjatékot, ahol 5 egyforma jelet kell az adott jatékosnak valamely
iranyban Osszegylijteni egy négyzetracsos papiron. Eddig sikban dolgozunk az alap
kétszemélyes jatékok szabdlyai szerint. Egy kovetkezd 1épcséfok a fliggdleges, egy iranybol
valo épitkezés szerint a Connact4, ami mar egyfajta megkotés és a preventiv gondolkodast
jobban 0sztonzi. A korlatok egy masfajta értelmezése esetén keriil a sorba a QuiXO. Ha tovabb
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terjeszkediink és harom dimenzioban gondolkodunk, johet a Tamba/3D amdba, ahol mar sokkal
tobb figyelemre és térlatasra is sziikség van. Emelve a tétet és az elOrelatas képességét még
jobban fejleszthetjiik, johet az Orbito, ahol a teljes palya minden eleme két korben eggyel
tovabb 1ép, illetve a Pentago, ahol nem csak 1épni kell, de azt kdvetden a jatéktér egy negyedét
tetszOleges iranyba 90 fokkal el is kell forditania a jatékosnak. Most a forgatasi tengelyt
helyezziik egymas fol¢, igy kapjuk a Take the Tower konstrukcidjat. Hasonld fokozatokkal a
Tic-tac-toe is rendelkezik (3. kép).

Idokeret szerint. Felvezetésre, oOra megszakitasara néhany perces feladatok a
legidealisabbak (pl.: Tortaszeletelés, teveverseny). Ha gyakoroltatni szeretnék, vagy egy adott
ismeretanyagot bevezetni, akkor szamtalan 10-15 perces feladvany all rendelkezésemre
(Osszekotés, szétszedés jatékok, parkettazasi feladatok, Dual N-back memoria és
koncentracidfejlesztésre). Teljes tanorat igényld feladatok mar teljes mértékben céliranyosak,
ami lehet egy témazard el6tti ismétlés, ugymint egy szabaduldszoba, vagy egyiittmiikodést
teszteld csoportos kihivas, mint a Marshmallow-challenge.

Az 1-3 oras feladatok esetén mar biztosan nem egyéni munkat hajtanak végre a tanulok és
ezek mar sokkal tobb elokészitést is igényelnek, illetve az utdbmunka, értékelés is jelentdsebb.
Ilyenek példaul a kodfejtések, melyek a kisprojekt kategoriat képviselik. Zarasként pedig a
nagyprojektek kdvetkeznek, amelyek akar egy hetet, de specialis esetben akar tobb honapot is
magukba foglalnak. (A Covid okén ilyenre is volt példa.) A nagyprojektek természetesen
szamtalan egyéb tudomanyteriiletet és tantargyat is magukba foglalnak, de informatikus tanulok
lévén a 0 iranyvonalat mégis az informaciogyiijtés, az analizalals, szintetizalas és a helyes
kovetkeztetések levonasa jelenti. Konkrét példa volt erre az egyik orszagos szinten dijazott
Nyomozas Erdélyben cimil krimijatékunk. [4]

Kl a gyllkos?
2019, dprilis 11, (csutonok)

Témasszuk ala a vadakat!
érdekében, hogy minden kirako a helyére keruljon,

Annak
Idévonalat kellett késziten! a csapatoknak, ezzel Is
alithmasztva vagy épp megdontve a mir felallitott tedridjukat.

Itt emliteném meg azt a specidlis esetet, ahol a feladatra szant idékeret tigymond
athelyezésre keriil. Hagyomédnyos mddon a tandran taldlkoznak a tanulok az 0j ismeretekkel —
jellemzden az elmélettel —, azt gyakoroljak az iskoldban és otthon is. De forditsuk meg a kettot.
A tanulok az 1j ismeretek elsajatitdsat otthon onalldan teszik meg, majd a tandran sziikség
szerint tisztazzuk a felmeriilt kérdéseket, és gyakorolunk. Ezt a médszert forditott tanteremnek
(flipped classroom) hivjak, és csak olyan tanulokkal célszeri nekivagni, akik mar képesek az
onallé tananyagfeldolgozasra. De van olyan eset, amikor ezt az el6bbi feltétel hianyaban is
megtehetjiik. Informatikdban jo szemléltetd példa a Hanio-tornyai jaték. A tanulok otthonra
megkapjak a jatékot, hogy probaljak ki, jatszanak vele, szerezzenek benne jartassagot, fejtsék
meg a ,titkat”. Majd, amikor a tananyagban a rekurzi6é kovetkezik, nekiink mar csak annyi
dolgunk van, hogy nevesitjiik a jaték kapcsan a tananyagegységet és természetesen gyakoroljuk
annak a tanult programozasi nyelvben a megvalositasat. [5]
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0.

Eredmények

Az, hogy mit varunk a logikai jatékok rendszeres és tematikus alkalmazasatol, az egyén és

csoport

10.

Maguk

fliggo.

Apronak tind eredmény, de manapsag mégis nagy dolog, ha tanérdk kozotti
sziinetekben a tanulok nem a telefonjukat ,,simogatjak”.

Ha mégis, de logikat fejleszté applikaciokat hasznalnak, vagy a tanulast hatékonyan
segit6 feliiletet, mar akkor sem lehetiink elégedetlenek.

Ennél is nagyobb siker, ha sziinetekben 0k kérnek el egy-egy még meg nem oldott
ordoglakatot vagy tarsasjatékot.

Nagy 6rom, ha az iskolaban meg nem oldott feladvanyon otthon is tovabb dolgoznak.
Igen, ebben az esetben a korrektség, a becsiilet is mérlegre kertil, de aki meg tudja 4llni,
hogy ne keresse meg a megfejtést az interneten, az tobbet nyer, mint a feladat puszta
megoldasa.

Némely mar emlitett paros vagy tablajaték digitalizdlasa, programozasa tanoran
megoldott feladat, viszont szorgalmi feladatként is nem egy példa van arra, hogy 6nként
vallaljdk magukra a tanulok a megvaldsitast. (pl.: Twister ,,elveszett” forgatdtablajat
kivalté applikacio.)

Sikernek tekinthetd az is, ha egy BTMN (beilleszkedési, tanulasi €s magatartdsi
nehézséggel kiizdd) tanulo a felsorolt fejlesztdeszkdzok kozott talal a maga szamara
megfelelot, mellyel példaul hiperaktivitasa kordéban tarthato.

Azoknak a fejlesztésre szoruld tanuldknak, akiknek sokszor az oOrai tananyaggal valo
megkiizdés is komoly problémat okoz (SNI, Sajatos nevelési igénytl), a jatszva tanulds
modszere sikerélményeket hozhat.

Bar a tehetséges tanulok altalaban ezen a teriileten is ligyesebbek, a megoldasokat itt is
gyorsabban megtaldljak, bizton allithatom, hogy gondolkoddsmodjukra komoly hatést
gyakorolnak ezek az eszk0zok. A fejtordk altal készségszinten hozzaszoknak, hogy
mindent tobb szempontbdl meg kell vizsgalni, késobbi feladatok soran sokkal tobb
kellékbd] valogathatnak, mint tarsaik. Osszességeben ennek hozomanyaként, szakmai
tanulmanyi versenyeken eredményesen allnak helyt tanitvanyim. (Szakmai tantargyi
orszagos donté, HOD, Infosok Viadala, ASZEV, NemesTihamér és Merklik versenyek)
A jatszva tanulads 4altal a jelenkor kovetelményeinek megfeleld projektoktatas
bevezetését megeldzve egyéni, paros €s csapatszinten is és pedagogusként is tobb
orszagos dijat nyertiink. Ezen megméretések alapjat képezd projektek azon osztalyok
kozremiikodésével valdsultak meg, akiknél alkalmaztam a jatszva tanulas modszerét.
(Digitalis Pedagogus Dij, Digitalis Témahét L., II. és kiilondij és tobbszor az Ev Tanari
csapata a digitalizacioért I11. helyezés, legjobb szakképzo iskolaként.)

Hol jelenhetnek meg még a logikai jatékok?

a jatékeszkozok szamtalan egyéb teriileten is inspirdloak lehetnek.

Alkalmazhatjuk ¢ket rendezvényeken (pl. didknap), mint kiegészitd feladat.

Mas szakmakat is inspirdlhatnak a jatékok, legalabbis forma- és szinvilagukkal.
(Rubik-kocka alakti dohanyzoasztal mint vizsgaremek)

Testnevelés orakon a mozgasos tevékenységek kombinalasa a logikai feladvanyokkal,
Sorverseny ¢és tik-tak-toe, vagy épp a darts mely a memoria fejlesztését és az
alapmiiveletek alkalmazasat fejlesztését segiti.

Bizonyos szakmai tantargyaknal a 3D jatékok kimondottan fejlesztik a térlatast, altala a
rajzolvasas készségét. (pl.: asztalos, faipari technikus)

Dekoracioként — pl.: tangram — nem csak matematika versenyen jelenhet meg.
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= Helyettesitéskor kedvelik a tanuldk a jatékos kihivasokat, jatékokat, versenyeket.

= A feladatokbol gylijtemény is készithetd, melyen keresztiil a webfejlesztés szakmai
fogasinak gyakorlasa mellett elméjiiket is fejleszthetik a diakok, ezért kedvelik az ilyen
jellegti projekteket.

= Ajandékként kimondottan hasznos szakmai versenyen vald résztvevok szamara, de
rajongdknak személyes és csaladi tinnepeken is bevethetd.

=  Szamomra kedves felhasznalas minden évben egy altalam Osszeallitott digitalis adventi
kalendarium, amely minden napra egy-egy ujabb fejtorét tartalmaz lelkes diakok,
kollégdk és baratok szamara.

Osszefoglalo

Az technikumi oktatasban alkalmazott jatékos modszerek szamos elénnyel birnak, a
szorakoztato jellegén tul, komoly odafigyelést €s koncentraciot igényel, tanul6tdl és tanartol
egyarant. A jatszva tanitas modszerének pozitiv hatdsait nyari taboraim kapcsan tapasztaltam
meg eldszor, majd ezt lltettem at iskolai keretek koz¢é, mert ugy véltem, hogy annak pozitiv
hatasai a tanulok értelmi fejlodésén tal a személyiség fejlesztésében is észrevehetok. A jatékok
beiktatdsa a tanorakba lehetOséget teremtett szakmai kreativitaisom kibontakoztatasaban, a
differencialasban, a tanuldsi nehézségek lekiizdését6l a tehetségek felkarolasaig, a
palyaorientaciotol a versenyek szervezéséig minden teriileten. A jatékok az egyéni és tarsas
kompetenciakon tul a soft-skillek fejlesztésével, a motivacid megteremtésével €s a figyelem
fenntartasaval tarsulva stresszmentes kornyezet kialakitasaval segitik a tanitasi-tanuldsi
folyamatot. Azonban ne feledkezziink meg arr6l, hogy a jatékok hasznilata csak segiti €s
tamogatja, de nem helyettesiti a tanulds folyamtat.

Koszonetnyilvanitas

Hélaval tartozom Szalay Laszlonak és Németh Laszlonak, a szervezObizottsaganak a
segitségéért és biztatd hozzaallasaért, illetve Osz Olivér kozremikodéséért, hogy
bemutathattam munkamat a MOKUS 2023. évi rendezvényén.
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A szintfelméro dolgozat mint mérdeszkoz: célkitiizések,
eredmények és kovetkeztetések

Barta Edit
Soproni Egyetem Informatikai és Matematikai Intézet
barta.edit@uni-sopron.hu

OSSZEFOGLALO. Az idén az egyetemiinkre bekeriild elsééves hallgatokkal
szintfelmérd dolgozatot irattunk matematikabol. irasomban ismertetem a dolgozat
célkitlizéseit, Osszeallitdisanak szempontjait. Elemzem a hallgatok eredményeit, és
egy-egy kiemelt feladat kapcsan ramutatok a hianyossagokra.

ABSTRACT. This year, we had first-year students entering our university take a maths
assessment test. In this paper, | explain the objectives of the essay and the criteria
used to compile it. I will analyse the students' results and point out shortcomings in
a particular assignment.

1. Bevezetés

A felsdoktatasi intézetek nagy részén a képzés jellegébdl adoddan kiilonbozo, matematika
témaju tantargyak oktatisara is sziikség van. Ezek sikeres teljesitéséhez elengedhetetlen a
kozépiskolai matematikai ismeretek stabil tuddsa. A matematika érettségi jegy vagy az év végi
osztalyzatok sok esetben nem tiikrozik azt a tudasszintet, amire az egyetemi szakokon sziikség
lehet. Ezért egyre tobb egyetem dolgoz ki sajat felmérési eszkozt a sziikséges tudasszint
mérésére. Ez tobbnyire egy szintfelmérd dolgozat formajaban realizalodik, amit a frissen felvett
hallgatokkal iratnak meg az els6 szemeszter legelején.

A Soproni Egyetem harom kardn oktatunk matematikat a szakok igényeinek megfeleld
témakoroket érintve. A két mérnoki (Erdémérnoki, Faipari Mérnoki) karon tobb mint tiz éve
vezettiik be az els6 szemeszter eleji szintfelméro iratasat. Ezt megel6zéen hosszabb id6re nyulik
vissza az a gyakorlat, hogy a matematikatudasukat tekintve teljesen heterogén hallgatokat
valamilyen formaban felzarkéztassuk ahhoz az elvart tuddsszinthez, amellyel méar nagyobb
sikerrel végezhetik el az egyetemi matematika targyakat. Eleinte a félév megkezdése eldtti
héten egy Gtnapos intenziv matematika kurzust tartottunk az elsééveseknek. Késébb Alapozo
matematika néven egész féléves kurzust hirdettiink meg.

A 2022 6szén bevezetett 0j tantervvel megajult a szintfelméré dolgozat formatuma és
tartalma is. A kozépiskolai tananyag atismétlésével megvalositd, matematikai felzarkdztatast
hivatott egész féléves kurzust pedig Bevezetd matematika névvel gondoltuk wjra a jelenlegi
matematika targyak igényeinek megfelelden.
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2. A szintfelméro dolgozat célja

A szintfelmérd dolgozat célja, mint ahogyan a neve is mutatja, az, hogy az egyetemre
bejovo hallgatok matematikai ismereteit felmérje. Erre azért van sziikség, mert a felvételi
rendszer atdolgozasa ota a kozépiskolakbol hozott év végi matematikai osztalyzatok és az
érettségi jegyek az egyetlen informacio, ami arulkodhat a frissen felvett hallgatok matematikai
alaptudasarol. Ezek pedig egyrészt sokszor fals képet mutatnak, masrészt nekiink, matematika
oktatoknak nem bocsatjdk a rendelkezésiinkre. A felvételi pontrendszer magdban hordozza,
hogy olyanok is bekeriilnek a mérndki szakokra, akik kdzepes vagy esetleg még gyengébb
érettségi osztalyzatot hoznak. Az ¢ felzarkdztatdsukra mindenképpen sziikség van. A
szintfelmérd elsdésorban annak eldontésére szolgal, hogy kik azok, akik szamara erdsen javasolt
a kozépiskolai ismeretek atismétlése, a hidnyossagok potlasa, amit a Bevezetd matematika targy
felvételével van lehetdségiik megtenni.

Minden dolgozat egy mérdeszkoz, amely minden esetben mér valamit. Ezért
Osszeallitasanal alaposan at kell gondolnunk, hogy mit szeretnénk vele mérni. Az, hogy a
matematika szintfelmérével az els6évesek kozépiskolai matematikai tuddsat szeretnénk
felmérni, az talsdgosan 4tfogd cél, ezért semmitmond6d. Ennél konkrétabban kellett
megfogalmaznunk. A matematikat évek oOta oktatd kollégakkal napi szintli a hallgatok
hidnyossagainak megbeszélése. A Bevezetd matematika tematikdjanak Osszedllitasanal
nemcsak a magunk, hanem mas tantargyak oktatdoinak tapasztalatait is figyelembe vettiik.
Készitettiink egy olyan felmérést, amely soran mindenki, aki a targya oktatasa soran
matematikai eszkézokkel is dolgozik, leirhatta, mit szokott tapasztalni, hol észlel
hianyossagokat, melyek azok a témakorok, amelyek 4tismétlésére, Ujratanitasara
mindenképpen sziikség lesz. A felzarkoztatd kurzust megelézd szintfelmérd dolgozat célja
ezen, most mar konkrét tudaselemek meglétének mérése lett.

Azon is el kell gondolkodnunk, hogy mikor tekintiink egy adott tudaselemet
meglévonek. Példaul mondhatjuk-e egy tanuldéra azt, hogy tud masodfoktl egyenletet
megoldani, ha csak annyira képes, hogy az arra alkalmas zsebszdmoldgépével ,kiszdmolja” a
gyokoket, de a megolddképletet mar nem tudja helyesen alkalmazni? Nézziik meg, hany elemi
tudaselem sziikséges ahhoz, hogy egy masodfokl egyenletet a megoldoképlettel megoldjunk!
Eloszor is, ismerniink kell a megoldoképletet, lehetéleg fejbdl. Tudni kell azonositani az
egyenlet egyiitthatoit a képletben szerepld betiikkel, be kell tudni helyettesiteni, majd a
miiveletsorozatot helyesen elvégezni. Ez sokkal inkdbb nevezheté matematikai tudaselemnek,
mint a szamologépbe vald beirds tudasa. Sajnos egyre tobbszor tapasztaljuk, hogy a hallgatok
csak ¢és kizardlag szamoldgéppel tudnak szamolni, beleértve az egyszeribb miveleteket is,
ugymint két egyjegyll szam Osszeszorzasa vagy O0sszeadasa. A gép altal kiirt eredményt kritika
nélkiil elfogadjak, vagy pedig nem tudjak értelmezni.

A szintfelmérd esetében a szamoldsi és gondolkodasi képességek mérését tliztiik ki célul,
nem pedig azt, hogy a hallgaté megfelelden tudja-e kezelni a szdmologépet.

3. A szintfelméro dolgozat 6sszeallitasa

Az elébbiekben megfogalmazott célt ugy gondoltuk megvalositani, hogy a dolgozat irdsa
kézben semmilyen segédeszkozt nem volt szabad hasznalni, se fliggvénytablazatot, se
zsebszamologépet. Ennek fejében csak egyszerlien szdmolhaté feladatokat volt lehetdségiink
adni.

A célkitizések megfogalmazasa és az érintendd témakorok felsoroldsa mellett a dolgozat
Osszeallitdsanal tovabbi szempontokat is figyelembe kellett venniink. Az egyik a dolgozat
megiratasanak idépontja volt. Olyan idépontot kellett valasztani, amely megel6zi a szorgalmi
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iddszak kezdetét; illeszkedik az egyetemen hagyomanyosan megrendezett balekhét (mashol
golyatabor) programsorozataba; elegendé id6 alljon rendelkezésre a javitashoz, eredmények
kozléséhez, és ahhoz, hogy mindezek utan a hallgatd id6ben felvehesse a felzarkoztato
Bevezetd matematika targyat. Harom karon irattunk szintfelmérdt, a két mérndki és a
kozgazdasagtudomanyi karon. Az idépontrdl a karok maguk dontottek. Az egyik kar a balekhét
masodik napjan, a masik kettd az elsd tanitasi napon iratta meg hallgatoival a dolgozatot.

Egy masik szempont az volt, hogy a dolgozat gyorsan és egyszeriien javithato legyen. Ezt
nemcsak a rendelkezésre 4116 id6 sziikds volta indokolta, hanem az is, hogy a javitast az egyik
karon teljes egészében a fels6bb éves hallgatok végezték.

Az elmult tanév elején irattunk eldszor megujitott formaban szintfelmérdot. Az harom
részbol allt. Volt egy 6t kérdésbol allo rovid szamolos feladat, melyek annyira egyszeriiek
voltak, hogy csak a végeredményt kellett beirni a feladat melletti rubrikaba. Ezt kdvette egy tiz
tesztkérdésbol allo feladatsor, ahol 6t valaszlehetdség koziil kellett az egyetlen helyeset
megjeldlni. Az 6todik valaszlehetéség mindegyik feladatnal az volt, hogy ,,az el6zéek egyike
sem”. A harmadik rész 6t részletes kidolgozast, levezetést is igényld feladat volt. Ezek koziil
az els6 harom szamolast igényelt, a negyedik egy tétel kimondasa volt (bizonyitds nélkiil, de
abraval alatamasztva), az 6todik pedig egy fogalom (definici6).

A dolgozatok gyors €s egyszerll javitasa céljabol a harmadik feladatcsoportot el kellet
hagynunk, de az els6t és a masodikat megtarthattuk.

Tavaly a tesztet a sok helyen bevett szokés szerint pontoztuk, vagyis a hibasan valasztott
valaszért —1 pont (bilintetépont) jart. Ez a hallgatoi visszajelzések alapjan annyira frusztralo
volt, hogy az idén a szakfeleldsok kérésére nem adtunk minusz pontot a hibas feleletvalasztasra.
Itt meg kell jegyeznem, hogy miota szintfelmérdt iratunk, valamint a matematika vizsgakon is,
mindig volt teszt feladatcsoport, amelyen rendszerint a helyes valasz 2 pontot, a hibas —1-et ért,
ha pedig nem karikazott semmit a hallgato, akkor 0 pontot kapott. A szintfelmérében ugyanez
a pontozasi mod a késdbbi hasonld tesztfeladatokra is felkészitett volna, €s elejét vette volna
annak, hogy a hallgat6 barmit talalomra bekarikazzon a vaktaban kapott pontokért.

A dolgozat tehat két részb6l allt. Az elsé rész tiz gyorsan és egyszeriien szamolhatd
feladatot tartalmazott kiilonb6z6 témakorokbol, melyeknek csak a végeredményét kellett beirni
a megfeleld mez6be. A masodik rész volt a tiz kérdésbdl allo teszt, hasonldan a tavalyihoz, de
biintetépont nélkiil. Minden feladat 1 pontot ért igy, melyet nem lehetett tovabb bontani. A
dolgozat megirasara 45 perc allt rendelkezésre. A hallgatoknak lehetdségiik volt papiron
irasban szamolni, de azt a javitasnal nem vettiik figyelembe, csak a végeredmény szamitott.

A feladatok Osszeallitdsanal tovabbi szempont volt az is, hogy egyfajta nehézségi
sorrendben legyenek a feladatok, a konnytliek eldl, a nehezebbek késobb. Az els6 néhany feladat
ezért nem is kozépiskolai, hanem mindossze altalanos iskolai ismereteket kivant (tortek
Osszeadasa ¢és alapvetd szazalékszamitasi feladatok mindkét résznél). Ez szellemileg ugyanazt
a célt szolgalja, mint testmozgés eldtt a bemelegités: a hallgat6 ezekkel a konnyti feladatokkal
hangolodik r4 a dolgozatirasra, és az agy felkésziil az intenzivebb igénybevételre. A konnyl
feladat megolddsa soran némiképp oldodik a fesziiltség, lenyugszik a l¢élek, és nagyobb
onbizalommal all neki a nehezebb feladatok megoldasanak.

A feladatlap két teljes oldalt tett ki, ezért itt azt teljes formajaban terjedelmi okokbdl nem
k6zolom. Néhany feladatot fogok kiemelni, azokat, amelyekre meglepd valaszok vagy
tomegével hibas valaszok érkeztek. A hibas valaszok nagy része tiikrozi a valaszad6 hibas
gondolatmenetét. Ennek megismerésével nagyobb eséllyel tudjuk azt kijavitani, segitve ezzel a
hallgatot.
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4. A dolgozat eredményei

Jelen irdsnak nem célja a kiilonboz6 karokra felvett hallgatok eredményeinek
Osszehasonlitdsa, igy csak az egyik mérnoki kar hallgatéinak eredményeit elemzem. A
dolgozatot negyvennégyen irtdk meg. Az elérhetd 20 pontbdl atlagosan 6,05 pontot értek el,
2,92 pont szorassal. A hallgatok elért pontszam szerinti eloszlasat az 1. dbra szemlélteti.

A dolgozatirdk pontszamok szerinti eloszlasa
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Elért pontszam

1. abra. A dolgozatirok elért pontszamok szerinti eloszlasa

Az elsé rész — rovid szamolasos feladatok — kérdéseire adott valaszok eredményeit az
1. tablazat tartalmazza és a 2. abra szemlélteti.

Feladat sorszama 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 0. 10.
Helyes vélaszt adott 28 39 14 8 6 12 12 27 2 1
Hibas vdlaszt adott 13 2 19 15 30 21 25 10 26 20
Nem irt semmit 3 3 11 21 8 11 7 7 16 23
Helyes valaszt addk ardnya | 64% 89% 32% 18% 14% 27% 27% 61% 4,5% 2,3%

1. tablazat. A rovid szamolasos feladatok eredményeinek dsszesitése

Az 1-10. feladatokra adott helyes valaszok szama

Helyes valaszok szama

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Feladatok sorszama

2. abra. A rovid szamolasos feladatokra adott helyes vilaszok szama
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A masodik rész — tesztfeladatok — kérdéseire adott valaszokat a 2. tiblazat tartalmazza és a
3. abra szemlélteti.

Feladat sorszama| 11. 12. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20.

Al 5 26 12 15 3 16 4 26 28 4
B| 5 13 7 9 28 6 4 8 20
C| 5 0 4 11 5 7 3 1 10
D 27 3 8 3 3 8 15 6 3 3
E| 2 2 12 5 4 3 4 2 2 4

Nem irt semmit| O 0 1 1 1 4 6 3 2 3
Helyes vdlaszt addk aranya | 61% 59% 27% 11% 7% 36% 9% 7% 2% 45%

2. tablazat. A tesztfeladatok eredményeinek osszesitése. A bekeretezett mezok jelzik az adott feladat helyes
valaszat, benne a vastagon szedett szam a helyes valaszt adok szamat jelzi. Sziirke mezével emeltem ki a
legtobb megjelolt valaszt

A 11-20. feladatokra adott helyes valaszok szama
45

Helyes valszok szama

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Feladatok sorszama

3. abra. A tesztfeladatokra adott helyes valaszok szama

5. Az eredmények elemzése

Az els6 abrarol lathato, hogy az eredmény meglehetdsen gyenge lett. Az évfolyamban a
legmagasabb pontszdm 13 volt. Ez a maximalis 20 pontnak a 65 %-a, ami az ltalunk oktatott
matematika targyak osztdlyzési kategoridit tekintve a kozepes jegy alsd hatara. Ezt az
eredményt minddssze ketten érték el. Az elégséges osztalyzathoz a pontszdmok 40 %-anak
elérését szoktuk elvarni, ez itt 8 pontot jelentett, amit kilencen, vagyis az évfolyam alig tobb
mint 20 %-a ért el. Az aldirashoz a matematika targyaknal nalunk altalanosan 20 %-ot kell
elérni, ami ennél a dolgozatnal 4 pontot jelentett. Ez alatt hatan teljesitettek, ami az évfolyam
14 %-a. Ezek persze csak tajékoztatd jellegli adatok, hiszen a szintfelmérd dolgozatnak
semmilyen retorzidja nem lehetett, nem is volt.

A rovid szamolast igényld feladatok eredményei azt mutatjadk, hogy a hallgatoknak a
2. feladat volt a legkonnyebb, ezt oldottdk meg a legtobben. A kérdés a kovetkezd volt:
,Mennyi 180-nak a 15 %-a?” Annak ellenére, hogy ez nem is kdzépiskolai, hanem altalanos
iskolai feladat, és valoban szdmolhat6 fejben is, 6ten (13 %) nem adtak ra helyes valaszt.
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Az 1. feladatot helyesen megoldok aranya 64 % volt, amely két tort 6sszeadasa volt: ,,Mivel
egyenld: % + z ?” Szintén altalanos iskolai feladat. Tanulsdgos elgondolkodni a beirt

, . il . 8 : TSP S Lot st
valaszokon. Harman irtadk végeredménynek a H-ed, ami a szamlalok és a nevezok kiilon-kiilon

torténd Osszeadasaval johetett Iétre. Szintén harman irtdk a 47-et végeredménynek (a helyes
eredmény szamlaloja). Valosziniileg elfelejtették a nevezot is odairni. De egyszerre harman is?

Egy hallgat6 irt tévesen %-ot, amit figyelmetlenségnek értékelek: tudja, hogyan kell tortet

. e . . res ., L SRR . , 11,75 ;
torttel 0sszeadni, de a két kétjegyl szdm Osszeadasanal hibat vétett. Egy hallgato %—et irt,

ami matematikailag helyes ugyan, de igy nem adhatunk meg tortet, ezért pontot sem kapott ra.
Hogy ezt szamologép nélkiil hogyan szdmolta ki, arra nem deriilt fény. A maradék hibas

valaszok kozott a kovetkezok fordultak eld egyedi esetekként: % (6sszeszorozta a két tortet);
8 i1 " . o 37 o o C
% (a szamlalokat Osszeadta, a nevezOket Osszeszorozta); % (valoszintileg O0sszeadasi hiba a

szamlalonal); g (nem tudtam megfejteni, milyen gondolatmenettel jutott erre az eredményre).

A legtobb helyes valaszt kapo feladatok harmadik helyezettje a 8. feladat lett, ezt 27 fonek,
(61 %-nak) sikeriilt helyesen megoldania. Ez a kovetkezé volt: ,,Hany fokos szdget zar be
egymassal az origdbol a (8; —3) és a (3; 8) pontokba mutatd két vektor?” Ilyen jellegii
feladatot, vagyis olyat, hogy két origobdl kiinduld vektor szogére kérdezziink ra, kivaltképpen
akkor, ha ragaszkodunk az egész koordinatdji végpontokhoz ¢és a szamologép nélkiili
meghatarozashoz, csak igen korlatozottan adhatunk fel. A feladat megoldasa két elemi
tudaselembdl all. Az egyik az, hogy ismerni kell azt, hogy mit értiink két vektor egymassal
bezart szoge alatt. A masik a merdlegesség feltételének felismerése a feladat adataibdl. Ez
utobbi ismeret hidnya esetén ennél a feladatnal a pontok helyes felvazolasa nem biztos, hogy
helyes végeredményt ad. A hibas valaszok kozott a 25, 45, 60 és 110 fokok szerepeltek. Mivel
a vonalzé és a szogmérd ott lapulhatott a tolltartokban, és nem volt kizarva ezek hasznalata,
elképzelhetd, hogy egy helytelen vagy pontatlan abrazolas utan a szogmérdvel leolvasott
értéket irtak be a hibas valaszt adok.

Kiugréan gyengének mutatkozott a 9. és a 10. feladatoknak a megoldasa. A 10. feladat egy
2(9-a?)—(3-a)?
(a+1)(a-3)
Ennek a feladatnak a Iétjogosultsaga megkérddjelezhetd itt, az rovid szamolast igényld
feladatok korében. Mivel a sokéves tapasztalat az, hogy a hallgatdk a legtobb hibat az algebrai
atalakitasok soran vétik, valamilyen formaban képviseltetni kellett ezt a feladattipust is. Mivel
ezen tiz feladat mindegyikének végeredménye egy valos szam volt, ezt a feladatot is tigy kellett
megkonstrualni, hogy ne egy egyszerusitett algebrai kifejezést kapjunk, hanem egy valos
szamot. Ennek —3 volt a végeredménye. Egyetlen hallgat6 adta ezt a valaszt, és egy volt, aki 3-
at irt. A feladat megoldasa soran egy ponton a (3 — a)-t kell egyszeriisiteni az (a — 3)-mal,
ami —1. Ezt véthette el a hallgato. A tobbi hibas valasz mindegyike valamilyen algebrai

kifejezést tartalmazott, ami vagy egy helyes koztes allapotot jelentett, vagy helytelen volt.

algebrai tort egyszerlsitése volt: ,,Mennyivel egyenld a tort egyszerisités utan?”

4
A 9. feladat a kovetkezd volt: ,Mennyivel egyenld 273 7 Minddssze ketten adtak ré4 helyes
valaszt (81), mig a hibas valaszok ardnya tobb mint 50 % volt. Ez utdbbiak nagy része

megfejthetd, hogy miként keletkezett. A 8?5 a 27§-dal egyenld, a 36 a 27 - % eredménye (heten

adtdk ezt megoldasként!), a % -re pedig nincs mas Otletem, minthogy a 27 - % SZOorZz4s
helyteleniil elvégzett végeredménye lehet, amikor is beszorozta a szdmlalot és a nevezot is 27-

tel. Mindossze hadrman irtak eredménynek a V274 kifejezést, ami helyes ugyan, de még nem a
végeredmény.
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A tobbi 6t feladatot is tanulsagos lenne hasonld szempontok szerint elemezni, de terjedelmi
okok miatt nem teszem. Abbdl a célbdl, hogy teljes képet kapjunk az érintett témakorokrol és
a feladatok nehézségi fokardl, ezeknek csak a szovegét kdzlom.

3. Ha egy derékszogli haromszog egyik befogdja 5 cm, a rajta fekvd szoge 45°, akkor
mekkora az atfogoja?

4. Mivel egyenld: log,32?

5. Tiz hallgaté koziil hanyféleképpen lehet egy kétfos kiildottséget kivalasztani?

6. Mennyiaz x + 7 = 5 — 2(x + 3) egyenlet megoldasa?

7. Egy négyzet alapti egyenes hasab magassaga kétszer akkora, mint alaplapjanak oldala.
Ezt a hasabot az alaplapokkal parhuzamos sikkal kettévagjuk. Hany szazaléka az igy kapott két
test 0sszfelszine az eredeti hasab felszinének?

Térjiink at a tesztfeladatok eredményeinek elemzésére. A két feladatcsoportot
0sszehasonlitva megallapithatd, hogy a dolgozatirdk koziil huszonegyen (nagyjabol a tarsasag
fele) tobb pontot szereztek a rovid szamolos feladatokkal, mint a teszttel. Ezek zome a 7-13
pontot elérdk koziil keriilt ki, mig az alacsonyabb pontszamot elérék (0-3 pont) inkabb a
tesztfeladatokkal szerezték meg a pontjaikat. Tizenketten egyenld pontszamot szereztek a két
feladatcsoportbdl, mig tizenegyen a teszttel szereztek tobb pontot. Ketten-ketten értek el 6
illetve 5 pontot a teszttel, a tobbiek 50 % alatt teljesitettek. Ennek egyik oka lehetett az is, hogy
itt mar a feladatok egy leheletnyivel tobb gondolkodast igényeltek.

A 2. téblazat tartalmazza azt, hogy az egyes feladatok esetében melyik valaszlehetdséget
hanyan jelolték meg. A bekeretezett mez0 jelzi a helyes valaszt, benne a vastagon szedett szam
azt, hogy ezt hdnyan jelolték meg. A sziirke mezd jeloli a legtobb szavazatot kapott valaszt.
Lathato, hogy a feladatoknak mindossze felénél kapta a helyes valasz a legtobb megjelolést, és
azoknal is meglehetdsen alacsony ardnyban. Az els6 két helyezett itt is az els6 két feladat lett,
témakorét illetve két egyszeri algebrai tort Osszeadasa €s egy szdzalékszamitasi feladat.
Szovegiik a kdvetkezd volt:

1. 4z alabbiak kil melyikkel egyenls az -+ — kifejezés?
A)— B) — C) = D) — E) egyikkel sem

11x 11x 24x 24x
12. Egy termék drat eldszor csokkentették 10 %-kal, majd két honap mulva felemelték 20 %-Kal.
Hany szdzaléka most a termék ara az eredetinek?
D) csak a termék eredeti dranak  E) az elézéek

%p- V- V-
A)108%-a B)110%-a  C)127%-a ismeretében dallapithaté meg egyike sem

A 11. feladat valaszlehetdségei kozott a helyes D) mellett olyan végeredmények szerepeltek
még, amelyek tipikus szamolasi hibaként adodhatnak két tort 6sszeadasakor. A 12. feladatnal a
helyes A) valasz mellett a tipushibaként a B) johetett még szamitasba, amire érkezett is szép
szammal megjelolés (29,5 %). A 1égbdl kapott, semmilyen logikaval nem kihozhaté C)-t
viszont szerencsére senki nem jeldlte.

A harmadik helyezett a 20. feladat volt:

20. Hanyféleképpen oszthatunk szét 7 gyerek kozott 3 kiilonbozo konyvjutalmat ugy, hogy egy
gyerek tobb konyvet is kaphat?

A) 2187 B) 343 C) 210 D) 35 E) az eléz6ek

egyike sem

Azok utan, hogy az els6 rész kombinatorikai feladatara (5. feladat) mindossze hatan adtak
helyes valaszt, ennél a feladatnal egész magas szdmban, hliiszan valasztottak a helyes B) valaszt.
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A C) kapott még viszonylag magas szavazatot, ami a 7 elem 3-ad osztaly ismétlés nélkiili
variacidinak a szama (azaz egy gyerek csak egy konyvet kaphatna).

A tesztkérdések fele esetében kirivoan nagy a kiilonbség azok szama kozott, akik a helyes
valaszlehetdséget valasztottadk, és azok szdma kozott, akik a legtobb szavazatot kapd
valaszlehetdséget valasztottak. Ezek a 14., 15., 17., 18. és 19. kérdések. Tanulsagos lenne ezek
okén elgondolkodni. Mit mutathat az, hogy egyes kérdések esetében tomegével jelolték meg
ugyanazt hibas valaszlehetdséget? Vajon talalomra karikaztak-e be a ,,ranézésre leglogikusabb”
valaszt, vagy hibasan rogzilt tudaselemrdl van-e sz6? Vagy a dolgozat vége felé mar az
egymasnak sugas lehetOsége is kozrejatszhatott? Az is kérdés, hogy a kevés szamu helyes
valaszt ad6 valodi tudés alapjan valasztotta-e a helyeset, vagy esetleg talalomra karikazott?

Nem kivanom az 6t feladat mindegyikét egyenként elemezni, egyediil a 14.-et vegyiik
goreso ala.

14, Bdrmely a valés szamra igaz, hogy Va? + 25 =
A)a+5 B) lal + 5 C) la + 5| D) +a +5 E) az elézbek

egyike sem

Sajnos a matematika dolgozatok irdsa soran nagy szamban fordul eld az a hiba, hogy a
hallgat6 egy gyokos kifejezés estén tagonként von gyokot a gyokjel alatti 6sszegbdl. E hibas
miiveleti eljards meglétének tesztelésére tettiik bele ezt a feladatot a kérdéssorba. A valaszadok
35 %-a jelolte meg az A) valaszt. Ha valakinek eszébe jutott, hogy az a esetleg negativ szamot
is jelolhet, akkor a B)-t vagy a C)-t jelolte meg. Mindharom valaszlehet6ség a tagonkénti
gyokvonas valamely modjat takarja. E harom valaszt 6sszesen 35-en, a valaszadok 81 %-a
jelolte meg. Dobbenetesen magas arany! A helyes E) valaszt minddssze 5-en jelolték.

6. Az eredmények és a dolgozat értékelése, kovetkeztetések

A dolgozat eredményei alatamasztjak azt a feltételezést, hogy a hallgatok matematika
targyakbol vald gyenge teljesitésiiknek egyik alapvetd oka az, hogy mar a kozépiskolai
matematikai ismereteik sem kielégitdek. A gyenge alapokra raépiteni a sokkal gyorsabb
tempoban elsajatitando, témajat tekintve sokkal nehezebb egyetemi tananyagot, csaknem
lehetetlen. Emiatt nagy sziikség van a hallgatok intenziv felzarkodztatdsara, elsdsorban a
kozépiskolai matematikai ismeretek azon részeinek szinte Ujra tanitdsara, amelyek
clengedhetetlenek az egyetemi tanulmanyok — és itt nem csak a matematika targyakra gondolok
— soran.

A tobbéves tapasztalat az, hogy a hallgatok legnagyobb hidnyossagai harom-négy téma
koré csoportosulnak. Az egyik a logaritmus, a logaritmusos kifejezésekkel vald szdmolds. Az
utobbi idében mar olyan esetek is eléfordultak, hogy még zsebszdmologéppel sem (!) tudta a
hallgatdo meghatarozni, hogy mennyi az Inl. A masik az algebrai atalakitasok. Tipikus hibak a
tortek hibas Osszevonasa, hibas egyszeriisités, tagonkénti gyokvonds. A harmadik a tortkitevds
¢s negativ kitevds hatvanyokkal vald szdmolas, veliik kapcsolatos atalakitasok. Mas teriileteken
is fordulnak elé hidnyossagok, de ezek a legsulyosabbak, amelyek a matematika targyak
kapcsan mar a kezdetekben felfedezhetok.

A szintfelmérd dolgozat ezeket a hianyossagokat egyértelmiien feltarta. A két logaritmusos
feladatra (4. és 17.) mindossze 4-4 hallgatd adott helyes valaszt. Az algebrai atalakitasokat
felmérd feladatokat (10., 11., 13., 14.) a legegyszeriibb 11. kivételével szintén nagyon alacsony
szamban oldottdk meg helyesen. Az egyetlen tortkitevds hatvannyal kapcsolatos feladatot
minddssze egyetlen dolgozatird oldotta meg helyesen.
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A dolgozat tehat ebben a forméjaban megfelelt a célkitiizéseknek. Egyszerti, rovid
gondolkodast vagy szadmolast igényelt valamennyi feladat, és azokra a tudaselemekre fokuszalt,
amelyeket a késobbi egyetemi tanulmanyok — elsdsorban a matematika targyak — soran is
hasznalni fognak. Ugyanakkor véleményem szerint a tesztfeladatok nem feltétlentil tikkrozik a
valosagos tudast. Nem allithatjuk biztosan, hogy az, aki a helyes valasz betiijelét karikazta be,
valoban tudta-e a helyes valaszt, vagy csak taldlomra karikdzott, és véletleniil éppen a jo valaszt.
A hibés valaszt jelolokre mar nagyobb biztonsaggal mondhatjuk azt, hogy nem tudja a helyes
valaszt. Azt azonban, hogy milyen gondolatmenet alapjan jutott arra a valaszra, amit megjelolt,
nem feltétleniil kovetkeztethetlink, hiszen mivel nem jart minusz pont a hibas valaszra,
biintetleniil karikazhatott barmit. Mi sem mutatja jobban a meggondolatlan karikdzas tényét,
mint az, hogy a tesztfeladatokra a 440 esetb6l minddsszesen 21 esetben nem érkezett valasz,
azaz ennyi feladat esetén nem jeldltek meg egyetlen valaszt sem a dolgozatirdk, ugyanakkor a
rovid szamolds feladatoknal 110 esetben maradt liresen a feladat melletti rubrika. Az els6 rész
feladataira aki helyes végeredményt adott meg, arrdl nagyobb biztonsaggal mondhatjuk, hogy
birtokaban van annak az ismeretnek, amelynek meglétét hivatott eldonteni a feladat.

Levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy a tesztfeladatok kevésbé mutatjadk redlisan a
meglévd tudasszintet, mint a szamolos feladatok. Sziikségmegoldasként meégis tobbszor
alkalmazunk — tobbnyire biintetépontos — teszteket. Létjogosultsagukat javitastechnikai okok
indokoljak. Egyrészt gyors €s egyszerii a javitasuk. Masrészt a feltett kérdésre a valasz nem
mindig adhaté meg olyan egyszeri formaban, hogy a javitdé egyetlen szempillantas alatt
megallapithassa, hogy az jo-e vagy sem, ezért kész kifejezéseket kinal fel megoldasként.

Egy ilyen modon Gsszeallitott felmérd dolgozattal elemi tudaselemek meglétére vagy
hianyara tudunk kovetkeztetni, de alkalmatlan arra, hogy tobblépéses eljarasok, algoritmusok
hibait tarja fel, vagy fogalmak, tételek ismeretét mérje fel. A szintfelmérdnek az elobbi a célja.
Az eredmények ismeretében aztan a hallgatd donti el, hogy felveszi-e a felzarkoztatod kurzust,
vagy megprobalja az alapvetd kozépiskolai ismeretek hidnya ellenére a matematika targyakat
abszolvalni.

Még egy kérdés vetddott fel a felsObb éves hallgatok részérdl. Hogyan késziiljenek az
els6évesek a szintfelmérére? Adunk-e Ki olyan feladatsort, amelyen gyakorolhatnak? A
valaszunk az volt, hogy nem adunk ki gyakorlofeladatokat. A szintfelmérdre nem kell késziilni.
Ez a dolgozat egy pillanatnyi matematikai tudasszintet kivan mérni. A céliranyosan ,,0lyan
feladatok begyakorlasa, amilyenek varhatok™, hamis képet adhat a valodi tudasrol. Masrészt
semmilyen hatranyos kovetkezménye nincs, ha a hallgatonak nem sikeriil jol a dolgozat. A
vartnal jobban sikeriild dolgozat abba a hamis illizibba ringathatja az irojat, hogy nincs olyan
nagy baj a matematikai tudasaval, hogy felzarkoztatd kurzusra kelljen mennie.

Osszefoglalo

frasomban a tavalytol ujra bevezetett, Gj formaba ontétt szintfelmérd dolgozatot mint
mérdeszkdzt tekintettem, mely arra hivatott, hogy az egyetemiinkre felvett 1) elsdéévesek
kozépiskolai matematikai ismeretanyaganak egyes tudaselemeit mérje. Ismertettem a dolgozat
célkitlizéseit és az Osszeallitasanal figyelembe vett szempontokat. A dolgozatot magat teljes
terjedelmében nem kozoltem. Osszesitve és feladatcsoportonként is elemeztem az
eredményeket. Néhany feladat kiemelésével ramutattam az alapvetd hidnyossagokra és a
tipushibakra. A dolgozat eredményeit Osszevetettem a kollégédk tapasztalataival azon a téren,
hogy milyen matematikai hidnyossagokat latnak hallgatdink korében. A dolgozat eredményei
¢s a sokéves tapasztalat nagyban egyezett. Végiil értékeltem a dolgozatot, és megéllapitottam,
hogy ebben a formaban alkalmas az egyetemiinkre bekeriild els6évesek kozépiskolai
matematikai tudasszintjének felmérésére.






DIMENZIOK 67
Matematikai K6zlemények
XI. kétet, 2023

doi:10.20312/dim.2023.07

Matematika tanar szakos hallgatok oktatasi készségeinek
hallgatékoézpontu fejlesztése mikrotanitasi kornyezetben

Dr. Polgar Rudolf
ELTE IK
polgar.rudolf@sek.elte.hu

Balint Boglarka Eszter
ELTE SEK BDPK matematika-angol szakos tanar hallgato
boglarkaeb@student.elte.hu

Horvath Anna
ELTE SEK BDPK matematika-torténelem szakos tanar hallgato
thoran@student.elte.hu

Kiraly Tamas
Soproni Egyetem CJFTDI doktorandusz
tamas.kiraly1990@gmail.com

OSSZEFOGLALO. A készség- és tananyagfejlesztési projekt dtletét az adta, hogy a tanar
szakos hallgatok egy kvazi valos helyzetben tehessenek szert tanitasi tapasztalatra mind
verbalisan, mind irasban. Egyuttal a mikrotanitas alatt elkésziilt tananyagok rendezett
médon egy webes digitalis példatar alapjat képeznék, amely altalanos iskolatol a
kozépiskolaig a didkoknak, tanarokoknak segitséget nytjthat az anyagrészek
feldolgozasaban. A kurzusokon a tanarjeloltek megtanulnak szakmailag precizen és
tomoren fogalmazni, gyakorlatot szereznek tantermi tablan irds- és rajzkészségre.

ABSTRACT. The fundamental idea of the skill and study material development project is
that students in teacher training programmes get the chance to gain teaching experience
in realistic situations, verbally, and in writing. Also, the study materials made during the
micro-teachings are to be the basis of a digital collection of exercises, that provide help
for students and teachers from primary to secondary school. On the courses the trainee
teachers learn how to speak and word tasks professionally, precisely, and succinctly, and
improve their skills in writing and drawing on blackboard.

1. Bevezetés

A bemutatasra keriild készség- és tananyagfejlesztési projektet az elmualt harom szemeszter
tapasztalatainak figyelembevételével mutatjuk be, amit az ELTE SEK BDPK matematika
szakos hallgatok részére tartott kurzusokon szereztiink.

A kurzus otletét az adata, hogy a tanar szakos hallgatok egy kvazi valds helyzetben
tehessenek szert tanitdsi tapasztalatra mind verbalisan, mind irdsban. Tanuljanak meg
szakmailag precizen és tomoren fogalmazni, gyakorlatot szerezzenek tantermi tablan iras- és
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rajzkészségre (olvashato tablakép), illetve mindezt Ggy kell megvalositani, hogy az elmondott
¢s leirt tananyag otthon is Gjratanulhaté legyen majd didkjaik szamara.

Ezek mellett meg kell tanulni az elmondottakat értékelni, ami leendé munkajuk soran a
szobeli és irasbeli szdmonkéréseknél feladatuk lesz. A kurzuson az Onkritikanak is el kell
hangzania, a hallgatétarsak és az oktato kritikajat meg kell hallgatni, és érdemi valaszt kell adni.
A kritikdnak mindig valosnak és jobbitd szandékunak kell lenni.

A mai felgyorsult viligban nehéz 1épést tartani a fiatalabb generaciok igényeivel. Masok
az elvarasaik, az elképzeléseik és a sziikségleteik, mint a sziileiknek vagy a tanaraiknak volt.
Ezt figyelembe véve és ehhez probalva alkalmazkodni hataroztunk ugy a projektmunkak
kezdetekor, hogy eltériink a hagyomanyos formaktol. Egy olyan matematikai példatar
elkészitése mellett dontottiink, ami igyekszik kielégiteni a mai gyerekek altal tdmasztott
kovetelményeket, igy példaul segitségiil hivja a kiillonboz6 kozosségi platformokat, amivel
gyorsabb elérést, kozvetlenebb kapcsolatot biztosit, és formatumat tekintve is konnyebben
emészthetd.

Egyuttal, az altalunk fejlesztett digitalis tananyag célja segitséget nyudjtani az altalanos
iskolatol egészen a verseny szintli matematikaig, elsésorban példafeladatok megoldasan
keresztiil. Ez nem helyettesiti az iskolai oktatast, helyette egyfajta kiilsd, otthoni tamogatast
nyUjt, amihez barmikor van lehetdség fordulni. Emellett a témakorokhoz szeretnénk iddvel
késziteni egy kiegészitd blokkot is, amiben be tudjuk mutatni, hogy az adott fejezetben
tanultakat az ¢let mely teriiletén tudja késébb kamatoztatni a hallgato.

2. A Kkurzus célja

Részletesebben, a kurzus célja 6sszetett:

1. mint egyetemi kurzus: a tanarszakos hallgatok, mint leend6 tanarok oraadoi készségnek
fejlesztése: tabla elotti szereplés, rajzok-grafikonok és megfeleld tablakép megvaldsitasa,
Osszefliggd ¢és szakszerli szOveghasznalat, mely alapjan a didkok szdmara otthon is
ujratanulhat6 a leadott tananyag.

2. mint iskolai digitalis tananyag készités: a hallgatoknak egy adott tananyag 6nalld
feldolgozasa, minipéldatar szerkesztése az altalanos iskolai feladatoktol az emelt szinti
érettségin szerepld - versenyszintli példakig. A példakat a kurzus keretében tabla elott kell
bemutatniuk, melyekrdl videdfelvétel késziil (pl. panopto).

Oka kettds:

a) mint online elérhetd tananyag: egyrészt az elkészitett videok egy létrehozando digitalis
adatbazis részét képezik, mely az otthoni tanuldst segitheti az altalanos €és kozépiskolas
didkoknak. Terveink szerint 1étrehoznank egy tudoméanyagi (matematika) strukturalt adatbazist:
a tudomanyag részagakra, majd azok logikailag szétbonthaté csoportjain keresztiil
feldolgozasra keriilne minden témakor, amellyel tanulmdnyaik alatt a didkok taldlkozhatnak. A
strukturdlt haléon konnyen lehetne mozogni témakorok kozott, ami eldsegitheti komplex
gondolkodast igényld feladatok megoldhatosagat.

b) mint a tanarjelolt egyik leendé fontos feladatanak el6készitése — diak értékelése,
osztalyozasa: masrészt a videok visszajatszasa soran elemzésre keriil a tanarjelolt szereplése,
melyre Onkritikat kell gyakorljon, a tankor tarsai észrevételeket tesznek, illetve amelyet a
kurzus oktatdja is véleményez (kritika és értékelés meghallgatasa és feldolgozasa - mint jobbitd
szandéku visszajelzés).

3. mint a jelen és leendd 4&ltalanos és kozépiskolasok generacios tulajdonsagainak
figyelembevétele a digitalis anyagok elkészitésénél: a minipéldatarat azzal a kitlizott
szempontok alapjan kell megvaldsitaniuk (logikai sorrend, egymasra épiilés, teljesség). A
példakbol késziilt videok elkészitése sordn az egyik legfontosabb szempont, hogy leendd
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tanulok, a generaciojuk tulajdonsagait figyelembevéve — pl. révid koncetracios idé — ugymond
rovid, 3 perc alatt komplex informaciokat kapjanak:

- mi a feladat?

- hogy kell megoldani?

- miként lehet a megoldas helyességét ellendrizni?

- milyen alternativ megoldasi lehetéségek vannak?

4. mint mas tudomanyok esetén vald alkalmazhat6sag: a matematikatanar szakos
hallgatokkal k6zos projekt tapasztalatait felhasznalva célunk egy olyan oktatdsi modszertant
kidolgozni, amely mas tudomanyagak is hasznositani tudnak az el6z6 pontokban foglalt fobb
célok mentén: tanar szakos hallgatok felkészitése a tandri palyara, online elérhetd digitalis
tananyagok Iétrehozasa strukturalt formaban, a generacios tulajdonsagok beépitése.

3. A kurzuson részt vevo hallgatok észrevételei

A videodk elkészitése egyszerre a legnehezebb ¢€s legérdekesebb része is a munkanknak.

Minden felvételnek van egy altalanos menete, ami témakoronként némiképp eltérhet
egymastol. Eloszor ismertetjikk a feladat szovegét, amit meg kell oldanunk, ezeket tobbnyire
magunk — a feladatban részvevd tanulok — keressiik, illetve irjuk meg el6z6leg otthon. Ezutan
kovetkezik egy gyors adatlejegyzés, ahol figyelniink kell arra, hogy minden érthetden,
olvashatdan keriiljon fel a tablara. A feladatmegolddsa és maga a szamitds a legérzékenyebb
része a miveletnek. Pontosan tudnunk kell, hogy mit akarunk elérni és ezt hogyan
magyarazhatjuk el agy, hogy egyrészt a néz6 szamara is kdnnyen emészthetd maradjon,
masrészt pedig szakmailag is megfeleld legyen. Ha ezzel is végeztiink, akkor kovetkezik a
valasz ¢és egyéb megoldasi lehetdségeknek az ismertetése — amennyiben a feladat esetén van
ilyen.

A leirtakrol mindenkinek egy hétkdznapi tandrai feladat megoldas juthat eszébe, ami nem
is all tavol a valosagtol. A kiilonbség annyi, hogy szdmunkra minddssze két-harom percnyi
idokeret jut, amiben meg kell ragadnunk a gyerekek figyelmét az iskolan kiviil. Illetve a vided
leforgatdsa utdn még kapunk egy visszajelzést a tobbiektdl, valamint magunkat is lehetdségiink
van Ujra megnézni. Ezek altal a kritikék altal pedig képesek vagyunk é€szlelni a hibainkat és
kijavitani azokat, hogy a jovoben ne kovessiik el azokat. Jelen dolgozatom célja nem t6bb, mint
bemutatni milyen teriileteken van lehetdségiink fejlodni azaltal, hogy részt vehetiink egy ilyen
projektben. Szeretnék ramutatni a kritika hasznossagara és arra, mennyire fontos lenne hasonlo
jelleggel, de kissé talan mas formatumokban Kkiterjeszteni ezt a fajta oktatdsi médot mas
tantargyakra is a tanarképzésben.

Egy feladatsor 0sszedllitdsa kezdetben nehéz és nem is szokott menni elsdre a tobbségnek.
Az esetek jelentds részében inkabb hagyatkozunk mar megalkotott vizsgak feladataira ahelyett,
hogy magunk kezdenénk kitalalni valami Ujat. Ennek okara taldn a legkézenfekvdobb valasz,
hogy nem vagyunk biztosak magunkban, a képességeinkben és nem rendelkeziink megfeleld
tapasztalattal. Egy kezd6 tanar ugyanezzel a problémaval talalkozhat, amikor el6szor szeretne
dolgozatot iratni egy osztalyban. A példatar alkotdsa kozben ezek a nehézségek és
bizonytalansdgok mar az egyetemi évek alatt felszinre keriilhetnek és kis gyakorlassal
orvosolhatok.

A feladvanyok krealasakor pontosan tudnunk kell, hogy mit szeretnénk bemutatni vagy
szamonkérni. Ennek megfelelden kell megfogalmaznunk és varidlnunk a felhasznalhato
Osszefliggések tarhazat. Ismerniink kell az alkalmazhat6 stratégidkat, ligyelniink kell r4, hogy
legyen — a feladat szempontjabol — helyes megoldasa a példanak és nem utolso sorban a szovege
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a tanul6 szdmadra realisnak hasson. Kiilon eldnyt jelentenek az olyan iroményok, amik a didkok
érdeklddési koreivel kozeli kapcsolatban allnak.

Példa: Egy derékszogli haromszog egyik befogoja 30 méter. Milyen hosszi a masik két
oldala, ha a megadott befog6 és az atfogd altal meghatarozott szog 20°-0S?

avagy

Segitsiink az orkoknak! Létrakat készitenek Minas Tirith ostromahoz, de nem tudjak
milyen hossziiakat kellene készitenilik. A fal, amin at kell maszniuk 30 méter magas. Tudjuk
azt is, hogy a létraknak legalabb 20°-os szoget kell bezarniuk a fallal ahhoz, hogy stabilan
megalljanak (1. abra). Milyen hosszu 1étrakat épitsenek az orkok, és milyen messze tamasszak
le 6ket a faltol, hogy fel tudjanak mészni rajta?

Tanarként fontos célunk lenne, hogy a gyerekek érdeklédését képesek legylink felkelteni
¢és fenntartani. Ezt elosegithetjiik mar a feladatok megfogalmazéasanal is, ahogy a fenti példa is
mutatja.

30 m

1. abra

Osszefoglalo

A felvételek készitése €s visszajatszasa altal a tanarszakos hallgatoknal konnyebben
elemezhetd az adott ,mini tanéra”: tablakép, olvashatdsag, érthetéség, szakmailag korrekt
fogalmazas hasznalata.

A ,mini tandrar6l” Onkritikat és kritikat kell adni, mely a hallgatok leendd tanari
munkdjaban a didkjaik értékelésénél lesz fontos szerepe. A kritikdknak objektivnek kell lenni,
meg kell tanulni, hogy ez nem lehet sértd, ennek segitd szerepe kell legyen.

A kurzuson 2-5. évfolyamos hallgatok vettek-vehetnek részt. Nagyon fontos része az
egymastol, sajat korosztalyuktol valo ,tanitani tanulds”. A ko6zos kurzus egyben eldsegiti az
évfolyamkozi kommunikaciot és tapasztalatcserét is.

A tananyag (helyes, preciz, tomor megoldasok) digitalis feldolgozéasa, a strukturalis
felépités és az adatbazis létrehozasa mellett fontos szerepet kapnanak a ,baki videok”. A
,»helyes” megoldasokat barki szamara elérhetdvé tennénk (hallgatok, oktatok, didkok), mig a
,baki” videok csak a tanarképzésben részt vevd hallgatdk és oktatok szamara, mint modszertani
tanulsagok szolgalnanak.
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Az ellipszis-rogzités altalanos esete

Hajdu Endre
Soproni Egyetem

OSSZEFOGLALO. A geometriai rogzités masodik tipusdnak és az ellipszis rogzitésének
rovid ismertetése egy specialis esetben. A harom ponttal rogzités altalanos esetében a
rogzitési centrum azonos a rogzitési pontok alkotta haromszog Fermat-pontjaval.

ABSTRACT. It is a short presentation of the second kind of geometric fixing and fixing
the ellipse in a special case. Applying the three point fixing in the general case, the centre
of fixing is the Fermat-point of the triangle formed by the three fixing points.

1. Bevezetés, alapdefiniciok

Ez a dolgozat a szerzé korabbi [1] irasahoz csatlakozik, mely a rogzités-geometria
alapfogalmainak ismertetése utan, az ellipszislemez masodfaji rogzitésének egy kiilonleges
lehetdségét targyalja. A témakor irodalméanak sziikdssége miatt indokoltnak tlinik az el6zd
dolgozatban ismertetettek rovid felidézése; az alakzatok mozgathatdsaganak kizardsa, azaz
rogzitése, fixnek tekintett pontokbdl 4116 r6gzité pontrendszerrel is lehetséges. Ha az alakzatnak
csak eltolasait zarja ki a rogzitd pontrendszer, elsdfaja rogzitésrol beszéliink, ha az alakzat
elforgatésait zarja ki, akkor masodfajinak mondjuk a rogzitést, mely esetleg kizarja az alakzat
eltolasait is. Mindkét fajta rogzitésmod esetében legalabb annyi pontbdl kell allnia a rogzitd
rendszernek, amennyi elegend6 a mozgasfajta kizarasahoz. Masodfaju rogzités esetén egy
sikalakzat, pl. egy sokszoglemeznek az elforgatasat mar egyetlen rogzit6 pont korlatozza; a
lemez h hatar egyenesén (szakaszan) elhelyezett R rogzité pont kizarja mindazokat a pozitiv

iranyt elforgatasokat a sikban, melyek centruma az n tdmasz egyenestdl jobbra vannak
(1. abra).

1. abra

Az n hatar egyenesii félsik pontjai alkotjak a pozitiv forgasiranyu elforgatasokbol kizart
centrumok tartomanyat. A hatarvonal szaggatott vonallal rajzolt félegyenese nem tartozik a
kizart centrumtartomanyhoz. A tdmasz egyenesre tiikrozve a pozitiv kizart centrumtartomanyt,
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jutunk a negativ kizart centrumtartomanyhoz, melynek pontjai koriil a negativ iranyt
elforgatasok vannak kizarva. Megmutathatd, hogy példaul egy haromszog-lemez (2. abra)
masodfaju rogzitéséhez legalabb hiarom rogzitd pont sziikséges, s az eredményes rogzités
feltételei a kovetkezok:

l. A tdmasz egyeneseknek egy (esetleg idealis) pontban kell metszddniiik.

1. Az iranyitott tAmasz egyenesek paronkénti hajlaszogeinek dsszege 360°.

IIl. A tdmasz egyenesek kozds Cr pontjanak, a rogzités centrumanak, legalabb egy + és
egy — elojeli kizart centrumtartomanyhoz kell tartoznia.

Az olyan rogzitd rendszert, melynek nincs folosleges (elhagyhatd) pontja, nevezik primitiv
rogzitd rendszernek. A haromszég-lemeznek a hdrompontos, (centralis) rogzitésen kiviil van
négypontos primitiv rogzitd rendszere is. Az olyan konvex lemezek esetében, melyek pereme
(hatarvonala) nem sokszog, a rogzités elve azonos a fontebb latottal, vagyis: ki kell zarni az
elforgatasi kozéppontokat, a forgascentrumokat. A kizart centrumtartomanyok az ilyen
esetekben is félsikok, de nem azonosak az egyenes peremii lemezek esetére érvényes
félsikokkal, azaz centrumtartomanyokkal. Ha a lemez R rogzitd pontjanak kornyezetében a
hatarvonal O kozéppontt koriv (3. abra), akkor a lemez P pontja koriil a lemez nem forgathato
elagy, hogy PQ szakasz Q pontjaaz R ,,f61¢” keriiljon, mivel £ < a miatt a PQR haromszégben
az R csuccsal szemben 1év6 oldal nagyobb, mint a Q-val szemben 1évé. Ennek alapjan: ha a
peremnek a rogzitd ponttal szomszédos pontjat tamasztasi pontnak nevezziik, akkor az O - t6l
a tamasztasi pontig terjedé szakasz pontjai O kivételével kizart centrumok; az abran sraffozas
jelzi, hogy a + forgasirany szempontjabol az OP egyenes altal hatarolt (jobbra esd) félsik a
kizart centrumtartomany, melyhez nem tartozik egy O kezddponti és egy R kezddponta
félegyenes.

3. abra

Ha a perem simulokore a rogzitd pont kdrnyezetében dtmetszi a peremet (4.a abra), akkor
az O-tol R-ig terjedd szakasz pontjai nem tartoznak a + kizart centrumtartomanyhoz. A 4.b abra
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a negativ kizart centrumtartomanyt szemlélteti, mely esetben az emlitett OR szakasz a kizart
negativ centrumtartomany pontjaibol all.

4. abra

2. Ellipszis rogzitése

A részben vagy egészében gorbe peremil lemezek harompontos rogzitésével is foglalkozo
[1]-ben, az ellipszist rogzitd egyik pont a gérbe nagytengelyének végpontja (5. abra), s a Cr
rogzitési centrum is az emlitett tengelyen van.

|
%o

5. abra

Abban az esetben nem jelentett problémat a tovabbi két rogzitd pont kijelolése, vagyis a
megfeleld ellipszis-normalisok megszerkesztése; azonban az ellipszis valamely tetszéleges
bels6 pontja nem tekinthetd rogzitési centrumnak. Van lehetdség ennek a nehézségnek
megkeriilésére. Az ellipszis koré irt szabalyos érintd haromszogek szerkesztése soran a
haromszdg-oldalak és az ellipszis érintkezési pontjaihoz tartozd normélisok egy pontban
metszik egymast (6. abra); ennél fogva mivel a normalisok paronként 120°-ot zarnak be
egymassal, a normalisok k6z0s pontja az érintéspontok alkotta haromszdgnek Fermat-pontja.
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Ahhoz, hogy a normalisok k6zos pontja Cr pont, be kell latni, hogy teljesiilnek a méasodfaju
rogzités feltételei. Az 1. feltétel azért teljesiil, mert az R1 és az Rz rdgzitd pontokhoz tartozo
tamasz-normalisok egymassal bezart szogérdl tudjuk, hogy az 120°, tehat a két egyenes
metszéspontja rajta van egy ekkora 1atoszoghdz tartozo latokoriven. Az Rz és Rs majd az Rs és
R1 egyenesparok metszéspontjai ugyancsak egy-egy latokoron keresendok, ezért a szerkesztés
annak a haromszognek a Fermat-pontjat eredményezi, melynek cstcsai az ellipszis koré irt
szabalyos haromszog érintés-pontjai, vagyis a rogzitd pontok. A II. feltétel ugyancsak teljesiil,
mert a tdmasz-normalisok a szabalyos érintd haromszdg oldalaira merdlegesek, ennél fogva a
szogfeltétel biztositva van. Mivel — példaul — Ry és Rz az ellipszis nagytengelyének kiilonbozo
oldalara esnek, a gorbiileti viszonyokat figyelembe véve és a 4. abraval kapcsolatos
megallapitasok alapjan a Cy rogzitési centrum az Ry + eldjelii kizart centrumtartomanyba esik,
mig Rz az ellenkezd eldjeliibe, és minden szabédlyos érintd haromszog esetében talalhatd a
nagytengely kiilonb6z6 oldaldn 1€v6 rogzitd pontpar, ezért a II1. rogzitési feltétel is teljesiil.

6. abra

Megemlitendd, hogy az ellipszist érint0 szabalyos haromszogek egy adott ellipszis esetében
is kiilonb6zé méretliek, a kiilonbozd koriilirt szabalyos érinté haromszogekhez tartozo Cr
pontok egy masik ellipszist alkotnak, melynek tengely-végpontjai a 7. abran lathatd
szerkesztéssel nyerhetdk.
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OsSZEFOGLALO. Ebben a rovid jegyzetben azt vizsgiljuk néhdny konkrét példa alapjan,
hogy lehetséges-e érdekl6ds kozépiskolds didkoknak a matematika tananyagot a kozépiskolds
szintet meghaladé matematikai problémakkal kiegésziteni szamitégépes segitséggel.

ABSTRACT. In this short note we investigate via some examples the possibility of extending
the mathematics curriculum of high school pupils with interesting extracurricular mathemati-
cal problems utilizing computational modelling.

1 Bevezeto

Néhany konkrét példan keresztiil azt vizsgaljuk, hogy lehetséges-e a kozépiskolai matematika
tananyagot a kerettantervi kovetelményeken tulmutatd érdekes témadkkal kiegésziteni, tovabb
segitve ezzel a didkok kompetencidinak fejlesztését. Egy ilyen téma feldolgozdsa soran figyelni
kell arra, hogy a didkok mar rendelkezzenek a témdhoz minimalisan sziikséges matematikai,
idegen nyelvi és informatikai (djabban digitélis kultira) ismeretekkel. Egy ilyen téma fel-
dolgozasanak tobb szintje képzelhet6 el. A legegyszerilibb, hogy tanorai keretben megnéziink
egy rovid vide6t és irdnyitottan megbeszéljiik a tananyaghoz val6 kapcsoldédasat. A jobban
érdekl6ddk vagy emelt szintli csoportban tanuldk szdmadra lehet nem kotelez6 hazi feladatként
adni, hogy nézzenek utdna néhany kulcsszoénak a megfelel internetes forrasokban (pl. Wikipe-
dia, Youtube stb.), sajat maguk is probaljdk a latottakat — esetleg célszerlien leegyszerlsitve —
reprodukalni. Ennél is magasabb szinten az el6z6 felderitd munka folytatdsaként 6sszefoglal-
hatjdk az egyéni tapasztalataikat egy kisebb 1¢élegzetli projektmunkaban. S&t, a legmagasabb
elvarhaté szinten tovdbbgondolhatjdk a megfigyelteket, sajat kérdéseket tehetnek fel és vala-
szolhatnak meg 6néll6 vagy irdnyitott kutatomunka keretében. Mivel az ilyen kiegészit6 témak-
ban nem varhat6 el kozépiskolds didkoktdl a szakirodalmi szinti bizonyitasok, levezetések
kigondolésa, ezért nagy szerepet kaphat a szamitogépes modellezéssel timogatott projektmunka.
Itt gondolhatunk barmelyik programra, amivel az informatika keretében a didk megismerkedik,
pl. Excel, Geogebra, Python stb. Mivel a legtobb internetes forrds idegen nyelvl (legféképp
angol), ezért az ilyen témdk feldolgozasa kozben fejlédik a didk idegen nyelv ismerete is.

Ezen rovid jegyzetnek nem célja, hogy teljes korli médszertani javaslatokat tegyen, csak
néhiny példan keresztiil illusztralja a bevezetdben felvetett lehet6séget.

KULCSSZAVAK. szamitogépes modellezés, matematikai problémaék, kozépiskolasok
KEYWORDS. computational modelling for secondary school pupils, mathematical problems
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2 Néhany példa

Az els6 példa a kozépiskolai matematikaban az utébbi években egyre nagyobb teret nyerd
statisztikdval kapcsolatos és egy a mindennapi szdmhaszndlat sordn el6fordul6 érdekes jelensé-
get ir le. Kiterjedt megfigyelések szerint bizonyos tulajdonsiagu, szamokat tartalmaz6 adat-
sokasdgban a szamok legelsé szdmjegyének eloszldsa nem a nagyon gyakori egyenletes vagy
normalis eloszlasokat koveti, hanem a Benford-torvényt, 1d. [8], [11]. A jelenség feldol-
gozésat érdemes pl. az "ARTEde” YouTube csatorna [ ] rovid videdjanak megnézésével kez-
deni (de van tobb j6 vided is a YouTube-on), majd csak ezutdn folytatni a fent idézett Wiki-
pedia cikkekkel. A didkok ezutdn egy rovid projekt keretében megvizsgalhatnak egy bizonyos
szamadat-halmazt (pl. aruhazi drkatal6gus mint az 1. képen) é€s megfigyelhetik, hogy az altaluk
vizsgalt adatok illeszkednek-e a Benford-torvény szerinti eloszldshoz. Ehhez persze el6zetesen
sziikség van a logaritmus ismeretére is, azaz ez a projektmunka legkordbban 11. évfolyamon
végezhetd el, de ekkora mar a didkok megfelel6 szintli felhaszndléi ismeretekkel rendelkeznek
valamely tabl4zatkezel$ alkalmazdsban, amivel tetszet8s kivitelezésben készithetik el a projekt-
munkdjukat. Egy ilyen projekt, annak ellenére, hogy nem til nagy erdbefektetést igényel,
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Figure 1: Benford-torvény szemléltetése

eredményével a didkok szemében jOl aldtdmaszthatja a statisztika mindennapi alkalmazhat6sa-
gat. Sot, ezen téma feldolgozasakor sz6t ejthetiink arrdl is, hogy vannak fontos esetek, amikor
fenntartasokkal kell kezelni egy statisztikai torvénybdl kapott eredményt, 1d. pl. [6].

A masodik példat is érdemes egy rovid videdval felvezetni, ami a "Numberphile” YouTube
csatorna kindlataban taldlhat6 [4] film. Ez tulajdonképpen egy mindenki szamara jol kovethe-
t6 feldolgozasa a [3] szakcikknek, amely a kétsziilGs leszarmazas egy egyszerli matematikai
modelljét targyalja. Ebben kiindulunk egy adott szamu egyedet tartalmazd populdaciobdl (a nul-
ladik generacid) és egy ugyanannyi egyedet tartalmazd sziilé populaciobodl (az elsd genericio).
Majd minden nulladik genericiés egyed véletlenszerien védlaszt maganak két sziil6t az elsé
generdciobdl. Ezutdn ezt a folyamatot ismételjiik tovabb egyre tobb felmend generaciot képezve.
A folyamat akkor all le, amikor megjelenik egy olyan felmend genericio, amelyben minden
egyed vagy leszarmazasi kapcsolatban van (azaz 6se) minden nulladik generacios egyednek
vagy nincs a nulladik generdcidban egyetlen leszarmazottja sem (ez lesz az univerzalis §sok
generdcidja). Ezen cikk f6 eredményét illusztralja a [12] weboldalon olvashat6, képletektdl
mentes, a témat torténelmi kapcsolddason keresztiil bemutat6 irds, s6t ehhez kapcsolhaté még
a [5] cikk is, amely bioldgiai-genetikai informdciokkal egésziti ki a témat. Természetesen a
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Wikipedia-n is taldlhatunk kapcsol6dé cikkeket, 1d. [9], [10]. Tanérai feldolgozasa tobb szinten
is lehetséges. Legegyszeriibb esetben (akdr mar 9. évfolyamon) haszndlhatunk dobdkockakat
mint a fent hivatkozott videéban, de nem sziikségszertien 6-oldalit, hiszen kereskedelmi for-
galomban elérhetd 4, 10, 12 és 20 oldalu is. Paros- vagy csoportmunka keretében jitékosan
el6allithatunk ilyen leszdrmazasi grafokat, majd az eredményeket 0sszehasonlitva megfogal-
mazhatunk megfigyeléseket. A kozos 8sok megjelenésére adott [3]-beli eredményeket azon-
ban csak 11. évfolyamon, a logaritmus ismeretében, megfeleld statisztikai szemléletmdd bir-
tokdban és a valdszinliség fogalméanak alaposabb megértése utan érdemes feldolgozni. Ekkor
mar nem dobokockdval érdemes a szimuldciét végezni, hanem jobb azt programmal meg-
valdsitani, egyszerlibb esetben a forraskddot a didkok rendelkezésére bocsatva, de esetleg egy
tehetségesebb didk maga is megtervezheti a kddot. Kis programozési ismeret birtokaban is lehet
mar nagyon tetszetds, mégsem trividlis dbrdkat-elemzéseket csindlni mint pl. a 2. és 3 képeken.
Megvizsgalhatd, hogy [3] cikkben az univerzalis k6zos 6sok megjelenésére vonatkozo elméleti

asi graf, amelyben a acionként 12 Lesza asi graf, amelyben a aciosza aciénként 20 Leszarmazasi graf, amelyben a aciészam generacionként 100

Figure 2: Leszarmazasi grafok kiilonboz6 méretii populdciok esetén
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Figure 3: Univerzdlis kozos 8sokkel €s kihalt vérvonalakkal kapcsolatos elemzések

joslat hogyan egyezik a szimuldcidval (1d. 3. abra balra és kdzépen). Vagy példaul megfigyel-
hetd, hogy mig a felmend generdcidkban az univerzdlis kozos 6s6k szama novekedik, addig a
kihalt leszarmazdsi 4gak utolsé egyedeinek szama egy atlagos érték koriil ingadozik (1d. 3. dbra
kozépen). Mindenféle elméleti meggondolas nélkiil szamitogépes segitséggel megvizsgalhatd,
hogy ez az atlagos ért€ék hogyan fligg a generaciok egyedszdméatdl (Id. 3. &dbra jobbra). Per-
sze l1étezik egy elméleti képlet is, aminek a levezetése szépen példazza a kozépszintl érettsé-
gin is elvart logikai szita hasznédlhatésagat: az egy generacidbeli leszdrmazott nélkiili egyedek
szamdnak varhato értéke eszerint

n—1 2n n—k—1 2n
n—1 k n—=k k41
: 1——) — —1)* 1——
PG| R e ()R )
k=1 =1
ahol n jeloli a generaciok 1€lekszamat. (Habar ennek a képletnek a numerikus kiértékelése nagy
n esetén ebben a formajaban problémads.) Lehetne tovabba egy masik szimulaciét programozni,
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amelyben a generdcionkénti egyedszdm véltozik, meg lehetne vizsgalni a teljes leszdrmazdst
megjelenitd graf szdmos tulajdonsagat, stb: a tovéabbi vizsgalatokra inspirdl6é kérdések és pro-
jektotletek tarhaza szinte kimerithetetlen. Ez lehet6séget ad a didkoknak sajat kutatomunkaéra,
és nem utolsésorban esztétikus eredményt lehet produkélni bel6le egy projekt végén. A témanak
tobb kapcsolodasa is van a matematika kerettantervi és €rettségi kovetelményekhez: halma-
zok, gréafok, valdszinliség, statisztika, logaritmus; s6t mutatja a matematikai modellalkotas adta
lehetdségeket mas teriileteken.

A harmadik példa - mint az el6z6 kettd is - az elmult években a kozépiskolai matema-
tika tananyagban egyre hangsulyosabb szerepet kap6 valdszinliségszdmitidshoz, tovdbba még
a sorozatokhoz, a statisztikdhoz, sot a fiiggvényekhez is kapcsolédik. Ez a koevolicié Bak-
Sneppen modellje [7], amit a megalkotdi a [?] cikkben elemeztek. Ebben egy adott szdmu
fajbol all6 populdcid evolucidjat vizsgéljak ugy, hogy minden fajhoz hozzarendelnek egy fitnesz
értéket a [0; 1] intervallumbdl (jellemezve ezzel a faj életképességét), majd minden evoliicids
1épésben kivalasztva a legkisebb fitnesszel rendelkezd fajt €s a szomszédait, azok fitnesz értékeit
véletlenszertien vélaszott értékekkel cserélik ki. Ez ugyan az evolici6 egy egyszeri modellje,
de mégis sok tanulsdgos megfigyelést tehetiink vele: példaul mennyit novekedik az atlagos
faji fitnesz, €s ez hogyan fiigg az evolucids 1épések szamatol; hogyan csokken a faji fitnesz
szOrdsa (azaz mennyire valik homogénebbé a populdcid), milyen eloszlast mutat faji élettartam
az evoldcidban, stb. Ezek a vizsgélatok egyszertien kédolhatok, lehet veliik kapcsolatosan
szamitasokat végezni, animéacidkat, diagramokat késziteni, s6t az eredeti modell médosithatd dj
otletekkel (amit a szakirodalomban persze sokan meg is tettek), emiatt kivaléan alkalmas 6nallé
vagy csoportos projektmunkara. Errdl néhany példa a 4. dbran (van kozottiik animaciobdl
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kiragadott allokép is): Habar az el6z6 példdk inkabb alkalmazott jellegliek voltak, szdmos,
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Figure 4: Bak-Sneppen modellel kapcsolatos vizsgalodasok

kozépiskolaban elSkeriild elméleti matematikai ismeret ugyancsak szemléltethetd egyszertien
kédolhaté programmal. Igy feldolgozhatjuk példaul az RSA kédoldsi rendszer alapjait képekkel
illusztralva a szdmelméleti ismeretekhez a 11. évfolyamon mint pl. a 5. dbrdkon. A 12. évfolya-
mon a sorozatok témakorben a kotelez6 szamtani és mértani sorozatokon feliil széba hozhaté a
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RSA kulcsok kitevéi RSA kéd-iizenet parok Uzenet és kédja kozotti atlagos tavolsag A 35 palyéja a 3 kitevovel vald ismételt hatvanyozas
p=101 and q=193 e=11 és d=3491 kitevék esetén p=101 és q=193 esetén soran modulo 43: [35, 4, 21, 16, 11, 41, 35]
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Figure 5: RSA-val kapcsolatos vizsgalddasok

logisztikus sorozat viselkedése €s ennek kapcsan a kdoszelmélet alapjai mint pl. a 6. abrakon.
Csak felvillantdsképpen néhany tovabbi kép valtozatos témakban a 7. dbran: sikbeli ponthalmaz

Xp41= 1% (1= X,) logisztikus sorozat Xn+1=1 X (1= Xy) logisztikus sorozat Xn41 =X, (1= X,) logisztikus sorozat Xn41= Xy (1=, logisztikus sorozat
=28, %= 0.9 esetén =36, x,=0.99 esetén r=3.8284271247461903, X, = 0.99 esetén r=3.9, %= 0.9 esetén
8 n=98 n=98 n=98

n=9¢

Figure 6: Logisztikus sorozat és kdosz illusztracio

Voronoj-diagramja €s szinezése egy beépitett algoritmus alapjan a lehet6 legkevesebb szinnel
(4 szin elég lenne!) Ggy, hogy a szomszédos csicspontok mas szinliek legyenek (9. évfolyamon
felez6merGleges és grafok témakhoz); Cantor-parositas |0; 1[-r6] egységnégyzet belsejére (9. év-
folyamon halmazok szdmossdga témahoz) és egy véletlen bolyongas egy Erdés-Rényi grafon
animdci6 utolsé képkockdja mellette a graf csticspontjainak és a bolyongéasbeli csicspontoknak
a fokszdmeloszlds Osszehasonlitdsa (sok ismeretet igényld Osszetett feladat emelt szintl cso-
portban tanul6knak).
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Figure 7: Illusztraciok - Voronoj diagram, graf szinezés, Cantor-parositas, bolyongas grafon
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Osszefoglalis

Ebben a jegyzetben néhany példat mutattam be, hogy lehetséges a kozépiskolai tananyag szine-
sitése érdekes, modern matematikai eredményekkel, ha igénybe vessziik a szamitogép adta
lehetdségeket. Akdr csak egy ilyen példa kozépiskolai feldolgozhatdsadganak teljes modszertani
vizsgélata messze meghaladja egy ilyen iras kereteit, ezért csak Otleteket villantottam fel roviden.
Ilyen témak megtaldldsa nem kiilonosebben nehéz, hiszen sok ingyenes tudomany népszer(isitd
oldal 1étezik a YouTube-on videds (pl. Veritasium, Numberphile, 3Bluel Brown, PBS Infinite
Series, ARTEde-Mathewelten stb.) vagy mdshol olvashat6 (pl. QuantaMagazine, Scientific
American, Wikipedia stb.) formdban. Az ebben a jegyzetben felvillantott és tovabbi nagyon
érdekes témakkal a szerz6 is ezen internetes forrasokban talalkozott eloszor. A bemutatott
képeket a Python programozasi nyelv (python.org), a NumPy (numpy.org), a SciPy (scipy.org),
a NetworkX (networkx.org) és a Matplotlib (matplotlib.org) felhasznaldsaval a Jupyter Note-
book (jupyter.org) kornyezetben készitettem.
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