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OSSZEFOGLALO. A dolgozatban az altalanositott Cayley-Dickson-féle —eljarassal
megkonstrualjuk az altalanositott komplex szamok C,, az altalanositott kvaterniok H,g, az
altalanositott oktoniok Q4p, €s az altalanositott szedenidk S,p,s algebrajat. Minden véges
dimenzids asszociativ algebra izomorf a teljes matrixalgebra alkalmas részalgebrajaval. A C,
¢s a Hyp asszociativ, de az Qgup, €s az S,p,s nem asszociativ algebrdk. A probléma
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ABSTRACT. In this paper, with the use of generalized Cayley-Dickson process we construct the
algebra of generalized complex numbers C,, the algebra of generalized quaternions Hg, the
algebra of generalized octonions Qz, and the algebra of generalized sedenions S, 5. Any
finite dimensional associative algebra is isomorphic to a subalgebra of total matrix algebra.
The C, and Hp is associative, but the algebra O, and S,p,s IS not associative. To
overcome this problem Zorn, M.A. defined vector-matrix representation of split octonions
algebra in 1931. In the last section of the paper, we construct the vector-matrix representation
of generalized sedenions Sz, s.

1. Bevezetés

Ez a dolgozat a szerz6 altalanositott oktoniokrol 2023-ban megjelent [10] munkéajanak szerves
folytatasa. El0szor kiegészitjiik az altalanositott oktoniok algebrajara vonatkozd ismereteket,
majd megalapozzuk az altalanositott szedeniok algebrajat.

A Cayley-Dickson-féle [3] megkett6zési eljaras Albert[1] altal értelmezett altalanositasat
felhasznalva tobb 1épésben egymasra épiilo algebrak egész sorozatahoz juthatunk igy el.
El6szor a valos szamok R struktirajabol, mint 6nmaga feletti 1-dimenzios algebrabdl kiindulva
a megkettdzési eljarassal nyerjiik az altalanositott komplex szamok C, (a € R) 2-dimenzids,
neutralis elemes, kommutativ és asszociativ algebrajat. Az a =1 értékadas esetén a klasszikus
Gauss-féle komplex szamokat eredményezi az eljarés.

Ezutan ennek a C, algebranak a megkettézésével juthatunk el az 4ltalanositott kvaterniok
Hgp (B € R) 4-dimenzids, neutralis elemes, nem kommutativ, de asszociativ algebrajahoz. Az

a = [ =1 valasztas mellett a klasszikus Hamilton-féle kvaterniok adédnak.

1 ENGLISH TITLE. The algebra of generalized sedenions and vector-matrices.
KuLcsszAVAK. Cayley-Dickson eljaras, altalanositott oktonid, altalanositott szedenio, Zorn-féle
vektor-matrix.
KEYWORDS. Cayley-Dickson process, generalized octonion, generalized sedenion, Zorn vector-
matrix.
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Ezen Hgp struktira megkettézése vezet el az dltalanositott oktoniok Qgp, (¥ € R)
8-dimenzios, neutralis elemes, nem kommutativ, nem is asszociativ, de alternal6 algebrajahoz.
Az a=p=y=1 ¢érteckek valasztasdval a klasszikus Cayley-Graves-féle oktoniok
szarmaztathatok az eljarasbol. Dolgozatunk eldz6 részében lényegében eddig jutottunk el a
[10] felépitésben.

Az Qgup, struktira megkettézésével tudjuk majd ezutan értelmezni az éltalanositott
szedeniok S,p,s (6 € R) 16-dimenzids algebrajat, s megvizsgaljuk annak legfontosabb
algebrai tulajdonsagait. A dolgozat utolsd fejezetében pedig megadjuk az altalanositott

crer

2. Az altalanositott oktoniokrol

Ebben a fejezetben kiegészitjilk az altalanositott oktoniokra vonatkoz6 azon ismereteket,
amelyek sziikségesek a dolgozat késobbi részeihez.

Az €l6z6 dolgozatban bemutatott felepites eredményeként az Qp, struktiraban, mint R
feletti vektortérben létezik egy olyan, {e;}/_, altaldnositott oktonio-egységeknek nevezett
elemekbdl allo bazis, amelyben a bazis elemei kozott érvényes a [10] dolgozat végén
bemutatott Cayley-féle szorzotabla.

Minden o € Qgp, elem egyértelmiien irhato fel ekkor

(1) 0=X_0a;e

alakban, amelyet az altalanositott oktoni6 valés algebrai alakjanak neveziink. Az Q g, algebra

egy olyan 8-dimenzios, R test feletti vektortér, amelyben érvényesek az alabbi szamolasi
szabalyok:
Skalarral valé szorzas, har € R,0 =Y/ _,a;-e; € Ogpy » akkor

(2) rro=r-lo0a; ) =No(r-a) e €0, ,
Osszeadas,hao =Y/ _qa;-e;,0' =X]_b; - e; € Oyp, , akkor
(3) o+o' =%l oa; e+ XN_ob;e; = Ni_o(a; +b;) e € Qgpy .

Az Q4p, algebra szorzasi miivelete pedig egy bilinearis leképezés, igy a struktira e
szorzasi mivelete disztributiv az §sszeadasra nézve, amelyet az oktonio-egységek Cayley-féle
szorzOtablaja teljesen €s egyértelmiien meghatarozza:

; _ v’ _v7
Szorzas,hao =Y /_ya;-¢;,0' = i=obj - €j € Qgp, , akkor

(4) 00" =ELoai ) (Z]=obj¢) =2l ;=0(ai-b;) - (e; - ¢) € Oppy .

Tovabbi részletek a [9] dolgozatban talalhatok.

Az 0=Y]_oa; e €Oy, elem konjugaltion az 6 =ay ey — Ni-1a; € € Oyp,
altalanositott oktoniot értjlk.

Konnyen belathatjuk, hogy a konjugalt képzésére vonatkozdan teljesiilnek a kovetkezd
Osszefliggések: Har € R és 0,0" € O, , akkor

a) 0=0 involutiv
b) T-0=71-0 homogén
c) o+0 =0+0" additiv

d) 0-0=0"0 anti-mutiplikativ.
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Egyszerii szamolassal igazolhatjuk a kovetkezd allitas helyességét.
Hao = ;-7=0 a;-e; € @a/;y ) akkor
0-0=0-0=aj+aa?+ Bas+ apfa3 +yai+ ayat + PyaZ + afya’ € R.
Az 0 € Qg4p, altalanositott oktoni6 normdajan a fenti allitisban szerepld valos szamot
értjiik, azaz
(5) N(o):=0-0=0"0€R.
A Cayley-Graves szamok O struktirajara vonatkozo megfelelé tétel [5] természetes

altalanositasaval analog modon bizonyithaté a kdvetkez6 allitas:
Hao,0" € Qgp, , akkor
(@ N(o-0")=N(0) N(0"),anorma egy multiplikativ fliggvény,
(b)  az o € Qyp, elem invertalhaté pontosan akkor, ha N(o) # 0,
(c) ha 0,0" € Qgp, invertilhaté elemek, akkor o-o0' € Qgp, is invertalhato és
érvényes az (0-0")71 = (0")71 - (0)7 ! Bsszefiiggés.

Azo=%]_oa; e ,0 =X]_ob;e; € Qpup, clempér skaldris szorzatan az
(6) 000" :=agby + aa;b; + Ba,b, + afazb; + yasb, + ayasbs + Byaghg +
afya;b; € R

valds szamot értjiik.
Egyszert direkt szamoléssal lathatjuk be a skalaris szorzat alabbi tulajdonsagait:
A o:Qqpy X Ogp, = R, (0,0) = 000" egy szimmetrikus bilinedris leképezés, har € R,
0,0',0" € Qgp, , akkor
(@ 000 =0 o0, kommutativ,
() (r-o0)oo' =00o(r-o0)=r-(0°0"), homogén,

(©) (0+0')o0" =000"+ 000", askalaris szorzas disztributiv az sszeadasra
nézve.
Azo=Y_,a; e € Q4p, altaldnositott oktoni6 valds részén (skaldr rész) az
(7) S(0):=ay €ER

valds szamot, képzetes részén (vektor rész) pedig a
(8) V():=U=Y/_,a; ¢ €R’

elemet értjiik.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy minden o = Y./_,a; - ¢; € 04py €lem egyértelmiien irhato
fel

(9) o0=50)+V()=ay+U
alakban, amelyet az altalanositott oktonié Hamilton-féle alakjanak nevezziik.

Ha egy o € Qgp, 4altalanositott oktoniéra S(o) = 0 teljesiil, akkor tiszta képzetes
oktoniorol beszéliink, ezek halmazat Im((O)aBy) szimbolummal jeldljiik.

HaU=Y/_,a;-¢,V=Y_,b-e € Im(@aﬁy) két tiszta képzetes oktonio, akkor ezek
szorzatara egyszerll szamitas eredményeként érvényes az alabbi Osszefliggés:
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(10) U-V =—(aa;b; + Bayb, + afaszb; + yasb, + ayasbs + fyaghe +
afya;b;) + [(Baybs — fazb, + yasbs —yasby — fyagh; +
fya;bg)es + (—aa bz + aazb; +yasbs + ayasb; —yaghy —
aya,bs)e, + (a;b, — aby +yash; —yasbg + yaghs — ya;by)es +
(—aa,bs — Ba,bg — aBasb; + aasb, + Bagh, + afa;bs)e, + (a;by —
Bazb; + Bazbg — ayby — Baghs + fazby)es + (aaib; + azby —
aa3b5 - a4b2 + aa5b3 - aa7b1)e6 + (_a1b6 + azbs + a3b4 - a4b3 -
asb, + agby)e;]

E két tiszta képzetes oktonid U o V szimbdolummal jeldlt skalaris szorzatan a (10) eléallitas
elsd, gombolyli zardjelben szerepld kifejezését, U X V szimbolummal jeldlt vektorialis
szorzatan pedig a (10) eléallitas masodik, szogletes zardjelben szereplé kifejezését értjiik. igy
tehat érvényes az

(11) U-V=—=UoV)+[UXV]

eléallitas. Az Im((())a[;y) halmazban értelmezett o skaldris szorzat maga is egy szimmetrikus
bilinedris leképezés, amely a Qg4p, struktura szintén o jellel jelolt skalaris szorzatanak
lesziikitése.

Egyszerli, bar hosszadalmas szamolassal igazolhatjuk, hogy az Im((())a[;y) halmazban
értelmezett X vektorialis szorzat pedig egy anti-szimmetrikus bilinearis leképezés, amelyre
teljesiilnek az alabbi dsszefliggések:

Har € R,U,V,W € Im(0,p,), akkor

@) V xU=—(UxV), anti-kommutativ,

(b) (r-U)yxV=Ux(@-V)=r-(UxV), homogén,

ha az Im(@aﬁy) struktaraban a skalarral valé szorzast az Q4p, algebra megfeleld
miiveletének lesziikitésével értelmezziik.

(©) U+V)XxW=UXW+V xW a vektorialis szorzas jobbrol disztributiv az
Osszeadasra,

(d) UxXx(V+W)=UXV+UXW a vektorialis szorzas balrdl disztributiv az
Osszeadasra.

Ervényesek tovabba a kovetkezd dsszefiiggések is:
(e UxU=0, ahol0=37_,0-¢ € Im((())aﬁy) a zéruselem,
)] (UxV)oU =0€R ortogonalitasi tulajdonsag,
Q) (UxV)oV =0 € R ortogonalitasi tulajdonsag.

Az (f) és (g) szerint tehat a vektoridlis szorzas eredménye ortogonalis a szorzat mindkét
tényezbjére. A 7-dimenzids vektorialis szorzasra vonatkozo tovabbi ismeretek pl. [6], [12] és
[13] dolgozatokban talalhatok.

A (11) Osszefliggés természetes altalanositasaként igazolhatd, hogy ha Hamilton-féle
alakjaval

ay + U,bo +VE (O)Utﬁ)/'
akkor

(12) (ao‘l‘U)(b0+V):(a0b0_U°V)+(aOV+b0U+U><V)

Itt a jobb oldali els6 zarojeles kifejezés a Hamilton-féle alakban nyert szorzat valos, a masodik
zarojeles kifejezés pedig a szorzat képzetes része.
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3. Altalanositott szedeniék

Az 4altalanositott oktoniok Qgp, algebrajabol kiindulva tekintsik az Qg X Qyp,
direktszorzatot, s értelmezziik ¢ halmazban a kdvetkezé miiveleteket:

(13) Skalarral valé szorzas: - (ug,uy) := (r-ugy, r-u,),
(14) Osszeadas: (ug, uy) + (vo, v1) := (ug + vo, Uy + v41),
(15) Szorzas: (ug,uq) - (Vo,v1) := (Ug " Vo — 8 " V1 " Uy, Uy " Vg + V1 " Ug)

ahol § € R egy rogzitett valds paraméter, tovabba r € R, (ug, u1), (¥, V1) € Qgpy X Qpp,
tetszoleges elemek.

Egyszerl, bar idéigényes szamitassal bizonyithat6 a kovetkezo allitas:
AZ Q4p, X O4p, direktszorzat a (13) — (15) miiveletekkel egy 16-dimenzios, neutrélis elemes,
nem kommutativ és nem is asszociativ algebrat alkot az R test felett, amelyben 0, := (0,,0,)
az Osszeadas, 1, := (1,,0,) a szorzas neutralis eleme.

Ezen algebraban, mint R feletti 16-dimenzi6és vektortérben az altalanositott oktoniok
{e;}]_, bazisanak felhaszndlasaval

(16) 1, = (1,,0,) = (e, 0,), (e1,0,), (€2,0,), ..., (€7,0,), F :=(0,,1,) =
(00' eO)' (Ooel)l (001 82)1 LLLN] (OOI e7)
egy természetes bazist alkot.
AV := {(uo, 0,):uy € (O)aﬁy} részalgebrat alkot az Qgp, X Q4p, algebraban, mivel zart a
(13) — (15) miiveletekre nézve. Az

(17) fsi Qapy = V,uy = (ug,0,) leképezés egy R algebra-izomorfizmus, igy az
(18) [ Qgpy = Qgpy X Ogpy, ug = (ug,0,) egy beadgyazisi R algebra-
monomorfizmus.

A beagyazas eredményeként nyert struktirat S,p,s szimbolummal jeloljik ¢és az
dltalanositott szedeniok algebrajanak nevezziik.
AZF = (0,,1,) € Sypys clemre teljesiilnek a kovetkezd Osszefliggések:
@ F?=-4,
(b)  barmely u; € Qyp, esetén (05, uy) = uy - F
(©) minden (ug, uy) € Sqpys elem egyértelmiien irhato fel uy + u, - F alakban,
amely alakot az altalanositott szedenid oktonio-algebrai alakjanak nevezziik.
Minden uy, u; € Qgp, egyértelmiien irhaté fel (9) alapjan uy = ao + U, illetve u; = by +
V' Hamilton-féle alakban, ezért a fentiek szerint minden altalanositott szedeni6 is egyértelmiien
allithato el6

(19) s=uy+u F=(y+U)+ by +V)F

alakban, ahol ay, by ER és U,V € Im(@aﬁy). A (19) eloallitast az altalanositott szedenio
Hamilton-féle alakjanak nevezziik.
Az altalanositott szedenidk oktonid-algebrai alakjaval vald szamolds szabdlyait foglalja
Ossze a kovetkezd allitas:
Har € R,ug +uy - F,v5 + vy - F € Sgpys , akkor
@) Skalarral valé szorzas: v+ (ug+u, " F) =@ uy) + (r-uy) - F
(b)  Osszeadads: (ug+usF)+ Wo+v,-F)=(uy+vy) + @ +v,)F
(c) Szorzas: (ug+uy"F)-(vg+v,-F)=(ug-vg—06 77 -uy) + (uy " vy +
vyt Ug)  F.
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Egyszerii kdzvetlen szdmolassal igazolhatjuk a kovetkezo allitast:
Har € R, e; € Qgp, (0 < i < 7) a természetes bazis elemei és F € Syp,4 , akkor érvényesek
az

(20) (r-e)-F=1r-(eF) 0<i<?7)

Osszefiiggések.

Az Aaltalanositott oktoniok valos algebrai alakja, az altalanositott szedeniok oktonio-
algebrai alakja és a fenti allitas szerint azonnal adodik a kovetkezd eldallitas:

Ha ug = X/_oa; € és uy =X/ _oai4g°€; € Onpy, akkor az s =ug +u; - F € Sppys
elem egyértelmiien irhat6 fel

(21) s=ag e +ta,ce;+-+a;ce;+ag (eg-F)+ag (e F)+ -+ ays-

(97 -F)
alakban.

rrrrrr

elemeire vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Legyen

(22) EO = (60,00),E1 = (61,00), ...,E7 = (67'00)'E8 = (00,60),
E9 = (00,61), ...,E15 = (00,67),

ekkor a fenti allitas alapjan minden altaldnositott szedenid egyértelmiien irhat6 fel
(23) s=XYiZa; " E;

formaban. Ezt az eldallitast az altalanositott szedenid valds algebrai alakjanak nevezziik, az
eléallitasban szerepld {E;}1>, elemeket pedig dltaldnositott szedenio-egységeknek hivjuk.
Egyszer( direkt szamolassal lathatjuk be [4] klasszikus oktoniokra bemutatott allitasanak
mintéjara a kovetkezo allitast:
Tetszbleges a,b € Qgp, Adltalanositott oktoniokra és az Eg =F € Syp,5 €lemre
érvényesek a kdvetkezd azonossagok:
(a) (a+0,-Eg)-(b+0,-Eg)=a-b,
(b) (a+0,-Eg)-(0p+b-Eg)=a-(b-Eg)=(b-a)"Eg,
(© (0,+a"Eg)-(b+0,-Eg)=C(a"Eg)-b=(a-b)-Eg,
(d (0, +a-Eg) (0, +b-Eg)=(a-Eg)-(b-Eg) =E§-(b-a).

Megjegyezziik, hogy az (a) részben szerepld Osszefliggés szerint az olyan altaldnositott
szedenidkkal, amelyek ,képzetes része” nulla, gy kell szdmolni, mint a kozonséges
altalanositott oktoniokkal.

Az S, p,s algebra szorzasi milvelete mindkét oldalrol disztributiv az 6sszeadas miiveletére
nézve, igy e szorzast egyértelmiien meghatarozza az altalanositott szedenio-egységek Cayley-
féle szorzotablaja. A fentiek alapjan mar bizonyithat6 a kdvetkezo:

1.Tétel. Az altalanositott szedenid-egységek Cayley-féle szorzotabldja a Fliggelék tablazataban
talalhato.

BizONYITAS. A miveleti tablazat bal felsé 8 X 8 —as parcelldja az el6z6 allitas (a) része szerint
azonos az Qgp,, dltalanositott oktoniok egységeinek szorzotablajaval. A miiveleti tablazat jobb
felsd 8 X 8 —as parcelldja a fenti allitas (b) részének felhasznaldsaval igazolhat6. A muveleti
tablazat bal also 8 X 8 —as parcelldjanak helyessége a fenti allitas (c) részének alkalmazasaval
szdmolhato ki. Végiil a miiveleti tablazat jobb als6 8 X 8 —as parcelldja a fenti allitas (d) része
alkalmazaséaval igazolhato. m
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Vegyiik észre, hogy a Tablazat bels6 tartomanyanak bal felsé 2 X 2 —es mezdje a C,,, bal
felsd 4 X 4 —es mezbje a Hp, bal felsd 8 X 8 —as mezdje pedig az Q4p,, struktira egysegeinek
szorzotablaja.

Az altalanositott szedenid-egységeknek a Téablazatban bemutatott szorzétablaja néhany
fontos tulajdonsagat emlitjiik.

(a) A Tablazat minden sora és minden oszlopa minden altalanositott szedenio-egységet

pontosan egyszer tartalmaz.

(b) E, a struktura szorzasi neutralis eleme: Ey - E; = E; - E, = E; (0<i<15).

(c) Az E, altalanositott szedenio-egység skalarszorosai pontosan a Tablazat féatlojaban

talalhatok.

(d) A Tablazat f6atloja feletti haromszog alaka tartomany féatlora vonatkozo tiikorképe

éppen a f64tlo alatti haromszog alakl tartomanya ellentétes eldjellel, vagyis a Tablazat
antiszimmetrikus a foatlora nézve: Ei-E; = —E; - E (i#j, i,j#0).

A (d) tulajdonsagbol kozvetleniil kdvetkezik, hogy az altalanositott szedeniok szorzési
miivelete nem kommutativ. Legyen tovabba X :=E; + Eq5,Y := E;, + E15 € Spp,s, akkor a

szorzas Osszeadasra vonatkozo disztributivitasat felhasznalva adédik X -Y = 0y , vagyis ezen
struktlra tartalmaz zérusosztokat. Egyszerli szamitéssal belathatjuk azt is, hogy e két elemmel

(24) X-X)Y£X-(X-Y) és X-V)-Y£X-(Y-Y)

teljesiil, vagyis S,y s €gy nem alternalo algebra. Ezért viszont ezen algebra szorzasa nem lehet
asszociativ sem, ellenkezd esetben ugyanis teljesiilnie kellene a (24) azonossdgoknak is.
Az altalanositott szedeniok (23) valos algebrai alakja és a Tablazat felhasznalasaval
egyszeriien igazolhatok az alabbi szdmoldasi szabalyok:
Har € R, S1 = il=50 a; - Ei y Sp = Z}:SO bi ' Ei € Saﬁy& , akkor
() skalarral valo szorzas: 7+ s; =71+ (Xi2pa; - E;) = Xi20(r-a) - E;
(b) Osszeadds: sy + 5, = X120 a; - E; + Xi2ob; - By = XNi2o(a; + b)) - By,
() szorzés: sy s, = (TiZpa; " E;)- (Z}-io b;-E;) = Z}_?zo(ai -b;)-(E;"E;) .

4. Az altalanositott szedenidok reprezentacidja vektor-
matrixokkal

Elso Iépésként a § € R paraméter segitségével épitsiik fel az altalanositott komplex szamok Cg
algebrajat az i & R képzetes egységgel, amelyre tehat i2 = —§ teljesiil. Ezt kdvetden pedig az
a, B,y € R paraméterekkel konstrudljuk meg az altalanositott oktoniok Qgp, algebrajat az
el6z6 részekben latottak szerint.

Ertelmezziink miiveleteket most a C}:= {(Wl,Wz, w7 W, ECs (1<) < 7)}
direktszorzatban a kovetkez6 modon:
skalarral valo szorzas: hat € C5, W = (w1, Wy, ..., w;) € (CZ; , akkor

(25) t-W=t-(Wy,wy, ..,wy)i=(t-wy,t - wy, ..t wy),
Osszeadas: ha W = (wy, Wy, ..., w;),Z = (24, 2y, ..., Z7) € C} , akkor
(26) W+Z=wy,wy,..,Wy) + (21,25, ..., 27) i= (W + 2, Wy + Z, ... ,Ws + Z7) .

A Cg algebra az 6sszeadas és a szorzas muveletével ugyanakkor egy kommutativ, nem z€ré
gylirli, amely ezért egy invarians bazis szamu gytirii is egyben. Igy a C} struktira egy Cs feletti
7-rangu baloldali szabad modulus a
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(27) B, :=(1,0,,..,0.),B,:= (01,0, ...,0.), ..., B; := (0, 0, ..., 1)
standard bazissal. E modulus miiveleteinek értelmezésébdl kovetkezik, hogy minden
W = (wy,wy, wo,wy) = (Ug +i-v,uy +i- vy, .0, Uy +i0v,) €C
elem egyértelmien irhat6 fel
(28) W=U+i-V

alakban, ah0| U = (ul, uZ, ...,u7), V = (Ul, 172, ...,177) € ]:R7 .
A (10) dsszefiiggés 6tletébol kiindulva a C} szabad modulusban egy skalaris szorzas és egy
vektorialis szorzas miiveletet vezethetiink be a kdvetkezd modon:

Skalaris szorzas:
haW = (wy, Wy, ...,wy),Z = (21,2, ..., 27) € C§ és a, B,y € R, akkor legyen

(29) W oZ:=awyz; + Bwyz, + afwszs + YWz, + aywszs + Byweze +
afyw,z; € Cs ,

Vektorialis szorzas:

(30) W X Z:=(Bwyzz — w3z + yWyZs — YWsZy — BYWeZ; + BYWyZg, —aw,Z3 +
AW3Z1 + YWyZg + QYWsZ7 — YWeZg — AYW5Z5, W1Zy — WpZq + YWyZy —
YWsZg + YWeZs — YW7Zy, —AW1Zs — BW,Zg — AfW3Z; + aWsZ; + [WezZ, +
aABW;Z3, W1Zy — BWyZ7 + —BW3Zg — Wz — fWeZ3 + fWy2Z,, aw,Z; +
WyZy — AW3Zs — WyZy + AWsZ3 — AW Z, , —W1Zg + WyZs + W3Zy — WyZ3 —
WsZ, + wez,) € C5 .

Egyszer(i, bar elég hosszadalmas szamitdssal bizonyithato, hogy a fenti o skalaris szorzés
egy szimmetrikus, a X vektorialis szorz4s pedig egy antiszimmetrikus bilinearis leképezés a C}
struktaraban:

Tetszdleges t € Cs5 és W,Z, W', Z' € C§ esetén

@ WoZ=ZoW kommutativ,

(b)) (t-W)oZ=Wo(t-Z)=t-(WeoZ) homogén,

) WH+W)HoeZ=WoZ+WoZ és Wo(Z+Z)=WoZ+WoZ
disztributiv,

d W xZ=-ZxW anti-kommutativ,

e -W)YXZ=Wx(t-Z)=t-(W XZ) homogén,

 WH+WIXZ=WXZ+W'XZ é WXZ+Z)=WxXxZ+WxZ
disztributiv,

(9 WxW =0,ahol0 = (0,0,..,0.) € C} azéruselem,

(hy WxZ)oW =0,és (W XZ)oZ =0, ortogonalitasi tulajdonsag.

Ervényes tovabba a kovetkez két fontos allitas:

1. Lemma. A C} struktiira o és X miiveletei az Im((())a[;y) struktara megfeleld, szintén o és X
jellel jelolt miiveleteinek természetes kiterjesztései.

2.Lemma.Haa +i-b € Cs, tovabba U, V,U", V' € Im(Qpp, ), sezért U +i-V,U' +i-V'€
C% , akkor teljesiilnek a kdvetkezd azonossagok:
@ @+i-b)y-U+i-V)=(@@U-=6-b-V)+i-(a-V+b-U),
G U+i-V)oWU'+i-V)=[UoU =8WVoeV)]+i-[UcV' +VolUT],
C©U+i-MxW+i-V)=[UxU =6-(VxV)]+i-[UxV' +V xUT].
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Tekintsiik most a

A A
B)  HE)={a= ({1 42) A € Co iy € G

alaku — vektor-matrixoknak nevezett — hipermatrixok halmazat, s értelmezziink e halmazban
miiveleteket a kovetkezd modon:
Skalarral valé szorzas: har € R, A € H(Cg), akkor legyen

(32) r-A:r-(A11 AlZ)::(r'All T'Alz)

A1 Ay r-Ay 1Ay

Osszeadas: ha A, B € H(Cg), akkor legyen

A A B B A+ B A, +B
33 A+ B = ( 11 12) +( 11 12) :=< 11 11 412 12>'
(33) Az Apz By1 By Az1 + Byy Ay + By,
Szorzas: ha A, B € H(Cg), akkor legyen

A A B B
34 A*Bz(n 12)*(11 12)::
(34 Ay Aw)*\By By

o ( Ayy " Byg + A1 0By Ayy "Bz + Byp  Agp — Ay X Bu)
Bi1+ Az + Az - Byy + A1z X Byy Ay By + Ay 0 By

Két ilyen vektor-matrixot természetesen pontosan akkor neveziink egyenlonek, ha azok
komponensrdl komponensre megegyeznek.
Legyen ezutan

(35) si=(a+U)+(b+V)FESepys (a,bER,UYV € Im(0up,))

egy tetszbleges altalanositott szedenid és rendeljik hozza azt az A € H(Cg) hipermatrixot,
amelyre teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

(36) Api=a+i‘bAy:=a—ib€CsA:=—U+i"V,A;;:=U+i-VeC].

A tovabbiakban az ilyen alak(l hipermatrixok halmazat dltalanositott Zorn-féle vektor-
matrixok halmazanak nevezziik és a Zorn(7,Cgs) szimbolummal jeloljiik. Zorn eredetileg a
split oktoniok reprezentalasara fejlesztette ki a vektor-matrixokat [14], [15].

Ha teljesen kovetkezetesen akarunk eljarni, akkor a dolgozatunk [10] elsé részében
felbukkano, az altalanositott oktonidkat reprezentald Zorn-féle vektor-matrixokat utdlag
célszerlibb Zorn(3, (Cy) szimbdlummal jeldlni, hiszen ott a hipermatrixok mellékatlgjaban
I m(]H]aﬁ) 3-dimenzios, az altalanositott szedeniok kapcsan jelen munkaban szerepld Zorn-féle
vektor-matrixok mellékatlojaban pedig [ m(@aﬁy) 7-dimenzids elemei allnak.

Egyszerii kozvetlen szamolassal igazolhatjuk, hogy har € R, A, B € Zorn(7,Cs), akkor
r-A,A+ B,A*B € Zorn(7,Cs) teljesiil, tehat az altalanositott Zorn-féle vektor-matrixok
halmaza zart ezen miiveletekre nézve, igy e struktara részstrukturat alkot a H(Cg)
hipermatrixok struktarajaban.

Most mar kimondhatjuk és bizonyithatjuk is dolgozatunk f6 eredményét, az altalanositott
szedeniok reprezentdcios tételét.

2.Tétel. Az

(37) F:Sapys = Zorn(7,Cs),(a+U) + (b + V) - F H(a+l'b _U+l'V)

U+i-V a-—i-b
leképezés egy R algebra-izomorfizmus.
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BizONYITAS. Levezetésiinkben a szinte tokéletes analdgia miatt az altalanositott oktoniokra
vonatkozd reprezentacids tétel [10] gondolatmenetét kovetjik végig. Mint arra mar a
fentiekben is utaltunk, itt a szereplé vektor-matrixok mellékatlojaban nem 3, hanem 7-
dimenziods elemek szerepelnek. Ezért bizonyitasunkat sziikségtelen részletezni, csupan az egyes
1épéseket vazoljuk.

Az F egy bijektiv leképezés, hiszen az F~': Zorn (7,Cs) = Sgpys inverz hozzarendelés is
leképezés.

Har € Rés s € Sypys5 , akkor a (19) és (32) alapjan egyszerli szamitassal belathatjuk,

hogy

(38) F(r-s)=r-F(s)
teljesiil, s ezért az F egy homogén leképezés. Ha s,s" € Syp,5 , akkor a (19) és (33)
felhasznalasaval

(39) F(s+s")=F(s)+F(s")

adodik, s igy az F egy additiv leképezés. Az eddigiek azt jelentik, hogy az F egy R vektortér-
izomorfizmus.

Az altaldnositott oktoniok reprezentdcios analdg tétel 1épéseit tovabb kovetve, figyelembe
véve esetiinkben az i2 = —§ Osszefiiggést, tetszéleges

(40) s=@+U)+B+V)-F,s'=@+U)+ @B +V')-F €Supys
(a,b,a’,b' €R, UV, U, V'€ Im((())aﬁy)) elemparra teljesiil az
(41) s's'=@+U)+Bh*"+V*)F
eloallitas, ahol
(42) a*=a-d—=8-bb—UoU —-6-(VoV)ER
b*=ab'+a-b—UoV' +U oV ER
U'=a-U+ad-U+6-b-V=6b-V+UXU —=6&-(VxV)€eIm(0gup,)
Vi=a-V'+a-V—-b-U+b-U—-UXV' +U XV €Im(0pp,) .
Ekkor pedig

(43) F(S_S,):(a*+i-b* —U*+i-V*)

ur+i-v* a*—i-b"
teljesiil. A (34) dsszefiiggés felhasznalasaval most
N_(a+i-b -U+i-V a'+i-b -U+i-V
(44) FOFE = (510 amivb )*(U'+i-v’ i)
e két vektor-matrix szorzatdra az 1. és 2. lemma felhasznalasaval belathatjuk, hogy szintén
nN_(a +i-b* =U"+i-V"
kovetkezik, igy 0sszevetve a (43) Osszefliggéssel
(46) F(s-s')=F(s) xF(s")

adodik, ami azt jelenti, hogy az F egy multiplikativ leképezés. A fentekkel egyiitt ez pontosan
azt bizonyitja, hogy az F leképezés egy R algebra-izomorfizmus. m

A most bizonyitott izomorfizmus alapjan igaz az alabbi allitas.
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Kovetkezmény. A Zorn(7,Cs) struktura egy 16-dimenzids, neutralis elemes, de nem
kommutativ, nem asszociativ és nem alternalo algebra az R test felett.

A A
3. Tétel. A H(Cg) struktara * miiveletére tetszéleges A = ( 11 12),B = (

Bll B12> €
A21 AZZ

B21 B22
H(Cgs) elemparra teljesiil a

(47) (AxB)*A=A=*(BxA)
flexibilitasi azonossag.

BiZONYITAS. Szamitsuk ki a (47) 0Osszefiiggés mindkét oldalat, majd komponensrdl
komponensre haladva hasonlitsuk dssze az eredményiil nyert két vektor-matrixot.

ElOszor a két vektor-matrix bal felsé komponensét hasonlitjuk 6ssze. A kijelolt miveletek
elvégzése utan a C§ modulus skalaris és vektorialis szorzata miiveletének (h) ortogonalitdsi
tulajdonsagat felhasznalva konnyen adodik e komponensek egyenldsége. Ehhez teljesen
hasonloan a (h) ortogonalitasi tulajdonsag alapjan nyerhetjiik a két vektor-matrix jobb also
komponensének egyenldségét is.

Ha most a jobb fels6 komponenseket hasonlitjuk G&ssze, akkor a kijeldlt miiveletek
elvégzése, az dsszevonasok utan a C} modulus skalaris szorzas (a) kommutativ tulajdonsagat,
a vektoridlis szorzas (g) tulajdonsagat felhasznalva, majd az azonos tagok mindkét oldalrol
torténd elhagyasa utan e két komponensbdl a kovetkezd 6sszefliggés marad:

(48) (A12 X B1p) X Ayy = Ay X (Byz X Agp) .

A jobboldalon szerepld mennyiség viszont a vektoridlis szorzas (d) tulajdonsdga
alkalmazasaval egyenldvé alakithato a baloldali mennyiséggel. igy ez a két vektor-matrix jobb
fels6 komponense egyenldségét igazolja. Teljesen hasonléan a bal als6 komponensek
Osszevetéseébol az

(49) (Az1 X By1) X A1y = Ajp X (Byy X Apy)

Osszefliggés marad, amelynek jobboldaldn szereplé mennyiség a vektoridlis szorzas (d)
tulajdonsaga alkalmazasaval a baloldalon levé mennyiséggel alakithatdé egyenldvé, ami ezen
komponensek egyenléségét igazolja.

A fentiek egylittesen igazoljak, hogy a = miivelet valoban flexibilis a H(Cg)
struktirdban. m

A H(Cg) vektor-matrixok halmazaban értelmezett skalarral vald szorzas, Osszeadas és
szorzas Zorn(Cgs) halmazra vonatkozd zartsaga miatt érvényes az alabbi

Kovetkezmény. A Zorn(Cgs) struktara egy flexibilis algebra.
Végiil az S,p,5 és a Zorn(Cs) algebrak izomorfidja alapjan igaz a munkankat zard

Kovetkezmény. Az Sz, struktura egy flexibilis algebra.

5. Osszefoglalas

Dolgozatunkban a klasszikus valds test feletti, egymasra épiild algebrakkal foglalkoztunk. A
konstrukci6 soran az altalanositott Cayley-Dickson-féle megkettézési eljarast alkalmaztuk [2]
és [11]. A valds szamokbol az els6 megkettézéssel az altalanositott komplex szamok
2-dimenzios, megkettdzésiikkel az altalanositott kvaterniok 4-dimenzids, ezek megkettdzésével
az altalanositott oktonidk 8-dimenzids [7], [8], a végiil ezek ujabb megkett6zésével az
altalanositott szedeniok 16-dimenzids algebrajat nyerhetjiik. Az altalanositott komplex szamok
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¢s az altalanositott kvaterniok algebraja asszociativ, az altalanositott oktonioké alternalo, mig
az altalanositott szedenidk algebraja csupan flexibilis.

A véges dimenzios asszociativ algebrak matrixokkal reprezentalhatok, az altalanositott
oktoniodk és altalanositott szedenidk nem asszociativ algebrai viszont eredményesen irhatok le
a Zorn-féle vektor-martixok segitségével. A vizsgalt 2 x 2 -es vektor-matrixok féatlojaban
altalanositott komplex szdmok, mig mellékatldjaban ilyen altalanositott komplex szamokbol
allo vektorok szerepelnek. Az itt levd tiszta képzetes kvaterniok korében természetes moédon
bukkan fel a 3-dimenziés altalanositott skalaris- és a vektorialis szorzas miivelete az
altalanositott oktonidk leirasara. Ezzel teljesen analog a tiszta képzetes oktoniok korében
természetesen 1€p fel a 7-dimenzios altaldnositott skalaris- €s a vektorilis szorzas miivelete az
altalanositott szedeniok leirasa kapcsan.

Az algebrak vazolt felépitési lanca természetesen tovabb is folytathato a ndvekvd 2
hatvanyok fel¢, azonban lathatd, hogy az ismételt megkettézésekkel fokozatosan fogynak az
értékes algebrai tulajdonsagok. A dolgozatban szerepld algebrék a valos szamok fogalmanak
erdteljes altaldnositasaként foghatok fel. Vizsgalatuk a klasszikus szamok struktirdinak
mélyebb megértését szolgalhatja.
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Az éltalanositott szedeniok €s a vektor-matrixok algebréja

Fuggelék

Ey | Ey E; E3 E4 Es Ee E; Eg Eq Eio Eyq Epp Ei3 Ei4 Eys
Eo || Eo | Ex E, E3 E, Es Eq E; Eg Eq Epo Eyy Epp Ei3 Epy Eys
Ei N\ E; | —aE E3 —akE, Es | —aEy | —E; aEg Ey | —aEg | —E13 aEqp —Ei3 akq, Eis —aEiy
E; || E2 | —E3 | —BEy | PBE; Eq E; | =BEy | —BEs | Exo | Ei1 | —BEg | —BEy | —E14 | —E1s | BEr BE13
E3 || Es | aE; | —BEy | —aBEy| E; | —aEs | BEs | —aBEs| Eyy |—aEyo| BEy | —aBEg | —Eis | aEyy | —=BE13 | aBEp
Ey\|Es | —Es | =E6 | —E7 |—YEo| YE1 | VE; YEs | E12 | En3 Eyy Eys | =vEg | —vEy | —=VE10 | —VEn
Es || Es | aEy | —E; | aEe |—VEi|—avEy| —VE3 | avE; | Ei3 |—aE;| Eis | —aEys | YEo | —avEg | vE;1 | —avEyg
Es \|Es | E7 | BEy | —BEs |—YE2| vE3 |—=BYEo| —BYE1 | E1s | —E1s |—BE12| BEiz | YEwo | =YE1 | =BYEs | BYEs
E; || E7 | —aE¢ | BEs | aBEy |—YvEs|—ayEy| BYE |—aPyEy| Eis | aEyy |—BEz|—aBE;| vE11 | avEyy | —BYEy | —aByEs
Es | Es | —Eo | —E1g | —E1; | —E1p| —Fis | —E14 | —Eys |—6E,| O6F, | 0E, | OE; | OE, | OEs | O0E, | OF,
Eqo | E9 | aEg | —E11 | aEip |—Ei3| aEqp Eis | —aEy4 |—0E;|—adEy| —6E3 | adE, | —0Es5 | adE, 6E, —adEg
Evo||Ero| Ev1 | BEg | —BEy |—Eis| —Eis | BE12 | BE13 |—6E;| 6E3 |—BSEy| —BSEy | —0Es | —6E; | BOE, BSEs
Ei1||E11 |—aE19| BE9 | aBEg |—Eis| aEyy |—PBEi3| afE; |—0E3|—adE,| BSE, |—aBSEy| —6E; | adEgs | —fOEs | aBSE,
Epp||Evz | E1z | Ers Eys | YEg | —=YE9 | —YE10 | —VE11 |—6E4| 8Es | OEs 6E; |—Y8Ey| —ySEy | —YSE; | —YOE;3
Ei3||E13 |—aE1z| Eis | —aEys | YE9 | ayEg | YE11 | —ayEig |—0Es|—adE,| OE; | —adEg | YOE, |—aydEy| YOE; | —aydE);
Eis|\|E1a | —E1s |—BEwz| BEiz |YEw |—VE11| ByEs | ByEy |—6Es| —0E; |—BOE4| BOEs | yS6E, | —y8E3 |—BySEs| PBySE;
Eis||E1s | aE1q |—BE13|—aBE1z | VE11 | avEry | —BYEy| aByEg |—6E;| adEs |—BOEs|—aBSE,| yOE3 | aySE, |—BySE,|—aBySE,

le szorzotablaja

itott szedenid-egységek Cayley-fé

anosli

I3

Téblazat. Az altal
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