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OSSZEFOGLALO. A /2 irracionalitdsdnak olyan ismert bizonyitdsait mutatjuk be és hasonlitjuk
Ossze, amelyek az emelt szintli matematika érettségin elvart ismeretanyag kiilonb6zé témako-
reire épiilnek. Roviden vizsgaljuk ezen bizonyitdsi médszerek altaldnositasi lehetségeit mas
masodfoku illetve magasabb foku algebrai szdmok esetén, valamint azt is, hogy hogyan kapha-
tunk bel6liik az adott algebrai irraciondlis szamot jol kozelitd raciondlist. A kapott eredményeket
numerikus kisérletekkel szemléltetjiik.

ABSTRACT. We present and compare some well-known proofs for the irrationality of /2, which
are accessible for high-school students in the sense, that they are built on ideas which are parts
of the requirements for an advanced level high-school graduation exam in mathematics in Hun-
gary. We briefly investigate generalizations of these proofs for other quadratic irrationals and for
algebraic irrationals of higher degree. We also consider possibilities for obtaining rational appro-
ximations using ideas from the investigated proofs. We illustrate the results with some numerical
experiments.

1. Bevezetés

A V2 € R\Q tétel kiilonféle bizonyitdsainak nagy szdma és sokfélesége jelzi, hogy annak
ellenére, hogy mar nagyon régen igazoltdk, mégsem veszitett érdekességébdl az id6k soran.
S6t, a tételt és egy bizonyitdsat az emelt szintli matematika érettségi vizsgat tevoknek ismernie
kell. A matematika érettségi részletes vizsgakovetelményei [ 1] szerint ugyanis "/[...] az emelt
szint kovetelményei kozott specidlis anyagrészek is taldlhatok, mivel emelt szinten elsésorban a
felsooktatdsban matematikdt haszndlo, illetve tanulé hallgatok felkészitése torténik [...]". Ezen
specidlis anyagrészek egyike a "1.2.1 Fogalmak, tételek és bizonyitdsok a matematikdban", azaz
emelt szinten sziikséges ismerni alapvet6 bizonyitdsi mdédszereket; tovdbba "2.3 Raciondlis és
irraciondlis szamok" témakdrben "Bizonyitsa, hogy v/2 irraciondlis szdm."

Ebben a rovid jegyzetben a /2 irracionalitdsanak néhany olyan bizonyitdsat mutatjuk be,
amelyek az emelt szinti matematika érettségin elvart ismeretanyag kiilonbozo részeire (osztha-
tésdg, szamrendszerek, sorozatok, hasonldsdg) épitenek. Nem az a cél, hogy teljes attekintést
adjunk a kiilonféle moédszerekrdl, hiszen ezek szdma meglehetdsen nagy és koziiliikk tobb is
olyan ismeretanyagot igényel, amely az érettségin elvarhat6 szinten tdlmutat. Csak kiemeliink
néhany megkozelitést, ami kozépiskolas szinten feldolgozhato és akar egy érettségi feleletben
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is eldadhatd. Ahelyett, hogy a szakirodalombdl egyenként keresnénk ki a kiilonféle gondolat-
meneteket, kiindulépontként az [5] honlapot valaszthatjuk, amely a tétel 29 féle bizonyitasat
gyljtotte 0ssze és mutatja be (hivatkozdsokkal egyiitt), némelyikbdl tobbféle valtozatot is. Mi-
vel az egyes bemutatott 6tletek kiillonbozo érettségi témakorokbol valok, ezért szemléltethetjiik
veliikk az ezen témakorok kozotti kapesolatokat is. Vizsgdljuk, hogy a bemutatott médszerek
mennyire altaldnosithaték — részben maradva az emelt szintl érettségi ismeretanyagdn beliil —
mads kvadratikus vagy magasabb foku algebrai szamok (pl. ¢ = %5 vagy /2) irracionali-
tdsdnak kimutatdsdra. Megvizsgdljuk tovabbd, hogy a bemutatott bizonyitdsok alapjan hogyan
nyerhetiink az irraciondlis szamot jol kozelitd kozonséges torteket. Ezeket a modszereket olyan
numerikus kisérletek eredményeivel szemléltetjiik, amelyhez sziikséges programozasi készsé-
gek nem esnek messze digitalis kulttra érettségin elvart szinttdl.

2. V2 € R\Q sokféleképpen

Az ebben a részben bemutatdsra keriild gondolatmenetekben kozds, hogy indirekt megkozeli-
téssel indulnak, azaz indirekt felteszik, hogy a /2 felirhat6 kozonséges tort alakban

VZ=2.(b#0) ()

s6t némelyben az is sziikséges, hogy ezen tort szamldl6ja €s nevezdje relativ prim legyen vagy
masképp fogalmazva a nevezdje a lehet6 legkisebb legyen. A legkonnyebben tgy juthatunk
célhoz, hogy a bizonyitdsban alkalmazunk egy "erds" masik tételt, amelyet azonban kozépisko-
ldban nem bizonyitunk.

1. Bizonyitas ([8] és [5, Proof 3]). A szamelmélet alaptétele szerint a (x)-beli a szamlal6 és a
b nevezd is egyértelmiien felbonthatok primtényezdk szorzatdra. Négyzeteikben a 2-es primté-
nyez0 kitevoi parosak kell legyenek, hiszen minden primtényezd kitevGjét duplazzuk négyzetre
emeléskor. Ez azonban ellentmond a (*) indirekt feltevéssel ekvivalens a?> = 2b? 6sszefiig-
gésnek, mert ennek jobb oldaldn a 2-es primtényezd kitevdje pdratlan a tobblet szorz6tényezd

miatt. O

Ez a bizonyitds egyszeriien altalanosithaté minden olyan egész szdm négyzetgyokére, ami
maga nem teljes négyzet, hiszen ekkor lennie kell legaldbb egy olyan primtényez6nek a felbon-
tdsdban, ami pdratlan kitevovel szerepel. Ekkor ezzel a primtényezdvel dolgozhatunk az 1. bi-
zonyitasban: pl. v/12 esetén az a®> = 12b-ben a bal oldalon a 3 primtényezé kitevje paros, de
a jobb oldalon paratlan, ami ellentmondas.

2. Bizonyitas ([5, Proof 2]). A (x) indirekt feltevésben legyen a tort szamlédl6ja és nevezdje
relativ prim. A (x) feltevéssel ekvivalens a?> = 2b? egyenl6ségbdl adéddan a? és emiatt a is
paros, pl. a = 2z valamely x € N-re. Ezt helyettesitve adédik b> = 222, emiatt b* és igy b is
pérosak. Igy a és b is paros, ami ellentmond annak, hogy relativ primnek feltételeztiik Sket. O

Ez a bizonyitas, ha nem is annyira direkten mint a megel6z0, ugyancsak épit a szamelmélet
alaptételére, hiszen azzal indul, hogy (x) Osszefiiggésben a szamlal6t és a nevez6t is primténye-
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z0ik szorzatédra bonthattuk és a k6z0s primtényezdkkel egyszerisithettiink.

3. Bizonyitas ([5, Proof 4]). A Rolle-féle racionalis gyoktétel (racionalis gyokteszt) szerint, ha
egy egyszerlsitett kozonséges tort gyoke egy egész egyiitthatds polinomnak, akkor a szdmlélgja
osztja a konstans tagnak, a nevezGje pedig a féegyiitthaténak. gy egy egész egyiitthatds poli-
nom minden raciondlis gyoke véges sok raciondlis szdm koziil keriilhet ki, minden mas gyoke
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emiatt irraciondlis. Eszerint az 22 — 2 polinomnak az dsszes raciondlis gyoke a {—2; —1;1; 2}
halmazbdl keriilhet csak ki. Mivel ezen halmaz egyik eleme sem gyok, ezért a polinom két
gyoke, a +4/2, irracionlis kell legyen. O

Mivel a felhaszndlt tétel — a raciondlis gyoktétel — nagyon altaldnos, ezért a segitségével
kapott 3. bizonyitds nem csak a /2 irracionalitdsanak igazoldsdra j6, hanem tulajdonképpen
az Osszes Q-feletti irracionalis algebrai szdm esetére, csak az 2 — 2 polinom helyett az adott
algebrai szdm minimdlpolinomjét kell haszndlni. Noha a raciondlis gyoktétel az emelt szinten
tanult fogalmakkal bizonyithat, mégsem része az érettségin elvért ismeretanyagnak. Igy a fel-
hasznaldsaval bizonyitani a v/2 irracionalitdsat tilz4snak tekinthetd.

Az el8z6 bizonyitasokban inkdbb a (x) indirekt feltétellel ekvivalens a®> = 2b? egyenletet
hasznéltuk. (Még a 3. bizonyitdsban elSkeriil§ z* — 2 = 0 egyenlettel is kapcsolatos x = ¢ he-
lyettesitéssel.) Mivel ezen egyenletnek tehat nincs megoldasa az egész szampdrok halmazaban,
azaz a® — 2b* # 0, ezért |a® — 20?| > 1 kell legyen. Ezt a megfigyelést és a kdzépszinten is
elvart nevezetes azonossagot felhasznédlva
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Mivel feltehetd, hogy b < a < 2b, ha a v/2-t minél jobban megkozelitd tortet szeretnénk, ezért
1 1 1 1 Lo PR
G > 7 @vE) — @R Igy az emelt szintl ismeretanyag felhasznaldsaval kaptuk a

a
9 _ =
Vo3

1
>(2—,ha1<g<2

+2) b2 b

osszefiiggést, amivel jellemeztiik, hogy a /2 mennyire pontosan kozelithets meg az |1;2[ in-
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tervallumbdl val6 adott nevezdji tortszam segitségével (diofantikus approximécié témakor).

4. Bizonyitas ([7] és [5, Proof 14]). A (x) indirekt feltevéssel ekvivalens a? = 2b%. Mivel min-
den egész szam négyzetének harmas szamrendszerbeli alakjdban az utols6 nem nulla szamjegy
1, ezért az a® = 2b? egyenletnek egyetlen egész (a,b) szdmpér sem lehet megolddsa, hiszen a
bal oldalon az utolsé nem nulla szamjegy 1, de a jobb oldalon 2 a 2-vel val6 szorzds miatt. O

Ez a bizonyitas rovidsége ellenére csak a harmas szdmrendszer és a hatvanyozds ismeretét
igényli, amik emelt szinten elvéarhatok. Kis mddositassal dtiiltethetd a v/2 esetére, ha négyes
szamrendszerben dolgozunk, illetve V/2 esetére, ha 6tds szamrendszerben dolgozunk, azonban
mar nem miikodik /2 esetére, ha a hatos szdmrendszerben dolgoznénk.

5. Bizonyitas ([4] és [5, Proof 5] alapjan). Indirekt feltéve, hogy /2 racionilis, 1étezik egy
minimalis b € Z* gy, hogy bv/2 € Z*. Vizsgiljuk a b’ = b(v/2 — 1) = by/2 — b szdmot:

o egyrészt b € Z, ugyanis V' két egész kiilonbsége: bv/2 € Z* az indirekt feltevés miatt és
nyilvan b € Z™,

e miasrészt 0 < b’ < b, hiszen 0 < v/2 —1 < 1,

o végiil b'\/2 € Z*, hiszen V'/2 = 2b — by/2 (két egész szam kiilonbsége, 1d. itt is az
indirekt feltevést).

Igy b’ egy b-nél kisebb pozitiv egész, amire b'+/2 € Z* ugyanigy mint b\/2 € Z*. Ez azonban
ellentmond az ilyen tulajdonsagi szamok kozott a b szam feltételezett minimalitdsdnak. O
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Az eldzbekkel ellentétben a [5, Proof 5], amely [4] cikkben jelenik meg el6szor, nem haszndl
fel segitségképpen mds ltaldnos tételt (hanem csak az egészrész fogalmit, 1d. [v/2| = 1):ilyen
értelemben eléggé "minimalista" bizonyitdsnak tekinthetd, mégis teljes mértékben illeszkedik
az emelt szinten elvart ismeretanyagba. Ennek ellenére nem kizdrélag a v/2 esetére miikodik
kozépiskolds szinten, hanem barmely olyan k pozitiv egész szdm négyzetgyoke esetén, ami
maga nem négyzetszam: ekkor a v/2 — 1 szam helyett a bizonyitisban av/k — L\/EJ szamot kell
haszndlni, ami ugyancsak pozitiv és kisebb mint 1. Ha négyzetszdmmal prébalkoznénk, akkor
Vk— |Vk| = 0 és a bizonyitds nem miikodik. S6t, a gondolatmenet 4ltaldnosithato tetszdleges
VEk (n > 2) esetére, 1d. [4].

Az el6z0 bizonyitasbelihez hasonlé "minimalista" megkozelitést alkalmaz az aldbbi gondo-
latmenet is.

6. Bizonyitas ([8], [5, Proof 8]). A (x) indirekt feltételben 1 < /2 = 5 < 2,azaz b < a < 2b,
amibdl kovetkezéen 0 < a — b < b. Vélasszuk (x)-ban a b nevezot a lehetd legkisebbnek és
vizsgaljuk a 2=¢ tortet:

Eszerint felirhattuk a v/2-t egy olyan kozonséges tortként, aminek az a — b nevezdje kisebb mint
a b nevezo. Ez azonban ellentmond a b nevezé feltételezett minimalitdsanak. O

Az el6z6 bizonyitasban a v/2-t kétféleképpen is elGallitottuk : egyrészt (indirekt) feltételez-

ziik a (x) eldallitast, masrészt a 2;_—5 torttel :

2b —
;:%<—>b(2b—a):a(a—b)<—>2b2—ab:a2—ab<—>a2:2b2,

a p—
amely Osszefiiggést pedig az 1. és 2. bizonyitdsokban hasznositottuk. Az 5. bizonyitasban fontos
szerepet jatsz6 illetve a 6. bizonyitasban is el6fordul6 /2 — 1 szam a kévetkezd gondolatmene-

tekben is kozponti szerepet kap.

7. Bizonyitas ([5, Proof 21]). Raciondlis szdm egyszer( lanctort alakja ismételt maradékos
osztassal (mint az euklideszi algoritmusban) meghatarozhatéan mindig véges lanctortet ad. A
(\/§ — 1) . (\/§ + 1) = 1 Osszefliggésbdl kapjuk, hogy

Va1 1 1 1 1 1
_— pu— pu— pumy 1 pumy 1 = 1 .
\/§+1 2—|—\/§—1 2+\/§+1 2+m 2+W
Igy a v/2 lanctort alakja végtelen, azaz a /2 nem lehet raciondlis. ]

A maradékos osztds a 11. évfolyamos matematika tananyag része (kozépszinten is). Noha
se a lanctortek, se az euklideszi algoritmus nem része az €rettségin elvart ismeretanyagnak, de
mindkett6 rovid targyaldsa emelt szintli csoportban kis id6 raforditdsdval (csak példdkon ke-
resztiil, mell6zve az elméleti bizonyitasokat, pl. konvergencia stb.) lehetségesnek tiinik. A /2
egyszer( lanctort alakjdval azért van szerencsénk, mert az periodikus, s6t meglehetdsen egy-
szer(i a periddusa. (Egy irraciondlis szam egyszer(i lanctort alakja pontosan akkor periodikus,
ha az megoldasa egy egész egyiitthatés masodfoku egyenletnek: Euler-Lagrange.) Hasonléan
egyszertien kaphatjuk az aranymetszés ¢ = # aranyszamanak lanctort alakjat, hiszen ¢ a
pozitiv gyoke az 2 — x — 1 polinomnak, emiatt ©* = ¢ + 1, amib3l

1 1
p=1+—- = p=1+—7
2 1+m
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8. Bizonyitas ([2] és [5, Proof 7]). Az 1. dbra alapjan dolgozunk a (x) indirekt feltevéssel.
Nagyitva a bal oldali egyenl6 szarud, derékszogli hairomszoget a b-szeresére a képhdromszog
oldalhosszisagai (a atfogo és b befogdk) egész szamok. Ha az egyik befogét az atfogdval kozos
végpontja koriil az 4tfogéra forgatjuk, majd a kapott pontbdl merSlegest allitunk, akkor ez a
merdleges a nagyitott hdromszogbdl egy kisebb egyenld szari derékszogli hdromszoget valaszt
le. Ennek a befogéi a—b, az atfogdja 2b—a hossziisagu, azaz mindhdrom oldaldnak hossza egész
szam. Ezt a folyamatot folytatva olyan, az eredetihez hasonld, minden hatdron tdl zsugorodé

2b—a

b a—>b

/g—b

2b—a a—>b

1. dbra. v/2 € R\ Q hasonlésdggal

haromszogeket szerkeszthetiink, amelyek oldalhosszai mégis mind egész szamok lesznek. Ez
azonban lehetetlen, tehat ellentmonddsra jutottunk a (x) indirekt feltevésbdl kiindulva. O

Az 1. dbrdn 1€v06 ’1;1; 7 oldalhosszisagd hdromszog hasonl6 a kinagyitott haromszgbdl

levilasztott *a — b;a — b; 2b — a’ oldalhosszdsdgu hdromszoghoz. Igy benniik megegyezik az
atfogo-befogo hossziisag arany, azaz § = 2;’%; Eppen ez az 6sszefiiggés jatszott kozponti sze-
repet az algebrai jellegli 6. bizonyitdsban.

Ha egyenld szart derékszogli haromszog helyett egy egyenl6 szaru, 72°-72°-36° szogl ha-
romszoggel dolgozunk, amely alapja 1 egység hosszu, akkor szdrai hossza az aranymetszés ¢
ardnyszdma. Ha ebben a hdromszogben az egyik alapon fekvd szog szogfelezbjével valasztunk
le egy hozzd hasonl6 kisebb haromszoget, akkor a fenti bizonyitdshoz teljesen hasonlé bizo-
nyitast készithetiink ¢ irracionalitisara. A kapott hdromszdg-sorozatban a hasonlésag ardnya
éppen ¢ — 1 lesz.

Az 1. dbrarol lathatéan a zsugorod6 haromszdg-sorozat oldalhosszisagai olyan mértani so-
rozatokat alkotnak, amelyek hdnyadosa (azaz a kicsinyités ardanya) éppen /2 — 1, amely szdm-
érték mar az el6z6 két bizonyitasban is eldkeriilt. Tulajdonképpen ezen hasonldsagi ardny mint
mértani sorozat hanyados jétszik szerepet a /2 irracionalitdsdnak sorozatok felhasznaldsaval
torténd kovetkezd bizonyitasaiban is.

9. Bizonyitds ([5, Proof 9]). Vizsgdljuk a (v2—1)" (n € N) pozitiv tagokbdl 4116 mértani
sorozatot. Mivel hanyadosa 0 < V2 —1 <1, ezért (\/§ — 1)” — 0, amikor n — oo. Masrészt
teljes indukcidval beldthatd, hogy (v/2 — 1)” = a,, +b,v/2 minden n € N esetén, ahol a,, és b,
egyardnt egész szamokbdl 4ll6 sorozatok. Valéban: ag = 1, by = 0, tovdbbd, ha valamely n-re
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(\/§ — 1)” = a, + b,\/2, akkor

(\/5 — 1>n+1 = (an + bn\/ﬁ) (\/§ — 1) = (—an + 2b,) + (a, — by) V2,

tehat a,, 1 = —a, + 2b, és b,+1 = a,, — b,. Ha (x) indirekt feltevéssel indulunk, akkor
n b+ by, 1
(\/5—1) :an+bn\/§:an+bn-%zuﬂzg>0,

hiszen a kapott tort szamldl6ja pozitiv egész, azaz legalabb 1. Ez azt jelenti, hogy a (\/5 — 1)”
sorozat egy pozitiv alsé korlattal rendelkezik, ami ellentmond annak, hogy nulldhoz tart. O

Ebben a bizonyitdsban a mértani sorozatok korlatosséagi és konvergencia tulajdonsagait hasz-
naltuk fel, amiket egy emelt szinten érettségizének ismernie kell. Az a,, és a b,, sorozatok expli-
cit képletének ismerete nem sziikséges a bizonyitdshoz, és levezetésiik is tilmutat az érettségin
elvarhat6 ismeretanyag keretein, hiszen az (a,, b,) — (ap+1, bys1) rekurziés matrix hatvanyai-
nak kiszdmitdsaval juthatunk a képletekhez:

s () () = 3 (e

i (1) = (Va1)) = 3 (D

Ha ezen képletek levezetése nem is, de taldn a helyességiik ellendrzése elvarhaté emelt szin-
ten. Mint az el6z0, a hasonlé haromszog-sorozatokat felhaszndl6 8. bizonyitds, a 9. gondolat-
menet is dtvihetd minimdlis valtoztatdssal az aranymetsz€s ¢ ardnyszdménak esetére. Ekkor a
(p —1)" = a, + b, mértani sorozatot kell vizsgdlnunk, amelyben szerepl$ a,, €s b, soro-
zatokra a -t definidlé ¢ = ¢ + 1 egyenlet felhaszndldsdval kaphatunk rekurziv képleteket:
Gpi1 = —0y + by €s by = a,. Ezekb6l adéddéan ag = 1, ay = —1és a1 = —a, + a,_1,
emiatt a,, a véltakoz6 elgjeld Fibonacci sorozat lesz.

10. Bizonyitas ([3] és [5, Proof 24]). Keressiik az x,, .o = —2x,11 + x, rekurziv Osszefiiggést
kielégitd x,, = bg"™ mértani sorozatokat! Ehhez a mértani sorozat képletét a rekurzidba helyet-
tesitéssel kapott bg"t? = —2bg" ! + bg™ egyenletet kell megoldanunk, ami a ¢> +2¢ — 1 =0
masodfokii egyenletté egyszertisodik. Ebbdl ¢ = ++/2 — 1, igy kétféle olyan mértani sorozatot
kapunk, ami a vizsgélt rekurziv szabalynak megfelel:

xn:b<\/§—1)n és xnzb(—\/i—l)n.

Koziiliik a v/2 — 1 hdnyadosiit vizsgaljuk a (x) indirekt feltételbdl kiindulva az zy = b € Z*1,
valamint az x; = b (\/5 — 1) = b“T_b = a — b € Z* kezd§ tag vélasztassal. Igy ezen sorozat
minden tagja egész szdm lesz, hiszen a két kezdo tag egész, a sorozat tobbi tagjat pedig az egész
egyiitthatos x,, o = —2x,11 + x, rekurzids Osszefiiggésbol szamitjuk ki. De 0 < V2—1<1
miatt ez a mértani sorozat nulldhoz tart, ami ellentmond annak, hogy minden tagja egész. O

Osszefiiggést fedezhetiink fel az el&bbi, sorozatokra épits és a hasonlésdgot alkalmazé 8. bi-
zonyitas kozott. Az x,, o = —2x,11 + x, rekurzio elsd két tagja, o = b és r1 = a — b, éppen
az 1. abréan 1évd kozE€psod illetve jobb oldali derékszogli haromszogek befogdinak hosszisagai.
Ezen két haromszog hasonlésdganak ardnya pedig, ugyancsak az 1. dbrardl lathatéan, éppen
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“T_b = ¢ — 1, ami a (*) indirekt feltételt alkalmazva éppen v/2 — 1, ami pedig éppen a vizsgilt,
nulldhoz tart6, mértani sorozat hdnyadosa. Eszerint a 10. bizonyitasban vizsgélt rekurzié éppen
a 8. bizonyitasbeli haromszog sorozat befogdinak hosszisagait szamitja ki, ha a megfelel6 két
kezdd taggal inditjuk.

Mindkét utébbi sorozatokra épiil§ bizonyitdsban a ¢ = /2 — 1 hdnyadosi nulldhoz tarté
mértani sorozattal dolgoztunk. A 10. bizonyitdsban ez a sorozat egy latszélag 1€gbdl kapott re-
kurzids képletet elégit ki, amely megfeleld kezd6tagok valasztdsa esetén csupa egész szambol
4116 sorozatot eredményez. Ez a rekurzids dsszefiiggés a v/2 algebrai egész 22 — 2 minimélpoli-
nomj4bal kaphat6, amelybe el8szor elvégezziik az x < x + 1 helyettesitést, majd az 2% ~ z,,,

(k = 0,1,2) megfeleltetéssel a kapott polinombdl készitjiik el a rekurzi6 képletét:
(x+1?—-2=24+22 -1 = 2= 22+1 = Tpio= —2Tp41 + Tp.

Ebben az eljardsban a minimalpolinom z véltozéjat éppen a /2 egészrészével toltuk el, igy a
kapott polinomot nulldval egyenlévé téve egy olyan rekurzié karakterisztikus egyenletét kap-
tuk, amely egyenletnek az egyik megolddsa éppen v/2 — 1. Igy a rekurziénak lesz egy olyan
mértani sorozat megolddsa, amely egyrészt nulldhoz tart, masrészt a (x) indirekt feltétel hasz-
ndlatdval olyan két kezd6 tagot vélaszthatunk, hogy a sorozat csak egész szambdl alljon, ami
pedig ellentmondashoz vezet. Ez a gondolatmenet dltalanosithaté barmely « irraciondlis algeb-
rai egészre:

e Hap(z) = Z;V:o a;x? az o minimdlpolinomja (ax = 1) és w = ||, akkor

N

o pu(z) =plr+w)= ]Z:%aj(a: +w)

Jﬁ% aji% (z)xiwj_i = g: (% (g)wj_iaj> x’.

i=0 \ j=i
e Mivel « egyszeres gyoke p(z)-nek, ezért 0 < v — w < 1 egyszeres gyoke p,, (z)-nek.

e A p,(x) = 0 a karakterisztikus egyenlete az x,. vy = — Zfigl A;x;y v rekurzidnak,
amelyben az egyiitthatok az A; = Zj\; (z )wj “'a; Osszefiiggéssel szdrmaztathatok.

e Ezen rekurzi6 egyik megolddsa a nulldhoz tarté x,, = b(cv — w)™ mértani sorozat (b > 0).

e Ha indirekt feltessziik, hogy a = g, valamely P és () # 0 egészekkel, akkor b = Q!
vélasztdsdval a sorozat elsé N kezdStagjaz; = PIQN 177 (0 < j < N—1) lesz, amelyek
mind egész szadmok.

e Mivel a p(x) polinom minden a; egyiitthatdja egész, ezért az eltolt p,,(x) polinom minden
A; egyiitthat6ja is egész, tehat a bel6le szarmaztatott x,,. y = — Zﬁ\fol A;xiy v rekurzié-
nak eleget tevs x,, = b(a — w)™ mértani sorozat minden tagja egész lesz, ami ellentmond

annak, hogy ez a sorozat nulldhoz tart.

Ha az « val6s algebrai egész nem irraciondlis, akkor egész és « = w = |« a fenti gondolat-
menetben. Igy a vizsgalt z,, = b(a — w)" sorozat nulladik tagja b, de a tobbi tag mind nulla,
emiatt a fenti gondolatmenet nem miikddik. Ahogy a 10. bizonyitds a fenti médon altaldnosit-
hat6 minden algebrai egészre, ugyanigy a megel6z06 9. bizonyitds is dltaldnosithatd, amint az
a [9] cikkbdl kideriil. S6t a segitségével — egyszerlibb esetekben — az irraciondlis szdmot jol
kozelité kozonséges torteket is meg tudunk adni.
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3. Kozelito kozonséges tortek, numerikus Kisérletek
A legtobb el6zekben bemutatott médszer azon kiviil, hogy igazolja a v/2 irracionalitdsat, nem
ad lehetSséget a v/2-t j6l kozelits kozonséges tortek megtaldldsara.

A lanctortekre épiilS 7. bizonyitdsb6l azonban kaphatunk ilyet (és nem csak a /2 esetén)
ugy, hogy a végtelen lanctort egy véges szegmensét vessziik raciondlis kozelitésként. S6t, amint
a kapcsol6dé szakirodalombdl kideriil, az adott nevezdjii tortek kozott ezzel a mddszerrel talal-
hatjuk meg a legjobban kozelitd kozonséges tortet. A lanctortbe fejtés meghaladja az érettségin
elvarhaté ismeretanyag szintjét, a /2 vagy a ¢ esetében azért mégis egyszertibb dolgunk van,
mert lanctort alakjuk periodikus és — Iévén a minimdlpolinomjuk egyszerl — konnyen kiszamit-
hat6. Azonban ez a periodikussag kizdrdlag a raciondlis egyiitthatés masodfoku egyenletek irra-
ciondlis megolddsai esetében 4ll fenn, a tobbi algebrai szam ldnctort alakja mar nem periodikus
és — egy megfeleld pontossagu tizedestort kozelités hidnyaban — nem is kdnnyen szarmaztatha-
td, joval az érettségi ismeretanyag szintje felett van, ezért kozépiskoldban nem feldolgozhaté.
Egy ilyen médszert tartalmaz [60], amelyben a [co, ¢1, . . . | ldnctortbe fejtend6 N-edfoku algebrai
szdm p(zr) minimdlpolinomjénak segitségével hatdrozza meg egymds utdn a lanctort ¢, jegyeit
felhaszndlva a py(z) = p(z), poi(z) = —2Vp,(L + ¢,) rekurziv médon definidlt polinom
sorozatot.

A sorozatokra épiil6 9. bizonyitds is lehet6séget ad kozelit6 raciondlis szamok megaddsara.
Ugyanis, ha « irraciondlis, akkor l1éteznek egész szamokbdl 4ll6 a,, €s b, sorozatok ugy, hogy

lim (a, + b,a) = 0, igy megfelel$ kiiszobindex felett o ~ -5 A V2 vagy a ¢ szdmok

n—oo
esetén ilyen sorozatok rekurziv médon viszonylag konnyen megadhatdk gy, hogy a megfeleld

irraciondlis szam és egészrészének kiillonbségét hatvanyozzuk felhasznalva az irraciondlis szdm
minimalpolinomjat, 1d. 9. bizonyitast. Ezzel a mddszerrel nyerhetiink kozelitdé kozonséges tor-
teket magasabb foku algebrai szamok esetére is ugy, hogy végigvissziik a [9] cikkben felvéazolt
modszert. Ehhez jelolje a a kérdéses algebrai irracionédlis szdmot és w egy olyan raciondlis sza-
mot, amelyre |a — w| < 1, pl. w = |«]. Jeldlje p(z) = 2V + Zj.v:_ol c;a? (¢; € Q) az oo (N-ed
foku algebrai irraciondlis) minimdlpolinomjét, azaz

N-1
aN = — Z c;o (D
j=0
Képezziik az (o« — w)™ hatvdnyokat az
N-1
(a—w)" = bg-n)aj =al.p™ ()
j=0
alakban, amelyben @ = (1, a, o2, ..., a¥™1) az o hatvdnyait tartalmazé oszlopvektor, valamint
a megfeleld b§n) egyiitthat6kat tartalmazé oszlopvektor b™) = (b(()n), b(ln), e b%l)_l).

e 0 < n < N esetén a binomidlis tétellel kapjuk, hogy bg") = (?)(—w)”‘j 0<j<n
illetve 5" = 0 (n < j < N — 1),

e N < nesetén a b™ egyiitthatévektorokat rekurziéval kaphatjuk meg felhasznélva az (1)
Osszefliggést minden 1épésben arra, hogy az

n

(@ —w)" = (o —w)
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szorzatban keletkez8 oV hatvanyt behelyettesitsiik az o legfeljebb (N — 1)-fokd poli-
nomjaval. Igy jutunk a

b™ = —wb™Y 4 cpn—Y 3)
rekurziéhoz, amelyben C € QV*¥ az o minim4lpolinomj4nak kiséré matrixa:
0 0 ... 0 —c
1 0 e 0 —C1
c=|: - - -
0 ... 1 0 —CN_2
0 ... 0 1 —CN-—1

Mivel w € Q szamot ugy valasztjuk, hogy |a — w| < 1, ezért n — oo esetén (o — w)™ — 0.
Emiatt bizonyos ng > 1 kiiszobindex esetén mondhatjuk (2) alapjan, hogy a” - b =~ 0, ha
n > ny. Eszerint rogzitve egy ny > 1 kiiszobindexet 0sszeallithatjuk a

ar - proth  ~

“)

&T-b(n°+N_1) % 0

raciondlis egyiitthatés egyenletrendszert, amelyben az o, a?, ..., ! hatvanyokat "ismeret-
lenként" kezeljiik. Mivel ebbdl rendszerbdl csak az « irraciondlis szdmot kozelitd kozonséges
tort értékére van sziikségiink, ezért alkalmazhatjuk a Cramer szabalyt:

dot <b(i)>j=0,2,...,N1
7 ) i=no+1,...no+N—1 )

)j:l,Q,...,N—l

R Ty =

J

det (1!
i=ng+1,...,nog+N—1

Ha az « tobbi hatvanyat kozelité kozonséges tortre is sziikség lenne, akkor megoldhatjuk a

teljes egyenletrendszert is.

1. Példa. Példdul az o = [b,a,a,...|, (a,b > 0) periodikus lanctort egy kvadratikus algebrai
egészet definidl, hiszen minimdlpolinomja 72— (2b—a)z— (b(a—b)+1). A megfelel§ masodfokd
egyenlet pozitiv megolddsa o = w. Emiatt N = 2 és (4) csak egy egyenletre redu-
kalodik, igy nem is sziikséges determindnsokat szdmitani, kozépiskolds szintli dtalakitdsokkal
dolgozhatunk. A mddszer éltal adott, a-t kozelitd r,, kozonséges tortek sorozata konnyen szar-
maztathato, ha a 3. fejezetben vazolt mddszerben a w = |« = b vélasztdssal éliink. Ugyanis

ekkor (a —b)! = ~b+a,azazr = —§ = —=Y = b arekurziv sorozat kezd tagja és

(a0 — )" = (a — b)(an + bpa) = (=ba, + (b(a — b) + 1)b,) + (an + (b — a)b,)a,

amibdl pedig kapjuk a rekurzids szabdlyt:

Uny1 —ba, + (b(a — b) + 1)b,  br, +bla—b) +1
Tntl = — = — =
+ byt a, + (b —a)b, rn+ (a—b)
Ha az o = [b,a,a,...] lanctort kifejtésben az elsd n jegybdl all6 résztortet 77, jeldli, akkor
i =0és
, 1 bla—b+7r)+1 brl, +bla—>b)+1
TTL+1 = b —|— = = 5
a—b+rl a—b+rl r’ + (a—0)

tehat az a-t kozelits lanctortek 7/, sorozata megegyezik az r,, sorozattal. Példaul :
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ea=26éb=1leseténaz 2 = [1,22,..

sorozata 1y = 1 és 7,11 = 232, vagy

.]-t legjobban kozelits r,, kozonséges tortek

e a=46ésb=2esetén az \/5 = [2,4,4,...]-t legjobban kozelits r, kozonséges tortek

sorozata ry = 2 és 741 21}”"—35 mindkét — [6] illetve [9] alapjan miikodé — mSdszerbdl.

L, a(b—2¢)++/a?(2b—c)2+4a(ab(c—b)+c) . . . .
2. Példa. Az a = [b,a,c,a,c,...] (=20 /o 2a) (@be=)7) §iraciondlis szdm esetén,

amely az o® = (2b—c)a+b(c—b) + < egyenletnek tesz eleget, a mértani sorozatos médszerbdl
kapott kozelitd kozonséges tortek sorozata r; = b valasztdsa esetén itt is megegyezik a kozelitd
lanctortek sorozatdval, ugyanis mindkettdt az

abr,, + ab(c — b) + ¢

Togl =
H ar, + a(c —b)

rekurziv Osszefiiggéssel szamithatjuk ki. Példaul /15 = [3,1,6,1,6, . ..] esetén mindkét mod-

szerrel 711 = 3, 71 = ‘3‘:21;’5

3. Példa. Nem minden kvadratikus algebrai irraciondlis esetén garantdlt, hogy a [6] alapjan
készithet6 lanctort sorozat és a [9] alapjdn készithetd kozelitd tortek sorozata megegyezik. Pél-
ddul a V13 = 3,1,1,1,1,6,1,1,1,1,6,,...] = 3,60555... &t jegy hosszisagu periédussal bird
lanctort esetén a Pythonban megvaldsitott algoritmusok az aldbbi eredményeket adtdk. A [9]

V13 kézelitése kézonséges tortekkel V13 kézelitése kézonséges tortekkel

iteracios lépés

©
E g ++ X oo | @ EEY
Y 8 > @Qg X det. médszer w = |V13]
2 E 77 + —
> 71 + X X X 00000 L= B + + det. médszer w=V13]+1
o s 4 @% + O lanctdrtes médszer
£ 6 + X X 00 =
8 2 6 +
o 51 + X 000 % B +
N c -8 S
) G - B
o 41 + XXX ©0000 Nl
8 101 +

bt 2 ® g
2 34 + X X 00 ) f— £ 12 ] +
& X det. médszer w = [V13] D “ *
S i — = B
52 +X 9696 + det. médszer w = [V13]+1 | °G -14 Og
N
% 4 4 N
21| m@moo O lanctortes modszer S _i6 = ®

: . . . - . ; " . ; " ; ;
¢ 0 5 10 15 20 25 0 1 3 4 5 6 7 8

log1o (nevezd)

2. abra. v/13 kozelitése kozonséges tortekkel

alapjan miikod6 mértani sorozatos megkozelitést a /13-hoz legkdzelebb 4116 két egész szam,
w = |V13] = 3ésw = |/13]| +1 = 4 felhasznaldsdval is megvaldsitottuk. A w = 4 vélasztas
esetén — mivel a v/13 kozelebb van a 4-hez — gyorsabban konvergil6 kozonséges tort sorozatot
kapunk ugyan, de a ldnctortes modszer illetve a w = 3-mal kapott tort sorozat ugyanazt a pon-
tossagot joval kisebb nevezdjli kozonséges torttel képes elérni. Azonban a w = 3 vélasztdssal
készitett tort sorozat nem tartalmaz minden kozelitd ldnctort sorozatbeli tagot.

Az el6bbi példakbol lathatéan az emelt szintli érettségin elvarhaté ismeretanyaggal meg-
érthetd, a 9. bizonyitdsban haszndlt mértani sorozatokra épitd mdodszer néhany, f6képp egy-
szerl periddusu lanctorttel megadhatd kvadratikus irraciondlis esetén ugyanazokat a kozelitd
kozonséges torteket adja mint a sokkal bonyolultabb [6] cikkben tdrgyalt médszer amennyiben
a benne hasznélt paramétert w = |/« alapjan vélasztjuk. SGt, a mértani sorozatos médszer-
hez ekkor még az (5)-beli determindnsokat sem kell kiszamolni, hiszen ekkor a (4) rendszer
egyetlen egyenletre redukélodik.
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Magasabb foku algebrai irraciondlisok esetén azonban a lanctort kifejtésiik mar nem peri-
odikus, valamint (4) rendszer is tobb egyenletbdl 4ll. Noha ekkor a (4)-(5) alapjan egyszer{ibb
esetekben kézzel is kiszamithaté lenne egy, a vizsgalt irraciondlis szamot kozelitd kozonséges
tortekbdl all6 sorozat, de annak Gsszevetése a lanctortes mddszer 4ltal adott eredménnyel dgy-
sem lenne teljesen lehetséges a periodikussdg hidnya miatt. EzErt ezt az esetet itt csak néhény,
szamitogépes segitséggel készitett példaval szemléltet;jiik.

4.Példa. A V/7=1,1,10,2,16,2,1,4,2,1,21,1,3,5,1,2,1,1,2,...] = 1.91293118 ... har-
madfoki algebrai egész esetén a w = |v/7| = 1 valasztdssal a determindnsos médszer las-
sabban konvergil, hiszen ekkor a 9 bizonyitasbeli v/7 — 1 mértani sorozat hdnyados nagyobb
ugyanis v/7 kozelebb van a 2-hdz. A gyorsabban konvergdlé sorozat sem taldlja meg az 6sszes
JOl kozelitd kdzonséges tortet, amit a lanctortes mdodszerrel megtalalunk.

— k F —_— o r e , .
V7 kézelitése kdzénséges tortekkel V7 kozelitése kézonseges tortekkel

©
£ g/ o 01 m
Es + o+ om0 | 0 «
N ® X
] E -2 X X
> 7 008 X X | £ @
g E x
9 — ® X
£ 6 + 06 X X 2 X X x
@ L2
- Oq+ X
b ~ 6 (o] X >S<
© 51 + + o8 X X © o .
N C _g- o +
g ~© O X
2 4 + -0 )
c Q -10 ®
= Q
@ 31 08 > _ = ) = 2‘8
G X det. médszer w = V7] & -121 X det.médszer w = (V7] +
=) - = ) N
$21 *tEEX XX 4 detmédszerw=(V7|+1 | G -14{ + det.modszerw=[V7]+1 © ot
] z = P N Z = z
0 . O  lanctortes médszer
511 @8 X O~ lanctortes médszer S 16 0o
o r . , - . . , . . : . . - - . : ,
00 25 50 75 100 125 150 175 0 1 2 3 4 5 6 7 8

iteracios |épés logio (nevezd)

3. dbra. v/7 kozelitése kozonséges tortekkel

5.Példa. A /345 = [3,1,30,2,1,2,1,2,4,2,1,1,5,1,1,4,1,17,...] = 3.9681187...
negyedfoku algebrai irraciondlis (minimélpolinomja z* — 1622 + 4) esetén a w = 3 paramé-
terrel készitett determinansos modszer konvergencidja nagyon lassu, mivel a megfeleld mértani
sorozat hanyadosa v/3 + v/5 — 3 = 0.9681187 ... nagyon kozel van az 1-hez. A masik w = 4
paraméterrel kapott sorozat ugyan gyorsabban konvergal, de mar kevés iteracios 1épésben na-
gyon nagy nevezG0jl egyszerisitett kozelit6 tortet ad, azaz kihagyja a sokkal kisebb nevezdj,
de mégis jobban kozelitd torteket.

V3 + V5 kézelitése kazbnséges tortekkel V3 + V5 kozelitése kézénséges tortekkel

° ©
4 w0 0 X
£ + o0 | 4§ ® % o«
] £ X
> = 21 @
& 61 X @00 '%
(]
2 o —4 - &
£ o (o]
@5 X 00 — o
) % —6 @O
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c Q (%) N
3 + 000 T —10- _
[ — — , Iy Irs
= X det. médszer w=[V3 + V5] 9 X det. médszer w =[V3 +V5] @
S 2 * 000 i P & 12 X = o
@ + det.médszerw=1V3+V5]+1 | g + det.médszerw =[V3+V5]+1 o
5 2 = < N z N .
v .o —-144 © lanctortes modszer
£1{ w0 O~ lanctortes modszer .3 14 fe)
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iteracios lépés

logyo (nevezd)

4. dbra. /3 + /5 kozelitése kozonséges tortekkel
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A kézzel is kiszamithat6 példdk és a numerikus kisérletek eredményei alapjan megéllapit-
hatjuk, hogy a [9] cikkben kifejtett elméleti mddszer csak alacsony fokud algebrai irraciondli-
sok esetén ad elfogadhat6 kozelitd kozonséges torteket, azaz a mddszer inkabb elméleti mind
gyakorlati jelent6ségili. Az emelt szintd érettségin elvarhatd ismeretanyaggal kizdrélag a kvad-
ratikus, azon beliil is csak az egyszer(i ldnctort-periddusd, irraciondlis szamok esetén van esé-
lylink a jol kozelitd kozonséges tortek megtaldldsara. Magasabb foku algebrai irraciondlisok
esetén kozelitd tortek keresésére inkdbb ajanlatos a [6] cikkben ismertetett lanctortes modszert
alkalmazni, ami azonban sajnos messze tilmutat a kdzépiskoldban elsajatithatd ismeretanyag
keretein.
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