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OSSZEFOGLALO. A linearis algebraban a Cayley-Hamilton tétel kimondja, hogy egy
kommutativ gytir(i feletti minden négyzetes matrix (pl. valos vagy komplex szamok) kielégiti
sajat karakterisztikus egyenletét. Attekintjiik az altalanositott komplex szamok C,, az
altalanositott kvaterniok H,p , az altalanositott oktoniok Qgp,, €s az altalanositott szedeniok

Sapys algebrajat. Bebizonyitjuk a Cayley-Hamilton tételt a C, , H,p asszociativ €s az Qgp, ,
Sapys nem asszociativ algebrakban.

ABSTRACT. In linear algebra, the Cayley-Hamilton theorem states that every square matrix over
a commutative ring (such as the real or complex numbers) satisfies its own characteristic
equation. We review the algebra of generalized complex numbers C,, generalized quaternions
Hgp, generalized octonions Qgp, and generalized sedenions Syp,5. We prove the Cayley-

Hamilton theorem in the associative algebras C,, Hyp and non-associative algebras Qyp,,,

Saﬁy6~

1. Bevezetés

A Cayley-Dickson-féle megkettézési eljaras [2] Albert, A.A. [1] altal bevezetett altalanositasa
lehetdséget kinal egymasra épiild algebrak egy szép és fontos sorozatanak felépitésére.

Els6 lépésként a valdos szdmok R struktardjabol, mint onmaga feletti 1-dimenzios
algebrabdl kiindulva a megkett6zési eljarassal az altalanositott komplex szamok C, (@ € R) 2-
dimenzios, neutralis elemes, kommutativ és asszociativ algebrajat nyerjik [0]. Az a =1
specialis esetben az eljaras a klasszikus Gauss-féle komplex szdmok C algebrajat eredményezi
[+, [5]-

A C, algebrara megismételve a megkettdz¢si eljarast az altalanositott kvaterniok H,g
(B € R) 4-dimenzids, neutralis elemes, nem kommutativ, viszont asszociativ algebrajahoz
juthatunk [6]. Az @ = B = 1 kiilonleges esetben az eljaras eredményeként igy a klasszikus
Hamilton-féle kvaterniok H algebrajat kaphatjuk [4], [5].

A Hgp algebrabdl kiindulva a megkettOzési eljarassal az altalanositott oktoniok Qg

(y € R) 8-dimenzids, neutralis elemes. nem kommutativ, nem asszociativ, de alternalo

ENGLISH TITLE. The Cayley-Hamilton theorem and the algebra of vector matrices
KULCSSZAVAK. Cayley-Hamilton tétel, klasszikus altalanositott algebra, Zorn-féle vektor-matrix.
KEYWORDS. Cayley-Hamilton theorem, classical generalized algebra, Zorn vector matrix.
©2025 the Author(s). Published by University of Sopron Press. This is an open access article under the CC BY -
NC-SA 4.0 license.


https://doi.org/10.20312/dim.2025.03
https://orcid.org/0000-0002-9467-7025

26 Péntek K.

algebrajat allithatjuk elé [7], [3]. Aza = B = y = 1 véalasztassal ezen a modon a klasszikus
Cayley-Graves-féle @ oktonidk szarmaztathatok [4], [5].

Ezutan a megismételt megkettézeési eljarassal az Qgp, algebrabol allithatjuk el6 az
altaldnositott szedeniok Sqp,5 (6 € R) 16-dimenzios, neutrélis elemes, nem kommutativ, nem
asszociativ, nem is alternald, viszont flexibilis algebrajat [9], [10]. E négy emlitett, a
megkettozési eljarassal felépiild struktura kozil az elsd kettdé véges dimenzids asszociativ
algebra, igy alkalmas matrixok segitségével reprezentalhatdo. A masodik kettd viszont nem
asszociativ algebra, ezek a Zorn, M.A. [12], [13] é&ltal bevezetett vektor-matrixok
strukturajaval reprezentalhatok eredményesen.

A linedris algebra nevezetes tétele a Cayley-Hamilton tétel, amely azt allitja, hogy egy
kommutativ, neuralis elemes R gylrli feletti n-edrendii négyzetes matrixok M, (R)
struktirajaban minden matrix kielégiti sajat karakterisztikus egyenletét [2], [11]. E tétel egy
kiilonleges esetét elészor Hamilton , W.R. (1805 — 1865) ir matematikus, fizikus és csillagasz
bizonyitotta be 1853-ban a kvaterniok algebrajara. Ez a struktura bizonyos negyedrendi valds,
vagy alkalmas masodrendli komplex komponensli matrixok felhasznéalasaval reprezentalhato.
Cayley, A. (1821 — 1895) angol matematikus a tételt a legfeljebb harmadrendii matrixokra
1858-ban targyalta, de csupan a masodrendi matrixokra publikalt bizonyitast. Ami az n-
edrendii matrixokat illeti, Cayley kijelentette: ,,... nem tartottam sziikségesnek a tétel formalis
bizonyitasat barmilyen rendii matrix altalanos esetére.” A Cayley-Hamilton tételt altalanosan
elészor Frobenius, F.G. (1849 — 1917) német matematikus bizonyitotta be 1878-ban.

Dolgozatunkban azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy ez a fontos tétel bizonyithato-e a
fentiekben emlitett négy nevezetes algebraban.

2. A Cayley-Hamilton tétel a C, algebraban

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk, hogy az altaldnositott komplex szamok C, algebrajat
reprezentdld matrixok strukturajaban érvényes a Cayley-Hamilton tétel.
Legyen {R, +,-} a valos szamok teste a 0 Osszeadasi és az 1 szorzasi neutralis elemmel. A

Cyo:i=f{a+b-i:abeR,i¢&R} (D

alaku kifejezéseket az altalanositott komplex szamok halmazanak nevezzik, ha az {1,i}
altalanositott komplex-egységek eleget tesznek a kdvetkezd szorzasi szabalyoknak:

1-1:=1, 1-i=i-1:=i, i?:=—a (2)

ahol a € R egy rogzitett valos paraméter.

A C, halmazban értelmezhetiink az R elemeivel, mint skaldrokkal valé szorzast, egy
Osszeadast és a (2) Osszefiiggések felhasznalasaval az algebrak szerkesztésének homogén és
disztributiv szabalyait kdvetve egy szorzast is[6]. Tetszélegesr E R,a+ b-i,c +d-i € C,
esetén
skalarral valo szorzas: r-(a+b-i):=((r-a)+ (r-b)-i (3)

osszeadas: (a+b i)+ (c+d-i):=(a+c)+(b+d)-i 4)

szorzas: (a+b-i)-(c+d-i):=(ac—a-b-d)+(a-d+b-c)-i. (5)
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Az altalanositott komplex szamok C, halmaza a rajta értelmezett (3), (4) és (5) miveletekkel
egy 2-dimenzios, neutralis elemes, kommutativ €és asszociativ algebrat alkot a valos szamok R
teste felett.

A C, algebra részletes targyalasa a szerz6 [6] munkajaban megtalalhato.

c gy

tetszdleges z = a + b - i € C, esetén
1:z=0+0-i)-(a+b-i)=a+b-i (6)
irz=0+1-)-(a+b-i))=—a-b+a-i (7)

adodik, ezen Osszefliggéseket az

1-2\ _ a by (1
(i-z)_(—a-b a) (l) (8)
matrixegyenlet formdjaban irhatjuk fel. Ezt felhasznalva tekintsiik ezért az

ME(R) := {(_Of , Z):a,b e R} 9)

alaki matrixok halmazat. Har € R, 4, B € M$(R), akkor egyszerii szamolassal belathatjuk,
hogy r-A,A+B,A-B € M{(R) teljesiil, igy MS(R) részalgebrat alkot az R feletti

masodrendli négyzetes matrixok M, (R) teljes matrixalgebrajaban.
Tekintsiik most az

Fe:Cp > MES(R),a+b-i H(—c?-b Z) (10)

leképezést! Az F¢ bijektiv, hiszen F¢ ' is leképezés. Har € R, z,t € C,, tetszdleges elemek,
akkor az F¢ leképezésre teljesiil a

homogeén:
Fe(r-z) =r-Fe(2) , (11)
additiv:
Fe(z +t) = Fe(2) + Fe (D) (12)
multiplikativ:
Fe(z - t) = Fe(2) - Fe(0) (13)

tulajdonsag. Igy a (10) leképezés egy R algebra-izomorfizmus. Ebben, a C, algebraval
izomorf M$(R) matrixalgebraban bizonyitjuk, hogy igaz a Cayley-Hamilton tétel.

_ a b C ” s
Ha A = (—a b a) € M5 (R) egy tetszOleges matrix, akkor

det(4) = det (_5_ b Z) =a’+a-b?€eR (14)

teljesiil. Legyen 1 € R és E € MS(R) az egységmatrix, akkor

A_A.E:(—c?-b Z)_’l'((l) 2):((—16!_-/119 aﬁl)' (15)
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igy az A matrix karakterisztikus polinomja
ka(A) =det(A—A-E)=22-2-a-2+ (a®>+a-b?) = (16)
=22 —tr(A4) + det(4) € R[x],
ahol tr(A) az A matrix nyoma.
. b
1. Tétel. HaA = ¢
étel. Ha (—a b a

karakterisztikus egyenletét.
BIZONYITAS. A (14) - (16) 6sszefliggések felhasznalasaval

=% D%, D-za (L0, Dr@ram(f 9=

) € MS(R) , akkor k,(A) = 0O, tehat az A matrix kielégiti sajat

—a'b a —ab a —a-b 0 1
:(az—a-b2 2-a-b )_( 2-a® 2-a-b)+(a2+a-b2 0 ):
—2-a-a*b a*—a-b? —2-a-a*b 2-a? 0 a’+ a- b?

_(0 0y _
-0 9o w

teljesiil, vagyis az A matrix kielégiti sajat karakterisztikus egyenletét. Ez pedig pontosan a
Cayley-Hamilton tétel az M (R) algebraban. m

3. A Cayley-Hamilton tétel a H,z algebraban

Ezutan belatjuk, hogy az altalanositott kvaterniok H,p algebrdjat reprezentaldo matrixok
struktarajaban is érvényes a Cayley-Hamilton tétel.

A
Hep:={a+b-i+c-j+d-kiabc,d€ER;i,jk&Ri+j+k=+i} (18)

alaku kifejezéseket altalanositott kvaterniok halmazanak nevezziik, ha az {1,i,j,k}
altalanositott kvaternio-egységek kozott teljesiilnek az alabbi szorzasi szabalyok

1-1:=1,1-i=i-1:=i1-j=j-1:=j,1-k=k-1:=k
i%i=—a,j%i=—p,k?i=—a-f (19)
irj=—ji:=kj-k=-k-j:=p-i,k-i=—i-k:=a-],

ahol , B € R rogzitett valos paraméterek.

A Mg halmazban értelmezhetiink az R elemeivel, mint skalarokkal valo szorzast, egy
Osszeadast és a (19) osszefiiggések felhasznalasaval az algebrak szerkesztésének homogén és
disztributiv szabalyait kGvetve egy szorzast is [6]. TetszOlegesr E R,a+b-i+c-j+d -k,
a'+b"-i+c'-j+d -k €Hgypeseténa
skalarral valo szorzas:

r-(a+b-i+c-j+d-k):=r-a)+@-b)-i+@-c)-j+@-d)-k (20)
Osszeadas:
(a+b-i+c-j+d-k)+@+b-i+c-j+d-k):=
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=(a+a)+b+b)-i+(c+)j+(d+d)-k (21)
SZOrZAas:
(a+b-i+c-j+d-k)-(@a+b-i+c-j+d -k):=
=(a-a'—a-b-b'—f-c-c'—a-p-d-d)+

+(a-b'+b-a+B-c-d—-p-d-c)i+
+(a-c—a-b-d+c-a'+a-d-b)j+
+(a-d+b-c"—c-b'+d-a')k (22)

Az altalanositott kvaterniok H,z halmaza a rajta értelmezett (20), (21) és (22) miiveletekkel
egy 4-dimenzids, neutrdlis elemes, nem kommutativ, de asszociativ algebrat alkot a valos
szamok R teste felett.

A (19) osszefiiggésben szerepld i - j = k felhasznalasaval a tetszéleges ¢ =a+b-i+
c+j+d-k € Hgp altalanositott kvaternio egyértelmiien irhato fel

q=a+b-itcjtd-k=(@+b-D)+(c+d-i)j=2z+2,"] (23)

alakban, ahol zy =a+b-i,z, =c+d-i € C,, ez a q kvaterni6 komplex-algebrai alakja. A
(20) — (23) osszefiiggések felhasznalasaval az altalanositott kvaterniok komplex-algebrai
alakjara levezethetok az aldbbi szamolasi szabalyok:

Har € R,z; + z; - j,wy + w, - j € Hp, akkor

Tzt 2z )=0z)+ (T 2)] (24)
(z1tz )+ Wy +wyj)= (21 +wy) + (22 +wy) (25)
(z1+ 2z ) Wi +wy))=(20 wy — B2 Wy) + (21w + 25 - Wy) - . (26)

A (26) 0sszefiiggésben szerepld feliilvonas az adott altalanositott komplex szdm konjugaltjat
jelenti, ahol a z=a+b-i € C, konjugaltjan a Z=a — b i € C, altalanositott komplex
szamot értjiik. A H,p algebra részletes tirgyalasa a [6] dolgozatban megtalalhato.

crcr

tetszOleges q = z; + z, * j € Hyp esetén (26) és a C, struktirdban a konjugdlt képzésének
tulajdonsagai [6] alapjan

1:gq=A+0-j)(z1+tz, j)=2z1+ 2] (27)
Jjrq=0+1-))(z1+z ) )=—P 2, +2 "] (28)

kovetkezik, amely Osszefiiggéseket a

(11 2> - (_ﬁZTZ_z i—f) ' (]1) (29)

matrixegyenlet forméjaban is felirhatjuk. Tekintsiik ezutan az
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MiC) ={(_g 7 7) mmety (30)

alaku matrixok halmazat! Har € R, 4, B € M (C,), akkor a C, algebraban levé konjugalasi
szabalyok felhaszndldsaval egyszerli szamoldssal igazolhatjuk, hogy r-A,A+ B,A-B €
ME(C,) teljesiil, ezért ME(C,) részalgebrat alkot a C,, feletti masodrendii négyzetes matrixok
M, (C,) teljes matrixalgebrajaban.

Vizsgaljuk most az

Z1 Zz)

FuiHop > MECD.zi vz = (Lp' 7 7 (31)

leképezést! Az Fy bijektiv, hiszen F' is leképezés. Har € R; p,q € Hgp tetsz8leges elemek,
akkor az Fy leképezésre teljesiil az

Fy(r-p) =r-Fy(p) (32)
homogeén,
Fy(p + q) = Fu(p) + Fu(q) (33)
additiv,
Fu(p - q) = Fu(p) - Fu(q) (34)

multiplikativ tulajdonsag. Ezért igaz, hogy a (31) Osszefiiggésben szereplé Fy leképezés egy
R algebra-izomorfizmus.

Ebben, a Hp algebraval izomorf M2 (C,) matrixok alkotta algebraban bizonyitjuk, hogy

igaz a Cayley-Hamilton tétel.

zZ zZ
Ha A = (—3 ! z Z_i) € MJ(C,) egy tetsz8leges matrix, akkor

Zy

Z
det(A)=alet(_ﬁ,fz_2 Z_1)=z1-z—1+ﬁ-z2-z—2enzz. (35)

Legyen A € C,, tovdbba E € ME(C,) az egységmatrix, akkor
___Zl Zz__lO_Z1_/1 Zz)
1-r8=(giy 2= V=55 222) (36)
ezért az A matrix karakterisztikus polinomja

k,(A) = det(A—1-E) =de1:(zl"1 2 >:

87 Z—A
=2 —(z1+2) A+ (z 21+ B2, 23) = 22 —tr(A) - 1 + det(A) € R[x] . (37)
, A Zp H . e e .
2. Tétel. Ha A = (—,[3 . Z_1) € M3 (C,), akkor k4(A) = O, vagyis az A matrix kielégiti

sajat karakterisztikus egyenletét.
BI1zONYITAS. A (35) — (37) Osszefliggések felhasznalasaval

bW=(g's ) (pn 2)-Grm (s 2)+
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. 7 . .—.1 0 _< le_.B'Zz'Z_z Zl'Zz+zz-z_1>_
+(z1 21+ B2y Z3) (0 1)— Bz 75 (B —f2,5
_( zi+z,° 7 21'22"‘22'2_1) (Zl'Z_1+,3'Zz'Z_2 0 )
Bz BB 77+ (7)) 0 zy 2+ B2y 2
0 0
=(y o) =0€MIC. (38)

vagyis az A matrix kielégiti sajat karakterisztikus egyenletét. Ez pedig azt jelenti, hogy a
Cayley-Hamilton tétel igaz az M4 (C,) algebraban. m

4. A Cayley-Hamilton tétel az O,;, algebraban

aBy
Most belatjuk, hogy az altalanositott oktoniok Qp, algebrajat reprezentalod vektor-matrixok

struktirdjaban szintén érvényes a Cayley-Hamilton tétel.
Az

Qapy = {Xic0ai"€iieg=1Le @ R(I<i<7),e # (i # )} (39)

alaku kifejezéseket az 4ltalanositott oktoniok halmazanak nevezziik, ha az {e;}/_, éltalanositott
oktonid-egységek kozott teljesiilnek a [8] dolgozat végén szerepld miveleti tablazatban
megadott e; - e; szorzasi szabalyok, ahol tovabba a, 8,y € R rogzitett valos paraméterek.

Az Q4p, halmazban értelmezhetiink az R elemeivel, mint skalarokkal valo szorzast, egy
Osszeadast és az {e;}_, elemek felhasznalasaval az algebrak szerkesztésének szabalyait
kovetve egy szorzast is [8].

TetszOleges 7 € R, 01 = Y- a; " €;,05 = Ni— b; * €; € Oyp, esctén legyen
skalarral valo szorzas:

r- (Zi7=0 a;: ei) = i7=0(r ’ ai) e, (40)
Osszeadas:
Yioaie;+Xl_obie =X _ola; +b) e, (41)
SZOrzas:
Eloai-e) (Zizobj- &) =Xl j=0(ai bj) - (ei-¢)) . (42)

Az éltalanositott oktoniok Q,p, halmaza a rajta értelmezett (40), (41) és (42) miiveletekkel
egy 8-dimenziods, neutralis elemes, nem kommutativ, nem asszociativ, alternalé algebrat alkot
a valds szamok R teste felett.

Minden o = Y.7_, a; e; 4ltalanositott oktonié egyértelmiien irhat6 fel

0=q,+q;"E (43)

alakban, ahol q1, g, € Hyp €s E = ey, ez az ltalanositott oktonié kvaternio-algebrai alakja.

A (40) — (43) oOsszefiiggések felhasznalasaval az altalanositott oktonidok kvaternio-
algebrai alakjara levezethetok a kovetkezd szamolési szabalyok:
har €R, py +p; E,q;1 + q2 - E € Qpp,, akkor

r(p1+p2-E)=(0"p)+(@-py)-E (44)
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(p1+p2 E)+ (@1 +q E)=(@1+q) +(p2+q2) " E (45)
P1+p2'E) (1 +q2 E)=(1 1=V Q2 p2)+ 02 @1 +q2°p1) " E . (46)

A (46) 6sszefiiggésben szerepld feliilvonas az adott altalanositott kvaternioé konjugaltjat jelenti.
Mindeng =a+b-i+c-j+d-k € Hgp egyértelmiien irhato fel

alakban, ahol a = S(q) € Ragq valés része, U =b-i+c-j+d-k=V(q) € Im(]HIaﬁ) aq
képzetes része. Ez a q € H,g Hamilton-féle alakja.
Minden 0 = q; + q; - E € Qp, pedig egyértelmiien irhat6 fel a (47) felhasznalasaval

o=(a+U)+(b+V)-E (48)

alakban, ahol q; =a+U,q, =b+V € Hyp, itta,b € Rés U,V € Im(Hyp) teljesiil. Ez az
0 € 04p, Hamilton-féle alakja.

Az Qgp, algebra részletes targyaldsa az [ 7], [©] és [9] dolgozatokban taldlhato.

Az Qp, algebra reprezentalasahoz tekintsiik a

zorn(3,¢,) = {(F 1 o U Y cab e R UV € m(Hgg).i € R, 2 = —y} (49)

halmazt, amelynek elemei a Zorn-féle vektor-matrixok. Lathato, hogy e vektor-matrixok f6-
atlojaban a C,, mell¢katlojaban pedig a (Cf, elemei taldlhatok. E vektor-matrixok kozott
értelmezhetiink egy komponensenként elvégzendd R-beli elemmel, mint skalarral valo szorzast
és egy Osszeadast, valamint egy * szorzast is a [9] dolgozatban bemutatott médon. Ha r € R és
ABE€E Zorn(3, (Cy), akkorr-A,A+ B,A*B € Zorn(3, Cy), tehat e vektor-matrixok halmaza
zart a koztiik értelmezett miiveletekre nézve.

Tekintsiik most az

a+i-b —U+i'V)

F@i@aﬁy_’Zom(3'(cy)'(a+U)+(b+V)'EH(U+i-V a—i-b

(50)

leképezést! Az Fgy bijektiv, hiszen Fg' inverze is leképezés. Ha 7 € R, 04,0, € O
tetszOleges elemek, akkor az Fg leképezésre teljesiil az

apy

Fo(r-o01) =1 Fg(0,) (51)

homogén, az
Fo(o1 + 0;) = Fg(oy) + Fp(03) (52)

additiv és az
Fo(oy - 03) = Fg(01) * Fg(0,) (53)

multiplikativ tulajdonsag.
Ezért az (50) Osszefiiggésben szerepld Fg leképezés egy R algebra-izomorfizmus. Ebben,
az Qgp, algebraval izomorf Z orn(3, (Cy) Zorn-féle vektor-matrixok alkotta algebraban
bizonyitjuk, hogy igaz a Cayley-Hamilton tétel.
Legyen most
A=(a+L-b -U+i-V

griy ) ezom(se) (54)
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egy tetszOleges Zorn-féle vektor-matrix, ekkor

det(4) :det(lcjii:g —aU_+ii.'bV) =(a+i-b)-(a—i-b)—

—WU+i-V)o(-U+i-V)=a?+y-b>?+UcU+y-(VoV)ER (55)

teljesiil, itt o a [9] dolgozatban értelmezett (Cf,-beli altalanositott skalaris szorzat. Ha 1 € C,,
tovabba E € Z 0rn(3, (Cy) az egyseég vektor-matrix, akkor

_(a+i-b -U+i-V\y_, (1+i-0 O0+i-0)_
4 AE_(U+VV a—bb) (0+v0 1—p0)‘
_(la+i-b)—2 -U+i-V )
"( U+i-V (a—i-b)—A) (56)
ezért az A matrix karakterisztikus polinomja

_ ey (a+i-b)—2 =U+i'V )_

ka(W) = det(A—2-E) = dee (@ 7170 aoiipea)=
=[(a+i-b)=2]-[(a=i-b)=A]=WU+i-V)o(=U+i-V)= (57)

=22 —[(a+i-b)+(@—i-bD)]A+[a?+y-b2+UcU+y-(VoV)] =
=22 —tr(A) -1+ det(Ad) € R[x] .

) _(a+ib -U+i-V B ,
3. Tétel. Ha A = (U LIV a—i-b ) € Zorn(3,(C],), akkor k,(A) = O, tehat az A
vektor-matrix kielégiti sajat karakterisztikus egyenletét.

BizONYITAS. Az (54) — (57) Osszefiiggések felhasznalasaval

_(a+i-h —U+i-Vy (a+i-h —-U+i-Vy_
kA(A)_(U+i'V a_i-b)*(U+i-V a—i-b)

_Z_Q_(a+i-b —U+i-V)+

U+iV a-—i'b (58)

1+i-0 0+i-0

2 .2 o (Vo )
a2 +y D2+ UolU+y-(V m](0+b0 1+l._0).
Az (58) Osszefliggésben kijeldlt, vektor-matrixok kozotti miiveletek elvégzése utan a [9]
dolgozatban szerepld (C;’;-beli X altalanositott vektoridlis szorzat tulajdonsagai és e dolgozatban

levé Lemmak alapjan

(az—ybz+i-2ab—U0U—y-(V0V) —2aU +i-2aV >+
2aU +i-2aV a’? —yb?—i-2ab—UoU—y-(VoV)
—2a% —i-2ab 2aU—i-2aV>
+ + 59
(—ZaU—i-ZaV —2a? +i-2ab (59)
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+(a2+yb2+U0U+y-(V0V) 0+i-0 )_
O+i-0 a?+yb?+UoU+y-(VoV)

:(0+i-0 0+i-0):0
O+i-0 0+4+i-0

adodik, tehat az A matrix kielégiti sajat karakterisztikus egyenletét. Ez pedig azt jelenti, hogy a
Cayley-Hamilton tétel igaz a Z orn(3, (C],) vektor-matrix algebraban.m

5. A Cayley-Hamilton tétel az Sz, 5 algebraban

Végiil megmutatjuk, hogy az altalanositott szedeniok S,p,s algebrajat reprezentald vektor-

matrixok struktirdjaban is igaz a Cayley-Hamilton tétel.
Az
Sapys i={Xi20a;i"Ei: Eg:=1,E; ¢ R(1<i<15),E; #E (i #j)} (60)

alaku kifejezéseket az altalanositott szedeniok halmazanak nevezziik, ha az {E;}}2,
altalanositott szedenio-egységek kozott érvényesek a [10] dolgozat végén levé miiveleti
tablazatban szerepld E; - Ej szorzasi szabalyok, itt a, B,y, § € R rogzitett valos paraméterek.
Az S,pys halmazban értelmezhetjiik az R elemeivel, mint skalarokkal valo szorzast, egy
Osszeadast, valamint az Aaltaldnositott szedenid-egységek elemparjai szorzatainak
felhasznalasaval az algebrak altalanos megszerkesztésének szabalyait kdvetve egy szorzasi
miiveletet is [10].
Tetszbleges 7 € R, 53 = Y120 a; " Ei, 5 = X120 b; - E; € Sgpys esetén
skalarral val6 szorzas:

re (BiZpa; E;) = i20(r - ap) - Ey (61)
Osszeadas:
1500, Ei +X15b; - E; :=Y15(a; + b)) - E; (62)
SZOrZAs:
(Eioai-E) - (Zj20b; - Ey) := Xij=o(ai - by) - (Ei - E;) - (63)

Az altalanositott szedeniok (60) Osszefiiggéssel értelmezett halmaza a (61), (62) és (63)
miiveletekkel egy 16-dimenzids, neutralis elemes, nem kommutativ, nem asszociativ, nem is

alternal6, viszont flexibilis algebrat alkot a valos szamok R teste felett.

Minden s = ¥}, a; - E; altalanositott szedeni6 egyértelmiien irhato fel

s=0,+0,F (64)

alakban, ahol 0, 0, € Qg4p,, €s F = Eg, ez az altalanositott szedeniok oktonio-algebrai alakja.
A (61) — (63) Osszefiiggések felhasznalasaval az altalanositott szedeniok oktonio-algebrai
alakjara bizonyithatok a kovetkezd szamolasi szabalyok:
har € R,uy +uy - F,vy + v, - F € Sppys, akkor
re(utu F)=0u)+0 u)F, (65)
(u1+u2'F)+(U1+U2'F)=(u1+v1)+(u2+v2)'F, (66)

(uytuy F)- (v +vy, F)=(uy vy — 603 up) + (up vy + v uy) - F (67)
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teljesiil. A (67) Osszefliggésben szerepld feliilvonas az adott altalanositott oktonid konjugaltjat
jelenti. A (47) és (48) Osszefliggések gondolatait folytatva minden s = 0; + 0, * F € Sypys
egyértelmiien irhato fel

s=(@+U)+b+V)F (68)

alakban, ahol 0; =a+U,0, =b+V € Opp,, itt a,b € R, U,V € Im(Qpp,) . Ez a (68)
eldallitas az s altalanositott szedenid6 Hamilton-féle alakja.
Az Sy, algebra részletes targyaldsa a [10] dolgozatban megtalélhato.

crer

a+i-b -U+i-V

Zorn(7,Cs) ::{(U+i'V a—i-b

):a,b €RU,V € Im(04p,),i € R, i* = 5} (69)

halmazt, amelynek elemei a Zorn-féle vektor-matrixok. Figyeljiik meg, hogy e vektor-matrixok
foatlojaban a Cs, mig mellékatlojaban a C} elemei 4llnak. E vektor-matrixok kozott
értelmezhetiink egy komponensenként elvégzendd R-beli elemmel, mint skalarral val6 szorzast
és egy Osszeadast, valamint egy * szorzast is a [ 1 (] dolgozatban bevezetett modon.

Har € R, A,B € Zorn(7,Cs), akkor r-A,A+ B,A * B € Zorn(7,Cg), vagyis az ilyen
tipusu vektor-matrixok halmaza zart ezen miiveletekre nézve.

Tekintsiik ezutan az

Fs: Sagys = Z0rn(7,C), (@ + V) + (b +V) - F o> (] j: y I’i aU_+l,l. bV) (70)

leképezést! Az Fy bijektiv, mert Fg * inverz is leképezés. Har € R, sy, 5, € Sapys tetszleges
elemek, akkor az Fg leképezésre teljesiil az

FS(T "Sy)=71" FS(S1) (71)

homogeén,
Fs(sy + s3) = Fs(sy) + Fs(s2) (72)

additiv, és
Fs(s1 - s3) = Fs(s1) * Fs(s3) (73)

multiplikativ tulajdonsag. fgy a (70) Osszefiiggésben szerepld Fg leképezés egy R algebra-
izomorfizmus.
Ebben, az S,p,s algebraval izomorf Zorn(7,Cs) Zorn-féle vektor-matrixok alkotta
algebraban bizonyitjuk, hogy érvényes a Cayley-Hamilton tétel.
Legyen most
= (5 I i ‘b/ aU—+iL- bV) € Zorn(7,Cs) (74)

egy tetszoleges vektor-matrix, ekkor az el6z6 fejezettel teljesen analdég okoskodéssal

a+i-b -U+i-V

det(a) =det (573 T

)=a2+6-b2+UoU+6-(VoV)ER (75)

teljesiil. Ha 1 € Cg, tovabba E € Zorn(7, Cs) az egységmatrix, akkor
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a-aee=(C g0 amioby2)’ (76)
ezért az A vektor-matrix karakterisztikus polinomja
ka(A) =det(A—A-E)=A2—-2-a-2+[a?+6-b2+UU+6-(Vol)]=
=12 —tr(A) -1+ det(A) € R[x] . (77)

Ezutan mar az el6zo fejezet 3. Tételével teljesen analég mddon konnyen bizonyithatjuk a
kovetkezo allitast.

. _(a+ib -U+i'V _ - .
4.Tétel. Ha A = (U 40V a—i-b ) € Zorn(7,Cs), akkor k4 (A) = O teljesiil, vagyis az
A vektor-matrix kielégiti sajat karakterisztikus egyenletét.

BIZONYITAS. A (74) — (77) 6sszefliggések felhasznalasaval

_(a+ib -U+i-V\ (a+i-b -U+i-V\_
IR GRS A K ARG

5. . (atib -U+i-V 2 2 . Ve .
Za(Uﬂ.,V a—i-b)+[a +8- b2+ UoU+8-(VoV)]
1+i-0 O+i-0\_(0+i-0 O0+i-0\ _
(0+i-0 1+i-0)_(0+i-0 O+i-0)_0 (78)

adodik a 3. Tétel bizonyitasaval megegyezd okoskodassal, ez pedig tételiink allitasat

bizonyitja.m

6. Osszefoglalo

Dolgozatunkban a klasszikus lineéris algebra egy nevezetes tételének, a Cayley-Hamilton
tételnek négy nevezetes, R feletti algebraban valo érvényességével foglalkoztunk.

Tudjuk, hogy a véges dimenzids asszociativ algebrdk alkalmas matrixok struktaraival
reprezentdlhatok. Ilyen asszociativ algebrak az altalanositott komplex szdmok ¢és az
altalanositott kvaterniok is. Egyszerii direkt bizonyitast mutatunk be dogozatunk elsé felében
arra, hogy ezen algebrakat leir6 matrixok struktiraiban — valojadban nem is meglepé modon —
teljesiil a Cayley-Hamilton tétel.

Erdekesebb kérdés, hogy az altalanositott oktoniok és altalanositott szedenidk nem
asszociativ algebrajaban, amelyek Zorn nyoman alkalmas vektor-matrixok strukttraival
reprezentalhatok, vajon érvényes-e ez a fontos klasszikus tétel? A szerz6 korabbi [7] - [10]
dolgozataira tdmaszkodva igazoltuk munkédnk f6 eredményét, hogy az emlitett két nevezetes
nem asszociativ algebrékat leird vektor-matrix struktirakban is igaz a Cayley-Hamilton tétel.
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