The title was inspired by Csaba Csapody’s material entitled ,The use of calculators in
mathematicsfinal exams’ distributed at Bolyai Association’s Congress Named after Laszl6 Ratz
(2016, Baja, Hungary). In the material the author outlines various possibilities (compulsory
use of one type of calculator during the final exam, limiting the range of calculator types,
restricting the use of the calculator through evaluation guidelines). The author states among
others that the student, ’in possession of the relevant knowledge and skills of calculation,
may benefit a lot” from the use of the calculator because ’it will relieve him from bulk and
repetitive calculation and leave him time to discover new or deeper relationships.” In the
following some tasks, aimed to represent task types, devised expressedly for school calculators
will be discussed.

A cimet az inspirdlta, hogy a Bolyai Tarsulat Ratz Laszl6 Vandorgy(ilésén (Baja, 2016)
kiosztasra keriilt Csapodi Csaba — Koncz Levente: A szamol6gép haszndlata a matematika
érettségi vizsgan cimii anyaga, amelyben tobbféle lehetdséget is (egységes szamologép hasz-
ndlatanak eldirdsa, az érettségin hasznalhat6 szamologépek tipus alapjin torténd szikitése, a
szdmologép hasznilatdnak korltozasa az értékelési itmutatdn keresztiil) vézoltak. frasukban
az is szerepel, hogy amennyiben a tanuld ,,a kell6 tuddsnak és szamitdsi rutinnak mér birto-
kaban van” a szdmologép haszndlata ,rendkiviil hasznos lehet” mert, ,megszabadit a nagy
tomegti, ismétlodo szamitastol, és idot szabadit fel az tj/mélyebb osszefiiggések megismerése
szamara”. Az alabbiakban, néhany kifejezetten az iskolai szdmoldgépekkel kapcsolatos fel-
adattal - mondhatni feladattipussal - foglalkozunk.

El6zményként néhény olyan feladatot emlitek, amely mar eléfordult a Varga Tamds Na-
pokon szerepld Feladatcsokor kalkulatorra cim( eléaddsomon (Budapest, 2010. november 6.)
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MILYEN FELADATOKAT (IS) ADJUNK
AZ ISKOLAI HASZNALATRA
ENGEDELYEZETT SZAMOLOGEPEKRE?

Some (more) tasks for calculators permitted

SZALAY Istvan to use by students in schools

cimzetes egyetemi tanar
Szegedi Tudomanyegyetem
Pedagogusképzd Kar Kakve zadatke dati ucenicima koriste¢i

Matematika Szakcsoport .. . -
szalay.istvan22@gmail.com digitron koji je dozvoljen:

A. A 12 karakter kijelzésére képes CASIO f, — 570ES kalkulatorral szamitsuk ki az 1—19 tort
tizedes tort alakjanak teljes szakaszat! (Eredmény: % =0,052631578947368421)

B. A CASIO f, — 570ES kalkulator szerint e = 2,718281828. Igaz-¢, hogy e = 2,71828?
(A vélasz tagad6, mert a kalkulatorral kimutathato, hogy
2,718181828459034 < e < 2,718281828459045.

) 1 1000000
Megjegyezziik, hogy ugyanezzel a kalkulatorral (1 + —) = 2,718280469.)

1000000

C. A CASIO f, — 570ES kalkulator szerint g =0,4501581581.

Igaz-e hogy g = 0,450158?
(A vélasz tagad6, mert a kalkulatorral kimutathato, hogy
0,450158158078545 < % < 0,450158158078554. )

D. A CASIO f, — 570ES kalkulator szerint 2°° — 1 = 3,689348815 - 10'°, ami biztosan
nem igaz, hiszen 2% — 1 paratlan szam. Adjuk meg a pontos értéket!
(A kalkultorral kiszamithato, hogy 265 — 1 = 36 893468 148443 103231.)

E. A CASIO f, — 570ES kalkulator szerint
m = 3,141592654
e = 2,718281828
A kalkulator szerint
3,141592654 - 2,718281828 = 8,539734222
és
m-e = 8,539734223

EVKONYYV, 2017



Szalay Istvan
Milyen feladatokat (is) adjunk az iskolai hasznalatra engedélyezett szamologépekre?

Melyik a 7 - e ,,igazi” értéke?
(A kalkulatorral kimutathato, hogy m - e =~ 8,5397342226725(6).)

E feladatok megoldasa soran alkalmazott ,,intervallumsziikités” ¢és a ,hibaelemzés”
modszereket néhany 0j példan mutatjuk be.
1. A CASIO f,—570ES és a CASIO f,— 825X kalkulitorok szerint m =
3,141592654, de ez nem lehet igaz, hiszen a ™ nem racionalis szam. Emiatt,

vagy 3,141592654 <rm , vagy 3,141592654 > .
A szamolégépeket hasznialva, mondjuk meg, hogy mi az igazsag!

Megoldas.
A szamoldgépek altal végzett kerekités miatt fennall, hogy
(1.1) 3,1415926535 < m < 3,1415926544,

ami azt jelenti, hogy a m egy 9-107' hosszi intervallumon beliil van. Az
intervallumsziikités” modszere azt jelenti, hogy ezt az intervallumot probaljuk sziikiteni.
Az (1.1) alapjan
314159265,35 < 1087 < 314159265, 44
0,35 < 1087 — 314159265 < 0,44.
Most Gjra a CASIO f, — 570ES szamoldgépet hasznalva azt kapjuk, hogy
1087 — 314159265 = 0,35898.
A jobb oldalon az utolsé jegy (8) ismét kerekitett, ezért csak az biztos, hogy
(1.2) 0,358975 < 1087 — 314159265 < 0,358984
fennall. Az (1.2) alapjan

314159265,358975 < 1087 < 314159265,358984,
3,14159265358975 < m < 3,14159265358984.
Ezzel aw egy 9 - 10~ 1* hosszlisagu sziik intervallumba szorult be, amelybé] 1atjuk, hogy
3,141592654 >
(Ma mar a m tizedestort kifejtését korabban elképzelhetetleniil nagy véges szamossagig
ismerjilk, de — ellentétben a végtelen szakaszos tizedes tortekkel — ,teljesen” sohasem
ismerhetjik meg. Ez mutatja azt is, hogy az 1. feladat barmilyen nagy teljesitményli
szamitogép esetén is felvethetdé. Az internetr6l leolvashatjuk példaul az elsé 25000 jegyet
(http://oldweb.cecm.sfu.ca/personal/jborwein/pi25000). Innen lathatjuk, hogy
m =~ 3,141592653589793 ...,
ami hitelesiti az intervallumsziikitéssel kapott behatarolast ¢és azt is, hogy a feladatban
szerepelt (8) felfelé kerekitett jegy.)
2. A CASIO f, —570ES és a CASIO f, — 825X kalkulatorok szerint
e+ m=15,859874482

Kerekitett vagy értékes jegy az utolsé szamjegy?
A feladatban szereplé kalkulatorokat hasznalva, az intervallumsziikités modszerével
kimutathato, hogy
(2.1) 5,859874482048835 < e + m < 5,859874482048844.
fgy a kérdésben szereplé utolsd szamjegy (lasd (2.1)) egyszerre értékes és kerekitett jegy is.
(A kérdésben szerepld ,,vagy” diszjunkcid, azaz ,,megengedd vagy”.)
3. A CASIO f, — 570ES és a CASIO f, — 825X kalkulatorok szerint

2011-2012-2013-2014 = 1,640375552 - 1013,
ami nyilvin nem pontos, hiszen a bal oldali szorzat 4-re végzédik (1-2-3-4 =24),a
jobb oldali pedig a 0-ra. A kalkulatorok segitségével allapitsuk meg a bal oldali szorzatot
teljes pontossaggal!

EVKONYYV, 2017
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Szalay Istvan
Milyen feladatokat (is) adjunk az iskolai hasznalatra engedélyezett szamologépekre?

Megoldas.
A jobb oldalbdl latszik, hogy a bal oldali szorzat 14 jegyli szam. Mivel az utolso jegye a 4, a
szorzat egy, 2 hosszlsagl
3.1 e 0.3 < 20112012 -2013 - 2014 < oo vee et 5
intervallumban helyezkedik el. Az ,,intervallumsziikités” modszere azt jelenti, hogy ezt az
intervallumot probaljuk sziikiteni.

2011-2012:2013-2014

A CASIO f, — 570ES kalkulator szerint =
10

A szamologép altal végzett kerekités miatt fennall, hogy

2011-2012-2013-2014
1,6403755515 < 1013 < 1,6403755524,

ami azt jelenti, hogy a tort egy 9-1071° hosszisigl intervallumon beliil van. Az
egyenldtlenség 108 — nal vald végigszorzasaval a tizedes vesszét a kritikus (vastagon
szedett) jegyekig vissziik:

164037555,15 <

= 1,640375552.

2011-2012-2013-2014
105

< 164037555, 24,

majd mindharom oldalbol kivonjuk a (sz€ls6) bal és (sz€lsd) jobb oldalak egész részeit.

2011-2012-2013-2014
0,15 < 105 — 164037555 < 0,24,

Most Gjra a CASIO f, — 570ES szamologépet hasznalva azt kapjuk, hogy

2011-2012-2013-2014
10°

— 164037555 = 0,24024.

A jobb oldalon az utolso jegy (4) ismét kerekitett, ezért csak az biztos, hogy

2011-2012-2013-2014

2402
0,240235 < TE

— 164037555 < 0,240244
és
2011-2012-2013-4201

164037555,240235 < 10

Tovébba,

< 164037555,240244.

(3.2) 16403755524023,5 < 2011-2012-2013 - 4201 < 164037555,24024, 4.

A (3.2) altal meghatarozott 0,9 hossziisagu nyitott intervallumba csupan egy egész szam esik,
ezért

2011-2012-2013-2014 = 16403755524024.
4. A 10 karakter Kkijelzésére képes SHARP EL — 531WH kalkulatorral szamitsuk ki az %

szakaszos tizedes tort alakjanak teljes szakaszat!
Megoldas.

A SHARP EL — 531WH kalkulator szerint % = (0,058823529. Ez nem lehet pontos, mert az

% racionalis szam, kifejtése végtelen szakaszos tizedes tort, és a kalkulator eredménye alapjan

a szakasznak még a kezdetét sem tudjuk kijelSlni.
Hibaelemzés segitségével meghatarozzuk a kalkulator altal adott eredmény pontos hibajat:
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Szalay Istvan
Milyen feladatokat (is) adjunk az iskolai hasznalatra engedélyezett szamologépekre?

0,058823529 - 17

411764703
0,999999993 alapjan a pontos egyenlGség
@.1) % — 0,058823529 + 2000000007
0.000000007

A pontos egyenldséget létesitd hibatag tehat , amelyben 8 darab ,,biztatd 0”

szamjegy szerepel. Hogy ,.jobban lassunk” a hibatagot 10°-szeresére nagyitjuk fel:
@2) 109 - 0,000000007 _ 7

17 TS
Most Gijra a SHARP EL — 531WH szamoldgépet hasznalva azt kapjuk, hogy
— = 0,411764705.
Ezt az eredményt, akarcsak a kalkulator altal adott elsé eredményt, szintén hibaelemzésnek
vetjiik ala:
0,411764705 - 17

2882352935
6,999999985  alapjan

T 0,411764705 + 0,000000015 .
17
Ebbdl a (4.2) alapjan adodik
0,000000007 0,000000000000000015
T - 0,000000000411764705 + 7 .

Innen visszatérve a (4.1)-hez, ismét pontos egyenldséget nyeriink

0,000000000000000015
17 '

1
7= 0,058823529411764705 +

A most kapott hanyadosnak a 0 egész mogott mar 18 jegye van, mikdzben az 1:17 osztas
esetén legfeljebb 16 jegyli szakaszokbol allo szakaszos tizedes tort keletkezik. ,,J6 szemmel”
észre is vehetjiik:

1:17=0,0588235294117647 .

EVKONYYV, 2017
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Szalay Istvan

Milyen feladatokat (is) adjunk az iskolai hasznalatra engedélyezett szamologépekre?

A 4. feladathoz két megjegyzés kivankozik:

Ellenorzés kézi osztassal

1 :17=0,0588235294117647 Maradék: 1

100
150
140
40
60
90
50
160
70
20
30
130
110
80
120
1  (Innentdl kezdve ismétlodik)

Elemi, de érdemes lenne kiprébalni, hogy 100 f6bél hanyan nem hibazzak el!
A 12 karakter kijelzésére képes CASIO f,, — 570ES szamologép szerint

L = 0,05882352941,

17

10
15
14
4
6

o
WNISNN O

13
11

8
12

ami, két jeggyel tobb, mint a 10 karakter kijelzésére képes SHARP EL — 531WH

szamologép

1
—= 2352
T = 0,058823529

eredménye, amelybdl a kdvetkez6 uton kaphatjuk meg az el6z6 eredményt:

A SHARP EL — 531WH szamoldgép szerint:
100

- = 5,882352941 (10 karakter).

Mindkét oldalt 100-zal osztva kapjuk a CASIO f, — 570ES szamologép szerinti

eredményt.
Természetesen egyik eredmény sem teljes pontossagu.

5. Andi és Bandi a CASIO f, — 570ES szamologéppel bibelédve az %+

tizedes tort alakjat szeretnék megtudni. Andi beiiti az

1
— = 0,05882352941
17 ’

1
0= 0,05263157895
gombokat és irasban ad dssze 0,11145510836.

Bandi mindent géppel csindl - + = = 0,1114551084.

1 ..
— Z
19 0sszeg

Bandi egy kicsivel nagyobb szamot kapott. Gyanitjik, hogy egyik sem teljesen pontos.

Melyik eredmény van kézelebb az L4l osszeg pontos értékéhez?

17 19
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Szalay Istvan
Milyen feladatokat (is) adjunk az iskolai hasznalatra engedélyezett szamologépekre?

1. Megoldas.
Mivel Bandi csak a szamologépre hagyatkozott €s az altala kapott eredmény utolso jegye a 4,

roz 1 1 ..
a kerekitéssel az 15 T 1o Osszege az

1 1
<—+—<
0,11145510835 < 7 + Th 0,11145510844

intervallumba esik. Ebben az intervallumban van Andi eredménye is. Azt, hogy melyik
eredmény van kozelebb az dsszeg pontos értékéhez, intervallumsziikitéssel probaljuk
eldonteni:
1 1
111455108,35 < 107 - (ﬁ + E) < 111455108,44

035 < 10°- (5 ++;) — 111455108 < 0,44.

Most tjra hasznaljuk a szamologépet:
1 1

109 - (ﬁ + E) — 111455108 = 0,359133.

A jobb oldal utolso jegye ismét kerekitett érték, ezért

1 1
0,3591325 < 10° - (ﬁ + E) — 111455108 < 0,3591334.

A sziikitett intervallum

1 1
0,1114551083591325 < 7 + e <0,1114551083591334.

Innen latjuk, hogy Andi eredménye van kozelebb, mert

1 1
17 + e <0,1114551083591334 < Andi eredménye < Bandi eredménye.

I1. Megoldas.
Ha tudjuk, hogy

1—17 =0,0588235294117647 és % =0,052631578947368421
(lasd 4. és A feladatok), akkor
0,0588235294117647 < 0,0588235294118

és

0,052631578947368421 < 0,0526315789474.
Az egyenldtlenségeket osszeadva adodik
1 1
E+ e < 0,1114551083592 < 0,11145510836 < 0,1114551084,

. . . 1,1 . AL
azaz, Andi eredménye van kozelebb az 17 + 15 Osszeg pontos értékéhez.

Megjegyzések:

- A II. Megoldas egyszertibbnek tiinik, de vegyiik figyelembe, hogy két elézetes
informacion (az dsszeadandok végtelen szakaszos tizedes tort kifejtéseinek ismeretén)
alapul. Ezekhez pedig ,,plusz munkaval” példaul, hibaclemzéssel (1asd 4. feladat) vagy
irasbeli osztassal (14sd 4. feladathoz fiz6tt elsé megjegyzés) lehet hozzajutni.

EVKONYYV, 2017
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u] Szalay Istvan
7 Milyen feladatokat (is) adjunk az iskolai hasznalatra engedélyezett szamologépekre?

- Az 5. feladat kérdése szamologép nélkiil is megvalaszolhatd: végezzik el az

1 1 . . .
+— 36 kozos nevezlOre hozas utani faradsagos irasbeli osztast! (13 karakterig

17 19 323
megyiink el, és latjuk, hogy az ,,=" jel helyett a ,,~” jel haszndlata lenne az indokolt.)

36:323=0, 111455108359

360 10. karakter a ,,8-as” szamjegy.
370 11. karakter a ,,3-as” szamjegy.
470 12. karakter az ,,5-6s” szamjegy.
1470 13. karakter a ,,9-es” szamjegy.
1780
1650
350
2700
1160
1910
2950

43 A maradék = 0,000000000043.
Az irasbeli osztas probaja:

0,111455108359 - 323

334365325077
222910216718
334365325077
35,999999999957
L L_38 _g111455108350 4+ 2000000000043
17 19 323 323

< 0,111455108359 + 0,0000000000001332 = 0,1114551083591332,
ami utan vilagos, hogy

1
7 + ) < 0,1114551083591332 < Andi eredménye < Bandi eredménye.

6. A CASIO f, — 570ES szamolégép szerint sin 36° = 0,5877852523. Pontos-e ez az
egyenléség?

Megoldas.

Probaljuk mas uton eléallitani a sin 36° pontos értékét! Példaul az a oldala szabalyos 6tszog
esetén az 6tszdg csucsaindl 1évo szog mindegyike 108°.

E C
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Szalay Istvan
Milyen feladatokat (is) adjunk az iskolai hasznalatra engedélyezett szamologépekre?

Az ABC haromszog egyenld szariisaga miatt a <CAB = 36°. Hasonloképpen a <ABE = 36°.
Emiatt «BMA = 108°. Fennall az is, hogy <MBC = 72° = <CMB. Ezért az MBC
haromszog egyenlé szara, tehat MC =a . Mivel a ¥BCA =36° is fennall, az ABM
héromszog és az ABC haromszogek hasonlé (egyenld szarl) haromszogek.
AM a
- “a  a+AM

Innen (felhasznalva, hogy AM > 0) kapjuk, hogy

— a \/g -1

7 V5 =1)

Mivel az ABM haromszog egyenld szara
MB =
Az MBC haromszogre felirt szinusz-tétel szerint
sin36°  V5-1

a(v5-1)
-

sin72° .2
A 'sin72° = 2sin 36° cos 36° dsszefiiggést felhasznalva,
=v5-1
cos 36°
és
V541
cos 36° = .

Mindkét oldal pozitiv, ezért a négyzetre emelés (ekvivalens atalakitas) utan, a trigonometrikus
négyzetes dsszefliggés szerint:
6+2V5
1- (SiI‘l 36°)2 = T
Végiil (felhasznalva, hogy sin 36° > 0) kapjuk, hogy
10 — 2v5
2 .
Mivel v/ 10 — 2+/5 nyilvanvaléan irracionalis szam, a sin 36° nem lehet véges tizedes tort, a
szamologép altal adott eredmény csak Kkozelitdé pontossagi. (Az intervallumsziikités
modszerével az is kiderithetd, hogy
0,5677852292425 < sin36° < 0,5677852292434,
amibdl sin 36° < 0,5877852523 adddik.)

sin36° =

Osszegzés

A kozolt feladatok az iskolai szamologép olyan, a matematikadran vald hasznalatat kivanjak

bemutatni, amely lényegesen eltér az egyéb tanorakon (példaul fizika, kémia, gazdasagtan),

vagy akar a mindennapi életben vald hasznalattol. A bemutatott feladatokban nem csupan

szamitasok elvégzésére, hanem a matematikai gondolkodasban vald aktiv részvételre is

hasznéljuk a szamoldgépet.

Az 1. (tovabba a 2. és E) feladat kapcsan két megjegyzés kinalkozik:

- Els6 pillantasra trividlis megolddsnak tlinik a 10w beiitése a kalkulatorba, azzal a

meggondolassal, hogy a m = 3,141592654 utolso6 jegye utan majd latni fogunk egy
ujabb jegyet, amely majd eldonti, hogy 3,141592654 < m vagy 3,141592654 > .
Csalodas fog érni benniinket, mert a szamologép azt mondja: 10w = 31.41592654,
amivel nem jutunk elGbbre.
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Szalay Istvan
Milyen feladatokat (is) adjunk az iskolai hasznalatra engedélyezett szamologépekre?

- Masodikként arra gondolhatunk, hogy egy nagyobb teljesitményii szamologép mar
csupan a m betaplalasaval megadja a valaszt. Ez igaz, de ez a gép is kozol egy utolsd
jegyet, és ezzel Ujratermeli a problémat, amelyre ismét az intervallumsziikités ad
megoldast.

A 3. (és a D) feladat kapcsan arra mutatunk ra, hogy az intervallumsziikités modszere hogyan
segit abban, hogy ha egy egész szam nagysagrendjét meg is adja a szamologép, magat a
szamot nem. (Példaul a 3. feladat szovegét kiegészithetjiik a kovetkezo ,,mesével”: Egy kis
cég szamldjanak pin koédja a 2011, 2012, 2013 és 2014 szamok szorzatanak pontos értéke.
Sajnos, csak egy 12 karaktert kijelz6 CASIO f, — 570ES kalkulatoruk van. Meg tudjak-e
ezzel allapitani a pin kodot?)

A 4. (és az A) valoban megoldhato akar az irasbeli osztas kézi algoritmusaval, akar egy nagy
teljesitményli szamologéppel. Az elsé mod igen faradsdgos (és nagy hibaszazaléku), a
masodik pedig iskolai szamologéppel kivitelezhetetlennek tlinik. A poén az, hogy a
hibaelemzéssel mégis sikeriil.

Az 5. feladat Osszetett, amelynek harom megoldasa az intervallumsziikités és a kielemzés
valtozatos alkalmazasaira mutatnak ra.

A 6. feladat egy geometriai probléma kapcsan mutat ra az intervallumsziikités modszerére.

A B és C feladatok arra figyelmeztetnek, hogy az iskolai szamologép alapjan ,,optikai
csalodas” aldozatai is lehetiink: irracionalis szamot racionalisnak vélhetiink.

Kovetkeztetés

Annak érdekében, hogy elhagyhassuk a faradsagos algoritmusokat (tizedes tort irasbeli
osztasa tizedes torttel, négyzetgyokvonas, interpolalas logaritmus tablaval stb.), az iskolai
szamologépek hasznalata indokolt. Ugyanakkor ra kell mutatnunk a szamoldgép
hasznalatanak korlataira és buktatdira. Ezt a célt szolgdlja az elézéekben bemutatott 1)
feladattipus.

Irodalom

[1] Szalay Istvan: Feladatcsokor kalkularorra. El6adéas.Elhangzott a Varga Tamas
Modszertani Napok 2010 programjan. A program megtekintheté az ELTE TTK
Matematikai Intézet Matematikatanitasi és Modszertani K6zpont honlapjan
http://mathdid.elte.hu/html/vtn2010.html

[2] A 7 tizedestort kifejtésénének elsé 25000 jegye.

http://oldweb.cecm.sfu.ca/personal/jborwein/pi25000
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