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A valds szamok halmaza az 6sszeadds és a szorzas miiveletekkel, valamint a rendezéssel
rendezett testet alkot. Ismeretes, hogy nem lehetséges a valds szamok halmazanak olyan
bévitése, amely gy terjeszti ki a muveleteket és a rendezést, hogy a kiterjesztés utan a
bévitett halmaz rendezett test maradjon. A tanulmanyban bemutatjuk, hogy a robban-
tott szamok halmaza 0j miiveletek bevezetésével a valds szamok halmazat tartalmazo

rendezett testet alkot. Felvillantjuk az 4j szimfogalom néhdny alkalmazdsi lehetéségét is.

Kulcsszavak: algebrai test, rendezés, robbantott szam, diszkriminator, komplex modell,
multiverzum
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A robbantott szamok helye a szamfogalomban

Jol ismert, hogy a valés szamok halmaza az Gsszeadds (jele: +) és a szorzas (jele: )
miiveletekkel és a rendezéssel (jele: <) rendezett testet alkot. A rendezett testben érvényes az
Osszeadas és a szorzas monotonitasa, azaz

Barmely valos x, y ,z szamhdrmas esetén, ha x < y, akkorx +z <y + z.

Bérmely valos x, y ,z szamhdrmas esetén, hax <y és0 < z,akkorx -z <y-z.
Ismeretes, hogy nincs a valés szamok halmazanak olyan bovitése, amely gy terjeszti ki a
miiveleteket és a rendezést, hogy a kiterjesztés utan a bdvitett halmaz rendezett test maradjon.
Jol példazza ezt az abszolut érték fogalma

* lx] = Vx2,
x, hax>0
(%) x| =40, hax=0.
—x, hax <0

A valds szamok halmazaban (*) és (**) ekvivalens egymassal.

Ha a valds szamok halmazat a komplex szadmok halmazava bévitjiik, akkor a miiveletek a
korabbiak kiterjesztései (azaz valdos x és y esetén visszakapjuk Oket), de nem definidlunk
rendezést. Ekkor, a (*) komplex x = Re x + i - Im x esetén az abszolut érték kiterjesztéseként
adodik, hogy |x| = /(Re x)? + (Im x)?, mig, a (**) a komplex szamok rendezésének hianya
miatt értelmetlen.

A robbantott szamok halmaza a valds szamok halmazanak olyan bévitése, amelyre a valos
szamok rendezése kiterjeszthetd (azaz valds x és y esetén marad valtozatlan), ,,cserébe” viszont
j miiveleteket, szuper-osszeadast (jele: @ ) és szuper-szorzast (jele: ®) kell hasznalnunk.
Ekkor, a robbantott szamokra, a (**) definici6 az érvényes.
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A robbantott szdm fogalma a valdés szam fogalmara tamaszkodik, ezért a valdos szamok
axiomarendszere a felépités alapja. A4 valos szamok R halmazdanak axiomatikus felépitését ugy
kapjuk, hogy a legfontosabb tulajdonsagokat csokorba gyiijtjiik és bizonyitas nélkiil elfogadjuk.
Ezek a tulajdonsagok az axiomak. A benniik eldforduld fogalmakat nem definialjuk, ezek az
alapfogalmak.

- Osszeadds kommutativitisa: ‘v’(x, ye R): xX+y=y+x.

- Osszeadds asszociativitisa: “(x,y,z € R): (x+y)+z=x+(y+z).

- Osszeadasi egységelem (additiv egységelem, zérus-elem) létezése:
(30eR)(VxeR):x+0=x.

- Osszeadasi inverz-elem (additiv inverz-elem) létezése: (Vx € R), (3(7 x) € R): X+ (f x) =0

- Szorzdas kommutativitasa: ‘v’(x, ye R): X-y=y-x.

- Szorzds asszociativitasa: Y(x,y,z € R): (x-y)-z=x-(y-z)

- Szorzasi egységelem (multiplikativ egységelem) létezése: (31(7: 0) € R), (Vx € R): x-1=x.

- Szorzasi inverzelem (multiplikativ inverz-elem) létezése:

(vx(#0)e R),[H[i) E RJ tx

- Szorzds disztributivitisa az ésszeaddsra nézve: N(x,y,z € R):(x+y)-z=x-z+y-z.

1
X
- Rendezés diszjunktivitdsa: ¥(x,y € R): (x < y)v (y < x).
- Rendezés antiszimmetridja: V(x, ye R): ((x < y)/\ (y < x)) = (x = y).
- Rendezés tranzitivitisa: Y(x,y,z € R): (x < y)A(y <z))=(x<z2).
- Osszeadds monotonitdsa: /(x,y,z) e R : (x < y) =(x+z<y+2)
- Szorzds monotonitdsa: ‘v’(x, ¥, (O S)z) eR: (x < y) = (x z<y- z).
(v(4 { ) B { ) R): (v((x e A)n(y e B) = (v < y))=
= ((EJZ S R): (V((x S A)/\ (y € B)): ((x < Z)/\ (z < y))))
Ezek utan minden fogalmat definialnunk, minden allitast (tételt) bizonyitanunk kell.
Példa definiciora: Az x € R pozitiv, mas széval nagyobb, mint 0 (jelben x > 0), ha
(0 < x)/\ (x #* 0),
Példa tételre: V(x, y(>0)e R) = x<x+y.

- Elvdlaszto elem létezése:

[

Ugy vélem, hogy a valés szamok axiomai részét képezik, nemcsak a kozép- és altalanos iskolai
tanarképzés, hanem a tanitoképzés altalanos matematikai moduljanak is. (Lasd [2], 12-13.
oldalak.)

A valos szamok axiomarendszerét posztuldtumokkal és kiovetelményekkel egészitjitk ki. Az
igy kapott ,egyiittest” nem nevezziik axidémarendszernek, ennek kialakitdsa az ,utokor”
feladata. Gondoljunk arra, hogy mar a 17. szdzadban (Scipio del Ferro, Antonio Mario Fiore,
Tartaglia, Cardano, Ferrari idejében, lasd [1], 78—79.) hasznaltadk a komplex (képzetes)
szamokat, de a komplex szdmok axidomarendszere (Hamilton és Bolyai Janos), geometriai
modellezése Gauss munkdssdga nyoman véglegesedett a 19. szdzadban. (Lasd [1], 178-
179.0ldal.)

P.1.
Kiterjesztési posztuldtum

A valds szamok R halmaza valédi része a robbantott szaimok R halmazanak (az R halmazban
az egyenléség jele: =, az R halmazban pedig: =). Minden x valés szamnak van egy ¥, és csak
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egy robbantottja, és minden u robbantott szamnak van egy, és csak egy u zsugoritottja, amely
valds szam, Uigy, hogy
@) =x, (xeR) és (E)Eu , (uER).
P.2.
Egyértelmiiségi posztuldatum
A robbantott szamok halmazaban értelmezett egyenléségre érvényes, hogy
X =y akkor,és csakis akkor,ha x =y, (x,y € R).
P.3.
Rendezési posztuldatum
A robbantott szamok halmazaban értelmezett , kisebb” relaciora (jele<) érvényes, hogy
X <y akkor,és csakis akkor,ha x < y, (x,y € R).
P.4.
A szuper-0sszeadds posztulatuma
A robbantott szamok halmazaban értelmezett szuper-6sszeadasra érvényes, hogy
¥®y=x+¥y, (xyeR).
P.5.
A szuper-szorzds posztuliatuma
A robbantott szamok halmazaban értelmezett szuper-szorzasra érvényes, hogy
¥y=x7y, (xy€R).
R.1.
A robbantott szamok halmazdban érvényes , egyenloség”-re vonatkozo kovetelmény
Ha x és y valos szamok, x = y akkor, és csakis akkor, ha x = y.
(E kovetelmény miatt az ,,=” helyett a robbantott szamok halmazaban is hasznalhatjuk a ,="
jelet.)
R.2.
A robbantott szamok halmazaban érvényes ,,kisebb”-re vonatkozo kovetelmény
Ha x és y valds szamok, x < y akkor, és csakis akkor, ha x < y.
(E kdvetelmény miatt az ,,.<” helyett a robbantott szamok halmazaban is hasznalhatjuk a ,,<”
jelet.)
R.3.
A 0 robbantdsara vonatkozo kiovetelmény
0=0.
(E kévetelmény alapjan mondhatjuk, hogy u € R pozitiv, ha 0 < u és negativ, ha u < 0.)
R. 4.
A robbantdsra vonatkozo kovetelmény
a/ Az R\ R halmaznak van pozitiv eleme és van negativ eleme is.

b/ Ha —o0 < x < 0, akkor ¥ < x ésha 0 < x < oo, akkor x < X.
R.5.
A szuper-osszeadds monotonitdasdra vonatkozo kovetelmény
Béarmely u, v,w robbantott szamok esetén, ha u < v, akkor u®w < v@w.
R.6.
A szuper-szorzds monotonitdsdra vonatkozo kiovetelmény
Barmely u, v,w robbantott szamok esetén, ha u < v és w pozitiv, akkor uOwW < vOw.

A posztulatumok és kévetelmények néhany elemi kovetkezménye
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rendre hasznalhatjuk az = és a < jeleket. A ,,pozitiv robbantott szam” és a ,,negativ robbantott
szam” fogalmak értelmezettek. (Ez azt is jelenti, hogy a ,,pozitivitas” és ,,negativitas” szokasos
tulajdonsagai 6roklddnek a robbantott szamok halmazara is.)
K.1. 4 robbantott szamok halmazdaban érvényes trichotomia.
vagy X <y
Hax,y € R, akkor { vagy ¥ = ¥.
vagy y < X
Bizonyitas. A valds szamokra ismert, hogy érvényes a trichotomia, azaz
vagyx <y
hax,y € R, akkor{vagy x =y.
vagyy <x
Az allitasunkban szerepld ,.kapocs” felsé és also részeit a Rendezési posztulatum, kdzépsd
részét az Egyértelmiiségi posztulatum alapjan jelenthetjiik ki. m
K.2. 4 ,,nagyobb” fogalma bevezetheté a robbantott szamokra.
A robbantott szamok halmazaban érvényes trichotomia miatt mondhatjuk, hogy ha ¥ < y és
X = y egyike sem igaz, akkor X nagyobb, mint y. Jelben: ¥ > y. m
K.3. 4 0 zsugoritasara vonatkozo kovetkezmény
0=0.
Bizonyitas.
A Kiterjesztési posztulatum szerint (Q) = 0. A 0 robbantasara vonatkoz6 kdvetelmény szerint
(hivatkozassal az egyenldség reflexivitisara) 0 = 0. Innen (hivatkozva az egyenléség
tranzitivitasara) (Q) = 0. Végiil az Egyértelmiiségi posztulatum mondja ki, hogy 0 = 0. m
K.4. A valos szamok zsugoritottjainak halmaza és a valos szamok halmazara vonatkozo
komplementere nem iires halmazok.
Bizonyitas. Jellje valos szamok zsugoritottjainak halmazat R, azaz legyen
R={x eR|X e R}.
(A valés szamok zsugoritottjainak halmaza elnevezést a (¥) = x, (x € R) inverzids
azonossag indokolja. Lasd P. 1.) A K.1 kovetkezmény miatt 0 € R , igy R#
{ 1} (ires halmaz). Az R halmazra valé komplementer:
R\ R = {x € R|¥ ¢ R}.
AP. 1. posztulatumban szerepld ,,A valés szamok halmaza valodi része a robbantott szamok R
halmazéanak” mondat miatt van olyan x, € R, hogy X; € R. Emiatt x, € R\ R tehat R\ R #
{ }m
K.5.
A robbantasra vonatkozo6 R. 4. Kovetelmény miatt az R \ R halmaznak van negativ és pozitiv
eleme is. Emiatt, az
(R\R) ={x<0€eR|¥¢R}
és
(R\R)" = {0 < x € RI¥ & R}
halmazok egyike sem iires.m
A tovabbiakban egy bonyolultabb kdvetkezmény jon.
K.6.
A diszkriminator tétel
1. Ha (]R \ B)_ # { 1}, akkor van olyan §(< 0) valds szam, amelyre § & R és § minden
valos szamnal kisebb.

IL. Ha (R \ R)Jr # { }, akkor van olyan d(> 0) valés szam, amelyre d & R és d minden
valos szamnal nagyobb.
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Bizonyitas.
AdL
A K. 5. szerint tudjuk, hogy (IR \ R)_ #{ }ésaztis,hogyhax € (IR \ B)_, akkor x negativ
valos szam. Legyen x; az ([R \ K)_ barmelyik eleme és legyen x, az R tetszdleges negativ
eleme. Ekkor x; < x,. (Feltételezve az ellenkezdjét, azaz x; = x,, a P. 2. é P. 3.
posztulatumokbol adddik, hogy X; < X7 < 0. Mivel X3 valos szam, igy X; € R. Masrészt x; €
(R\B)_ miatt tudjuk, hogy X7 € R , amivel ellentmondashoz jutunk.) A valds szamok
,.Elvéalasztd elem létezése” axidmaja szerint van olyan (negativ) valos szam, hogy barmely x; €
R\ R és x, € R elempar esetén

x; <6 < xy.

Mivel

(R\R) )nR={ }
vagy § € R, vagy § € (]R{\R)_ .
Ha feltételezziik, hogy 8 € R, akkor barmely x € R esetén fennall, hogy § < x. fgy a nullanal
is kisebb, tehat § < 0. Tovabba a P. 2. és P. 3. posztulatumok szerint § < ¥ Mivel most § € R,
oda jutottunk, hogy a & valds szam alulr6l korlatozza a valés szamok halmazat. Ilyen valds
szam viszont nincs. (Ha mégis feltesszitk, hogy van, akkor & < 0 miatt, § + & nem lehet
nagyobb, mint & , de kisebb sem, hiszen ,barmely x € R esetén fennall, hogy § < x”. Tehét
fennall, hogy & + § = &. Ebbdl az %multiplikativ inverz miatt 1 = 2, majd a (-1) additiv inverz
létezése miatt a 0 = 1 ellentmondas jon ki. Lasd a ,,Szorzasi egységelem axiomat. Maradt az,
hogy 6 € (]R \ B)_, ami azt jelenti, hogy & € R.
Ad 1L
Tudjuk, hogy (]R \ B)Jr #{ }ésaztis,hogyhax € (]R \ B)Jr, akkor x pozitiv valos szam.
Legyen x; az R tetsz6leges pozitiv eleme és legyen x, az (IR \ R)Jr barmelyik eleme. Ekkor
X1 < x,. (Feltételezve az ellenkez6jét, azaz x; = x,, P. 2. és P. 3. posztulatumokbol adodik,
hogy 0 < X; < X7 . Mivel X7 valos szam, igy X; € R. Masrészt x, € (IR \ B)Jr miatt tudjuk,
hogy X7 € R, amivel ellentmondashoz jutunk.) A valds szamok Elvalaszté elem létezése
axiomaja szerint van olyan (pozitiv) d valos szam, hogy barmely x, € R és x, € (]R \ BY
elempar esetén

x <d < xy.

Mivel
Rn((R\R)")={ },

vagy d € R vagy d € (]R \ B)Jr . Ha feltételezziik, hogy d € R, akkor barmely x € R esetén
fennall, hogy x < d. Ekkor, a P. 2. és P. 3. posztulatumok szerint ¥ < d. Mivel most d € R,
oda jutottunk, hogy a d valds szam feliilré1 korlatozza a valés szamok halmazat. Ilyen valés
szam viszont nincs. (Ha feltessziik, hogy mégis van, akkor a 0 < d miatt d + d nem lehet
kisebb, mint d , de mivel nagyobb sem lehet, mint d, ezért d + d = d. Ebbd] az % multiplikativ
inverz miatt 2 = 1, majd a (-1) additiv inverz létezése miatt az 1 = 0 ellentmondas jon ki. Lasd
a Szorzasi egységelem axiomat.) Maradt az, hogy d € (]R \ B)+ ,ami azt jelenti, hogyd ¢ R. m
Ugy vélem, hogy valds szamok axiomarendszerének 6t posztulatummal és hat kdvetelménnyel
tortént kiegészitése, illetve néhany kovetkezménye illik a tanarképzés specialkollégiumai kozé,
s6t belefér még a tanitoképzés matematika miveltségi teriiletébe, a szabadon valaszthatd

targyak kozé (lasd [3], 430—431. oldalak).
A negativ diszkriminator fogalma
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A diszkriminator tétel I. része mutatja, hogy a benne szereplé & az a legnagyobb olyan
robbantott szam, ami nem valds szam és minden valés szamnal kisebb. Emiatt a & neve:
negativ diszkriminator.

A porzitiv diszkriminator fogalma
A diszkriminator tétel I1. része mutatja, hogy a benne szerepld d az a legkisebb olyan robbantott
szam, ami nem valos szdm és minden valés szamndl nagyobb. Emiatt a d neve: pozitiv
diszkriminator.
Csabitd a pozitiv diszkriminator = oo ¢és a negativ diszkrimindtor = —oo jeldléssel, a
mindennapi gyakorlatunkban is megtalalhaté a ,minusz végtelent”, illetve ,,végtelent”
tartalmaz6 lezaras:

R ={-0}URU {0}

ugy, hogy

(a) —o<x<o |, x€R

(b) —w+x=—-0=x+(—o) , x€R
© o0 + (—00) = o

(d) xX+o=00=0+x , x €R
(e) 0 + 00 =00

Az Osszeadasnak ez a kiterjesztése megdrzi a kommutativitast és az asszociativitast. Gondot
jelent a
(=00) + 0 =917

megvalaszolasa, ha a kommutativitast mellett az asszociativitast €s a 0 zérus-tulajdonsagat meg
kivanjuk Orizni. Példaul

) (—0) + 00 =f x; = 0 + (—o0) , aholx, €R.
Kimutatjuk, hogy ekkor sziikségképpen x, = 0. Valoban, a (d) és (f) miatt

X0+ X0 = ((—oo) + oo) +x, _asszociativitas (=) + (0 + xo) = (=) + 0 = Xo

amibdl adodik, hogy x, = 0. Ekkor viszont a (c) , (f) és (b) alapjan

0= (—oo) + oo = ((—oo) + (_00)) + oo _asszociativitas (—oo) + ((—oo) + oo) — (—oo) +0=—-00
ellentmondashoz jutunk.

Ez utan maradnanak még a (—o) + oo =9¢f — 00 vagy (—o0) + 00 =9/ oo lehetdségek, de
ezek mindegyikét az (a)-bol addodd —oo < oo miatt ,,igazsagtalannak” véljiik.

fgy a (—o0) + oo hatdrozatlan marad. (Nem véletlen, hogy a nlg’rgo a, = —0 és nlg'[;ln b, = ®
esetén a nlglgc (a, + b,) =? megvalaszolasara sincs miiveleti szabalyunk.)

A robbantott szamok diszkriminatorokkal valé lezarasa helyett az R halmaz

(R\R)" URU(R\R)"

felbontésat valasztjuk ahol (R\R)" és az (R H_&)Jrelemeire a
lathatatatlan robbantott szamok, t6lik valo megkiilonboztetésként R elemeire a

lathatat6 robbantott szamok elnevezéseket hasznaljuk. Természetesen a diszkriminatorok
lathatatlan robbantott szdmok.

1. 4 robbantott szamok komplex modellje

A diszkriminatorok fogalmahoz vald eljutas is mutatja, hogy a valds szamok axidmainak
posztulatumokkal és kdvetelménnyel tortént kiegészitésével sem kdnnyi a robbantott szamok
elméletének logikai iton torténd kialakitasa. Sziikségiink van modellre, amelyben a robbantott
szamok alapfogalmai definialhatok, a posztulatumok és kdvetelmények bizonyithatok, tovabba
megjelenithetdk a lathatatlan robbantott szamok is. Szamos robbantasi lehetéség koziil (lasd [4]
95. oldal) valaszthatunk.
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Ha a (valds) szamegyenesre, mint az R halmaz geometriai modelljére gondolunk, akkor a valos
szamokat, mint robbantott szdmokat, lathatd robbantott szamoknak neveztik. A (valos)
szamegyenesre, mint az egydimenzios tér modelljére gondolva azt mondhatjuk, hogy a P. 2.
posztulatum miatt az R\ R halmaz elemeit modellezd pontok mar nem férnek ra a
szamegyenesre, azaz az egydimenzios téren kiviil vannak. Emiatt az az R \ R halmaz elemeit
lathatatlan robbantott szamoknak neveztiik. Ha az R halmaz geometriai modelljét robbantott
szamegyenesnek nevezziik, akkor a valés szamok halmaza a § és d diszkriminatorok 4ltal
hatarolt nyitott intervallum.

Egy kényelmes lehetéség az ,abszolut érték”, ,egész rész”, ,tort rész” és az area tangens
hiperbolicus

1 1+«x
tanh™'x ==In—— ,ahol—1<x<1
2 1—x
felhasznalasaval adodo
1, hax>0
(1.1) ¥ =%/ (sgnx)(tanh {|x|}+i[|x]]) , =x€R, sgnx=]0, hax=0
-1, hax <0

»szimmetrikus robbantasi képlet”, amellyel kapjuk a Gauss-szdmsikon az origora
szimmetrikusan a robbantott szamok halmazat:

/ Irm
2i=2 @
i=1 g——e-
3
)
= o > S0 =
-2 -1 1 3 2 Re
¢ -i=(-1)
¢ -2i=(-2)
1.2 abra

A robbantott szamok az Im z € Z (az egész szamok halmaza) és Rez - Im z = 0 feltételeket
kielégitd komplex szamok (rendezett valdos szamparok), amelyek az 1.2 abra altal mutatott
,,Z4sz1on” helyezkednek el, teljesen kitdltve azt. (Lasd [4], 3.146. és 3.152. tételek.) A ]—1,1[
nyitott intervallumon 1év6 szamok robbantottjai kitoltik a valos szamegyenest, ami mutatja a P.
1. posztulatum teljesiilését. A P. 2. posztulatum teljesiilését a [4]-ben 1év6 3.148. tétel mutatja.

Ha u robbantott szam, akkor az
(1.2) u =Imu + tanh Re u ,ahol tanhx =

e¥-e

eX+e~x’

x ER
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Lzsugoritasi képlet” adja az u zsugoritottjat. A valds szamok zsugoritottjai a |]—1,1[ nyitott
intervallumot toltik ki.

A robbantott szamok rendezésére szolgal az 1.3 definicio (,felfelé vagy Jobbra ”). Legyenek
x,y €ER. HaIm ¥ < Im ¥, vagy ha ImX¥ = Im¥ és Re ¥ < Re ¥, akkor ¥ < y.m

A P. 3. posztulatum teljesiilését a [4]-ben 1évé 3.164. tétel mutatja. A P. 4. és P. 5.
posztulatumok az

(1.4) X®y = (sign(x +y))anlx +y} +illx +yI) ,xy€R
szuper-Osszeadassal és
(1.5) ¥y = (signCx-y))tan{x -y} +illx-yl) ,xy€ER,

szuper-szorzassal teljesiilnek.

Additiv egységelem a 0. multiplikativ egységelem 1 = i. (¥0 = X ; ¥Qi = ¥, igy i®Qi = i.)

Az ¥ additiv inverze =x = —(sgn x)(tanh™{|x|} + i[|x|]).
. T 1 1 f]1 1
Az ¥ # 0 multiplikativ inverze (;) = (sgnx) (tanh 1 {|;|} +i [|;|D
Ha x valos szam, akkor ra, mint robbantott szamra érvényes, hogy —i < x < i.
A negativ diszkriminator (—\1/) = —i, apozitiv diszkriminator 1 = i.
A lathat6 robbantott szamok a valds tengelyen vannak, a lathatatlanok a zaszl16 tobbi részén.
Az R. 1. kovetelmény teljesiilése a ,,Ha u valds szam, akkor

(1.6) u = tanhu (lasd 1.2)”.
ésa,Ha —1 < x <1, akkor
(1.7) ¥ =tanh™'x (lasd 1.1)”

specialis esetekb6l adodik. Ugyanez mondhaté el az R. 2. kovetelményrél. Az R. 3.
kovetelmény az (1.7) szerint nyilvanvalo. Az R. 4. kovetelmény teljesiilését az 1.2 dbra mutatja.
Az R. 5. és R. 6. Kovetelményeket a P. 1. posztulatumban latott inverzios azonossaggal, a P.
3. rendezési posztulatummal, az R. 2. (,,<” helyett is ,,<” hasznalata) és R. 3. kovetelményekkel,
végiil a P. 4., illetve P. 5. posztulatumokkal (ezek mar teljesiiltek) igazoljuk:
1.8. tétel (A szuper-0sszeadas monotonitasa.). Legyenek u, v, w tetszleges robbantott szamok.
Ha u < v, akkor u®w < v@w.
Bizonyitas. Legyen u=X,v=yésw =Z,aholx,yészvalésszdmok. A P. 1.
posztuldtumban latott (¥) = x, (x € R) inverzios azonossagot hasznalva irhatjuk, hogy u =
x,v=7y és w=2z.Hau < v, akkor u <P3 v. A valés szdmok 5sszead4sinak monotonitisa
miatt u+w<v+w. Mindkét oldalt robbantva uF¥w<"IvFw . Az
utw=P*(u)®(w) és vFw=P*(v)®(w) beirdsa utan a P. 1. posztulatumban latott
(g) =u, (u [S R) inverzios azonossagot hasznalva u®w < v@®w adodik. m
1.9. Tétel (A szuper-szorzas monotonitasa). Legyenek u, v, w tetszleges robbantott szamok.
Hau < vésw > 0, akkor u®Ow < vOw.
Bizonyitds. Legyen u = ¥ ,v = ¥ ésw = #,ahol x, y és z valés szamok. A P. 1. posztulatumban latott
(¥) =x, (x €R) inverzios azonossagot hasznalva irhatjuk, hogy u =x,v =y és w=2z.
Ha u < v, akkor u <P v. Tovabba 0 <P w. A valos szdmok szorzésa monotonitasa miatt
‘w <y w. Mindkét oldalt robbantva &~w <P3 77w. Az ww =% (w)O(w) és
7w =F5 (v)O(w)  beirassa utin a P 1. posztulitumban latott

(E) =u, (u € ]R) inverzios azonossagot hasznalva u®Ow < vOw adodik. m

A diszkriminator tétel korollariuma
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Ha a diszkriminatorok egymas szuperadditiv inverzei, akkor minden olyan x valos szam esetén,
amelyre X € R, fennall, hogy (=) R
Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy x # 0. A diszkriminator tétel szerint Iétezik a & negativ
diszkriminator és a d pozitiv diszkriminator. Ha ezek egymas szuperadditiv inverzei, akkor
§@®d = 0. A P. 4. posztulitum azt mondja, hogy & + d = 0, azaz, d = —6, illetve —d = &.
Most két esetet kiilonboztetiink meg.
Legyen elészor x < 0. A § < x(< 0) nem lehetséges, mert ekkor a P. 3. posztulatum szerint
§ < ¥ lenne, ami a negativ diszkriminator definici6ja miatt ellentmond annak, hogy ¥ & R. Ha
x = 8, akkor (—x) = d, igy (Cx)=d ¢ R Hax <3, akkord < (—x). A P. 3. posztuldtum
szerint d < (—x), amibél a pozitiv diszkriminator definici6ja szerint kapjuk, hogy (—x) & R.
Masodszor, legyen 0 < x. A (0 <)x < d nem lehetséges, mert ekkor a P. 3. posztulatum szerint
% < d lenne, ami a pozitiv diszkriminator definiciéja miatt ellentmond annak, hogy ¥ ¢ R. Ha
x = d, akkor (—x) = &, igy (=x) =d ¢ R. Had < x, akkor (—x) < 8. A P. 3. posztuladtum
szerint (—x) < &, amib8] a negativ diszkrimintor definiciéja szerint kapjuk, hogy (—x) & R.
]
Az (1.1) szimmetrikus robbantasi képlettel valo robbantas esetén & = —i és d =i (lasd 1.2
abra). Az (1.4)-b6l adddik, hogy
i®(—) = 1®(-1) = (sign(1 — D)) (tan*{|1 — 1]} +i[|]1 — 1]]) = 0.

Az 1.2 abran lathatjuk, hogy minden olyan x valds szam esetén, amelyre ¥ ¢ R, fennall, hogy
=) ¢R
Megjegyzések
1. Ha a szamegyenest a valdés szamhalmaz modelljének, a Gauss-szamsikot a komplex
szamhalmaz modelljének tekintjiik, akkor a robbantott szamok halmazanak (egyik lehetséges)
ugynevezett aszimmetrikus komplex modelljét adja a kdvetkezd ,,aszimmetrikus robbantasi
képlet”:

—tanh™{|x|} —i-[|x]] ,ha —0<x <0
def 0 ,hax =10

ztan () + -2 ] a0 <x<en

A robbantott szamok halmaza a komplex szamok részhalmaza. Az ,egyenléség”-et ugy
értelmezziik, hogy az u és v robbantott szamok akkor és csakis akkor egyenl6k egymassal, ha
komplex szamokként egyenldk. A | kisebb” értelmezése
u<v ha{vagy [mu<Imv .
’ 7" Imu=ImvésReu<Rev
Ekkor a negativ diszriminator § = (—1) = —i , a pozitiv diszkriminator d = 2 = 2i. A P. 4.
posztulatom megkivanja, hogy az additiv egységelem a 0 = 0 legyen. Ugyanakkor a

QB (-i) =20(-1) =P+ 1 = 2tanh? 7#0,

azaz, a diszkriminatorok nem egymads szuperadditiv inverzei. Az aszimetrikus komplex
modellnél nem teljesiil a diszkriminator tétel korollariumanak feltétele. Nem meglepd, hogy az
x =—1valosszamesetén ¥ ¢ R,dea (—x) = lesetén ¥ € R. m
2. A kovetkezd ,,semi-robbantasok™ arra mutatnak ra, hogy a diszkriminator tétel fennéllasdhoz
az R. 4. kovetelmény a/ részének teljesiilése sziikséges. Példaul az

—tanh Y{|x|} —i-[Ix|],ha —0 <x <0

X =

% =def 0 ,hax =0
x B had <x <o ]
»bal-oldali robbantasi képlet” esetén a negativ diszkriminator (—1) = —i, pozitiv

diszkriminator pedig nincs.
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Az
X ) ha—o<x<0
x =aef 0 yhax =0
tanh {x}+i-[x] , ha0<x <o

,jobb-oldali robbantasi képlet’ esetén nincs negativ diszkriminator, pozitiv diszkriminator
pedig i =1i.

A robbantasi tétel
Ha x € R, akkor
a/
(al) 0<x
esetben
(a2) x < X,
b/
(b1) x<0
esetben
(b2) X <x
teljesiil.
Bizonyitas.
Ad a/.
Az (al) feltételbdl a P. 3. miatt adodik 0 < ¥, ahonnan az R. 3. alapjan kapjuk, hogy 0 < ¥. A
diszkriminator tétel kimondja a d pozitiv diszkriminator létezését. Ekkor vagy 0 < ¥ < d, vagy
d < ¥. Az elsé esetben ¥ pozitiv valds szam, és feliilré] valés szammal nincs korlatozva, azaz
0 < ¥ < o0, IgyazR. 4. kovetelmény b/ esete szerint (a2) teljesiil. A masodik esetben, a pozitiv
diszkriminator definici6ja szerint, X minden valdés szadmnal nagyobb. Mivel x valds szam,
teljesiil az (a2).
Ad b/
A (bl) feltételbél a P. 3. miatt adodik ¥ < 0 , ahonnan az R. 3. alapjan kapjuk, hogy X<0. A
diszkriminator tétel kimondja a & negativ diszkriminator Iétezését. Ekkor vagy ¥ < &, vagy 8 <
X < 0. Az elsé esetben, a negativ diszkriminator definicidja szerint, ¥ minden valds szamnal
kisebb. Mivel x valos szam, teljesiil a (b2). A masodik esetben X negativ valds szam és alulrdl
valés szammal nincs korlatozva, azaz —oo < ¥ < 0. Igy az R. 4. kdvetelmény b/ esete szerint
(b2) teljestil. m
Megjegyzés
A robbantasi tétel bizonyitasaban az ,,eléggé stlyos”, robbantasra vonatkozo kovetelmény (R.
4.) b/ része lényeges szerepet kapott. Felmeriil, hogy elengedhetd-e. A tagadd valaszt — még a
modositott szimmetrikus robbantas esetében is — az

1
2 =% (sgnx) (E-tanh‘l{lxl} + i[IxI]) , x€ER,

kevert robbantasi képlet” szerinti robbantas adja. E robbantas esetében a pozitiv
diszkriminator 1 = i , a negativ diszkriminator (—1) = —i. Vegyiik észre, hogy
M) = 1. canh-12 eseté , (1) tois (1) <X
(2) =3 tanh p esetében, bar 0 < (2) < o0, mégis (2) < p
és
I D -11 2 Ar — _1 sois (=) > -1
( 2) =-3 tanh ; esetében, bar —oo < ( 2) < 0, mégis ( 2) > >
tehat az R. 4. kdvetelmény b/ részének egyike sem teljesiil.
Megallapitjuk, hogy ha a robbantott és zsugoritott szamok elméletében ragaszkodunk ahhoz,

hogy
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- a valés szamok zsugoritottjainak halmaza a valds szdmegyenes korlatos (nyitott)
intervalluma legyen (ami azt jelenti, hogy érvényes a Diszkriminator tétel),
- a0 kivételével minden valds szam robbantottjanak abszolit értéke nagyobb legyen a
szam abszolut értékénél (ami a Robbantasi tétel érvényességét jelenti),
akkor a Robbantdsra vonatkozo R. 4. kivetelmény mindkét részének helye van a ,, Egyiittes”-
ben.
A zsugoritasi tétel

Hau € R, akkor

a/

(al) 0<u

esetben

(a2) O<u<u,

b/

(b1) u<o

esetben

(b2) u<u<o

teljesil.

Bizonyitas.

Ad a/

Az (al) feltétel a P. 1. posztulatum szerint atirva (Q) < (g) Innen a P. 3. szerint 0 < u adddik,
amib6l a ,,0 zsugoritasara vonatkozo kovetkezmény” miatt adodik az (a2) bal oldala. A jobb

oldal belatisihoz legyen u = ¥ (x € R). A P. 1. miatt azt is irhatjuk, hogy (u) = ¥. A P. 2.
garantalja, hogy u = x. Figyelembe véve, hogy az (a2) bal oldalat mar igazoltuk, a Robbantasi

tétel a/ része szerint x < X, ami éppen az (a2) jobb oldalanak teljesiilését jelenti.
Ad b/

A (bl) feltétel a P. 1. posztulatum szerint atirva (\i) < (\Q/) Innen a P. 3. szerint u < 0 adodik,
amibdl a ,,0 zsugoritasara vonatkozé kovetkezmény” miatt adodik az (b2) jobb oldala.

A bal oldal belatdsihoz legyen u = ¥ (x € R). A P. 1. miatt azt is irhatjuk, hogy (u) = ¥. A
P. 2. garantdlja, hogy u = x. Figyelembe véve, hogy a (b2) jobb oldalat mar igazoltuk, a
Robbantasi tétel a/ része szerint X < x, ami éppen a (b2) bal oldalanak teljesiilését jelenti. m

2. A robbantott szamok néhany alkalmazdsa

A ,tiszta matematika” szamara a robbantott szdmok ,,in statu nascendi” allapotban is érdekesek,
hiszen egy 1j szamfogalom keletkezésével mindig fellép ,természetes” tarsadalmi ellenallas,
ami leginkabb az 0j szam elnevezésében mutatkozik meg.
- A ,nulla” a semmit fejezi ki, azaz nem hordoz tartalmat. ,,A nulla se nem oszt, se nem
szoroz” mondas els6 része igaz, de a masodik része hamis.
- A negativ szamokat sokaig ,.hamis” szamoknak nevezték.
- Az irracionalis (ésszeriitlen) szdmok valosdgos matematikatorténeti forradalmat
okoztak.
- A komplex szdmokat ,,imaginarius” (képzelt) szamokként fogadtak.
- A ,robbantott szam” (exploded number) sem bizalomgerjeszto.
A tovabbiakban a robbantott szamokat nem absztrakt értelemben, hanem az (1.1) szimmetrikus
robbantasi és az (1.2) zsugoritasi képletek alapjan adott konkrét formaban tekintjiik, alkalmazva
a P. 1. — P. 5. posztulatumokat, R. 1. — R. 6. kovetelményeket és a K. 1. — K. 6.
kovetkezményeket, tovabba a robbantasi €s zsugoritasi tételeket.
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Fel kell vetniink a kérdést: Mire jok a robbantott szamok? Erre négy példaval probalunk
valaszolni.

A multiverzum feltérképezése

Kiindulunk az 0 = (0,0,0) orig6jt, derékszogli Descartes-féle koordinata-rendszerrel ellatott
haromdimenzios tér P = (x, y, z) rendezett valos szamharmas pontjaibol, azaz
—00 < x < 0
R3 = {P = (x,v,2)| {—oo <y< 00}.
—0<z< oo
Jeldlje P = (5, v, g) a P pont zsugoritottjat. Ekkor az R® pontjainak zsugoritottjai az

-1<é<1
EZ (S(:TI'O € ]R3| -1<n<1
-1<({<1
nyitott kockét tdltik ki. Természetesen az R3 részhalmazai is belezsugorodnak a kockaba.
P¢ldaul a kovetkezd

2.1 abra
metsz0, parhuzamos és kitérdé egyenesek zsugoritottjait is mutatja.
Jelolie P = (¥,¥,%) a P = (x,y,2) € R? pont robbantottjat. A P pont robbantottja akkor, és
csakis akkor lesz az R3 térben, ha a P pont a 2.1 dbran lathato R3 halmazba esik. Kiilonben
,.kirobban” az

R3 = {13 = (J?,j/’,Z“)|P = (x,y,2) € ]R{3},
., Multiverzum”-ba és lathatatlan lesz az R? térben.
(2.2) Gyakorlat. Jelenitsiik meg vizualisan az R3 alabbi részhalmazat!

2.3) M= {P = (u,v,w) € R¥[uOudvOVOWOW = 1}.
Hasznalva a

u=x,v=y,w==z2 . ~
(2.4) &=x,y=y,y=z ,xY,Z€ER;u,v,w €R
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jeloléseket, a P. 1. posztulatumban 1évé inverzios képletek és a P. 5., P. 4. és P. 2. alapjan az

egyenlet ekvivalens a
2.5) @'+ @) +Ww) =1
egyenlettel.
Haa® = (u,v,w) € R3, azaz u, v és w valds szamok, akkor
Imu=Imv=Imw=0tovibbaReu =u,Rev=vésRew=w
miatt a (2.5) egyenlet az (1.2) alapjan redukalodik:
(tanhu)? + (tanh v)? + (tanhw)? = 1,

amit a szamitogép ,,hatszorosan sziami iker Eiffel-torony”-ként érzékeltet:

&

2.6. abra

A szamitogép képtelen érzékelni az R3 (szamunkra is lathatatlan) hatéran 1évé
?=(100), P=(-100),P2=(010),?7=(0-1,0), 7=(00,1),7=(00,-1)
pontokat, amelyek kielégitik a (2.5) egyenletet, azaz elemei az 9t halmaznak. m
Az R® multiverzum ellathaté 0 = (0,0,0) origoja
u — tengely = {P = (u,v,w) € H\§/3|v =0,w = 0}
v — tengely = {IP = (u,v,w) € I\R§§|u =0,w = 0}
w — tengely = {IP = (u,v,w) € ]1?3|u =0,w = 0}
tengelyekbdl allo ,.u, v, w” koordinata-rendszerrel. A szuper-miiveletek kozé felvéve

2.7) ¥@y=x=y ,(x,y€eR).

szuper-kivonast is, és lerogzitve a multiverzum egy tetszéleges Oy = (ug, Vo, Wo) pontjat a
(=uu

(2.8) n=v0v, » P=0vw)€R’
{=w é Wo
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szuper — shift transzformdcioval a multiverzumot 0j, Oyorigoja ,,&,1n,¢ ” koordinata-rendszerrel
latjuk el.
T1®u, < u < 1duy,
(2.9) Wo, =3P =(wv,w) eR3|{ JT1dv <v < 1@,
—1®w, < w < 18w,
A (2.8) alapjan, (2.9) szerint
T<é<d
Wo, ={P=(En)eR{TA<n<1
“1<é<i
a multiverzumnak az R3 térrel ,.egyenld terjedelm{i” részhalmaza. Ezek szerint a szuper-shift
transzformdcio segitségével a multiverzum barmely haromdimenzios térnyi résthalmazat
lathatjuk.

]
(2.10.) gyakorlat. Vizsgaljuk meg a (2.3) alatti 9 halmaz P,, = (0,0, 1) pontjanak ,kdrnyékét”!
El8zetesen megéllapitjuk, hogy az MM halmaz P,, ,kdrnyéki” pontjai az R3 térben vannak,
kivéve magat a P, pontot. Legyen Oy = P,,. Ekkor (2.8)

E=u
n=v  P=(uvw)eERS
Zzwéi
a (2.9) pedig
_ (-l<u<i
pr={_’P=(u,v,w)ER3|{:’1<v< i}.
O<w<?2

Az uQUOVOVOWOW = 1 egyenlet alakja a transzformacioval

EQEONONBIOID2G{ = 0,
ami a valos ,,§,n,{ " szamharmas esetén a
(tanh §)? + (tanh7)? + (tanh ¢)? + 2tanhn = 1,
amire a szamitogép rajza:

; ; \u\v.\n\u\vAv »
L'A""i \Y \\
-, “"\V
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2.11 Abra

A P, =(0,0,1) pont a 2.11 &bra ,tetépontjan” van. Ellentétben a (2.6) 4bra sejtetésével a
,,hatszorosan sziami iker Eiffel-torony” nem csticsos, hanem szép, simogathat¢ feliilet.
(2.12) gyakorlat. Mi a ,,hatszorosan sziami iker Eiffel-torony” zsugoritottja?
A (2.3)-bdl kiindulva és hasznalva a (2.4) jeloléseket
M={P=(xy2) €e€Rx2+y?+22=1]},
ami a 2.1 abran lathato kockaba beirhatéo gombot jelenti.

A haromdimenzios tér nem korlatos alakzatainak leirdsa

Mar a (2.3) alatt definialt és a (2.6) abran érzékelt ,,hatszorosan sziami iker Eiffel-torony” is a
haromdimenzids térben nem korlatos alakzat, ami robbantott szamokkal irhat6 le. Ennél
meggy6zobb az ,.égbe nylld Babel-torony”, amelynek alapja az ,,u, v’ koordinatasikon fekvé

A= {SD = (u,v,w) € ]13{/3|Iu|@|v| < (%) ésw = 0},

\\ ]

/

szuper-négyzet

2.13 abra.
A megvizsgaland6 ,,Babel torony” leirasa:
(w,v) eUA

( )
Av’a"=45P=(u,v,w)€]1§/3 H <w<wo3liB @ — = ,1<m<oo$,
Ik ILO_ <m © (1 S <(| & Iv)o (V2) )) |

amelynek P, = (0,0,m) csiicsa mar a multiverzumban van. A ,,mi” haromdimenzios
teriinkben csak a
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2.14 ébra
,,doboz” jelenség érzékelhetd. A tovabbi taglalas az [S]-ben megtalalhato.

Extra-egyenes a haromdimenzios térben

Legyen Py = (xo,¥0,20) € R® és E = (ey,ey,€,) € R®. A P, ponton athaladd at haladé E
iranya
Xe = X + tey
Lp,g: Ye =Yo tley ,— 00 <t < oo,
Zy = 2z + te,
egyenes robbantéasaval a P, = (X3, Vo, Zp) € R3 ponton 4t halad6 szuper-egyeneshez jutunk,
amelyet az
5 =%0 (0
Lpy g : V=70 (f0e) ,—0 <t <o
5=506(0¢g)
egyenletrendszer ir le. A szuper-egyenesnek a haromdimenzios teriinkbe esé része az extra-
egyenes
]Lf,’;f;“ = Lp, s NR3.

Réviden: az extra-egyenes a szuper-egyenesnek a haromdimenzids teriinkbe esé nyitott

;z'ake’)sza. e o ’
¢éldaul, Py = (2,2,0),E —( ﬁ,ﬁ,O) esetén
(v, =1_t
|xt 2 2
Lpyg: %yt=%+% , —o<t< oo,
k z =0
és _ o
(7=()° (o ()
(2.15) Lpy g : {Vr:(z?)é(v@(\%)) ,— 00 <t < oo,
N % =0
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Az ]Lf;’;t:,“ extra-egyenes haromdimenzios teriink extra-geometriajanak egyik alapeleme, amely
4ltaldban eltér az R3-ban ismert euklideszi, Bolyai-Lobacsevszkij és gdmbi geometridktol.
Egyik legfontosabb eltérés, hogy az extra-egyenes két pontban metszi a hAromdimenzios teriink
(szamunkra lathatatlan) hatarat, amit gy is mondhatunk, hogy az extra-egyenesnek két

végtelen tavoli pontja van. Példaul a (2.15) esetében
1

t——7=>so 1 _(1 0,0)ést=—7= ?7=(010)

az ]Lex"“ extra-egyenesnek Vetelen tavoli pontjai:

ﬂ

2.16 abra
Matematikusi filozofia a tagulo Univerzumrol

Dolgozatunkban eddig szandékosan nem hasznaltuk az ,univerzum” szét, ellentétben a
,multiverzum” szdval, amelyet a 2. (A robbantott szamok néhany alkalmazasa) részben
rendszeresen hasznaltunk. Most megyvilagitjuk ennek matematikai, majd filozofiai okat.

Az (1.1) és (1.2) robbantasi, illetve zsugoritasi képleteket egy ,titokzatos” pozitiv, valés o
paraméterrel (ami valtozik, de nem tisztazott, hogyan és milyen adatoktol fliggden) kiegészitve
a

X7 = a(sgnx) (tanh‘1 {|§|} +i HE”), x €ER,
illetve az
ga=lmu+a-tanhRfTu , UE R
képletekhez jutunk. Utobbi, u € R, azaz valds u esetén az
Uy =0" tanhg
képletre redukalodik. Az R3 helyébe

<é(<o
R =4, ()ER3|—U<Y]<O'
—-o0<({<o
Iép, ami egy 20 oldalélii kocka belseje (a 2.1 abran o = 1). Barmely pozitiv, valos ¢ esetén
2.17) R cR® 0<o<om.

Miaz &36 ,-nagy o esetén nagy” kockat nevezziik o — univerzumnak, amely a o névekedésével

a haromdimenziés térben korlatlanul tagulhat, de beldle ki nem I1éphet. Ugyanakkor a

haromdimenziés térben végteleniil sok ¢ — univerzum fér el (Lasd (2.17)). Ebbdl a

szempontbol akdr a hdromdimenzios tér is lehet a multiverzum. Masrészt, matematikailag

tény, hogy barmely pozitiv valds o esetén a hdAromdimenzids tér része minden egyes
—{P"—( y9,29)|P = (x, y,z)ER3}

multiverzumnak, amelyek m1ndegy1keben vegtelenul sok haromdimenzios tér fér el:

(2.18) R} c R’ ,0<o<oo.

Ebbdl a szempontbdl akdr R3’ is lehet a multiverzum.
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Megjegyezziik, hogy a o valtozasakor (lTl_I:% o tanhg = 0 jelenti a Big Bang (ma altalaban
0<o
elfogadott idébeli kezdetét) és a ;mgo a-tanhg = u megengedi a ,fagyhalal”’-hoz kozeli

0<o

allapotot. Ha a ¢ hol nd (mint jelenleg), hol csdkken (amint esetleg volt mar, vagy lesz), akkor
bekdvetkezhet a Big Crash de lehet, hogy a 0 — Univerzum pulzal. Egy altalunk felvetett
hipotézisre majd a filozofalas utan tériink vissza.
Descartes ,,Cogito ergo sum” kijelentése nyoman mondjuk, hogy a ¢ — univerzum létezik és
a jelenleg altalaban elfogadott o = 13,8 milliard fényév. Ez a tény objektiv valésdag, azaz
tudatunktol figgetlen. A hdromdimenzids tér az emberi (esetleg egyéb?) gondolkodas terméke,
ezért szubjektiv valosag. Mi egy véges o — univerzumban éliink, de egy végtelennek tekintett
haromdimenzios térben szdmolunk (amit, a limo - tanh% = u miatt kis hibaval megtehetiink,

0<o
mivel o mar ,elég nagy”). Ezen az alapon (jelenleg) a o — univerzumunk egy képzeletbeli

haromdimenzids térben tagul.
—0C
Az R3 létezésére nincs Kisérleti bizonyitékunk, de 1étezése a (2.18) szerint nem kizéart. Az

R3 természetesen nem a Nicolaus Cusanus (De ludo globi, 1372), sem Giordano Bruno (De
I'infinito universo et mundi, 1584) altal emlitett ,,szamtalan viladg”, mert ezek még a (2.17)
»hatalya” ala esnek. Cusanus vélekedése, ami szerint ,,A vilagnak nincs pereme, Mert, ha
kozéppontja lenne és pereme is, €s igy lenne (térbeli Sz. 1.) kezdete és vége, a vilag hatarolt
volna valami mashoz viszonyitva és a vilagon kiviil volna valami mas is” — nagyon
elgondolkodtato (lasd [6], 135. oldal).

A multiverzum létezésére bizonyitékot szolgaltathat az extra-egyenes mentén haladé objektum
(részecske, sugarzas, hullam stb.) felfedezése, hiszen az a multiverzumbdl ,,jon”, vagy oda
»megy”. (Példaul, a 2.16 abran lathaté gorbe mentén halado objektum, ami nem hiperbolaag,
bar annak latszik.)

Végiil az altalunk felvetett hipotézis, amelyet a 6 — univerzum manapsag tapasztalt rohamos
tagulasa taplal, az, hogy megtiorténhet, vagy mar meg is tortént a Second Big Bang, amelynek
sordn a haromdimenzios tér pontonként (nem biztos, hogy egyszerre) valo felrobbanasaval is
létrejohet a multiverzum.

Legvégiil arrol, hogy miért érdemes err6l a témardl matematikusként (nem kozmologusként)
gondolkodni. Egyrészt a matematikai gondolkodas fontossagat az Eurdpai Bizottsag is
hangsulyozza (Memorandum on lifelong learning, lasd [7], 227. és 233. oldalak). Masrészt a
[7] 228. oldalan javasolt ,szakirdny tovabbképzés” mellé jelen tanulmanyt dnképzésként
javaslom azon szerbiai magyarok szamara, akiknek a magyar nyelven val6 olvasas megkonnyiti
a témaban valo elmélyiilést.
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